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EXTRAIT DE LA PRÉFACE À LA PREMIÈRE 
ÉDITION RUSSE 


Ce livre expose la mécanique des fluides en tant que branche de 
la physique théorique, ce qui détermine dans une large mesure le 
caractère de son contenu, caractère essentiellement différent de celui 
des autres cours. Nous nous sommes efforcés d’être le plus complets pos- 
sible dans l'étude de toutes les questions présentant un intérêt phy- 
sique. L'exposé a été mené de façon à donner l’image la plus claire des 
phénomènes et de leurs corrélations. Vu ce caractère du livre, nous 
avons laissé en marge les méthodes approchées de calculs hydrod yna- 
miques, ainsi que certaines méthodes empiriques dont la justification 
physique est insuffisamment approfondie. Dans le même temps, ont 
trouvé place ici des questions telles que la thévrie de la conduction 
thermique et de la diffusion dans les fluides, l’acoustique et la 
théorie de la combustion, qui restent habituellement en marge des 
cours de mécanique des fluides. Nous avons aussi exposé les fonde- 
ments de l’hydrodynamique relativiste et de l’hydrodynamique du 
suprafluide. 

La lecture de ce livre implique la connaissance des principes de 
thermodynamique. Pour les mathématiques, il faut connaître à fond 
l'analyse vectorielle et l'algèbre tensorielle. Quant à la mathé- 
matique physique (théorie des équations aux dérivées partielles 
linéaires du second ordre), toute l'information nécessaire et les 
solutions des principaux problèmes sont données parallèlement 
à l'exposé des questions physiques correspondantes. 


Moscou, 1953 
L. Landau, E. Lifchitz 


AVIS DE L'ÉDITEUR 


La traduction française de ce livre reproduit l'édition russe de 
4954. Seuls de petits changements et corhpléments conçus par les 
auteurs pour l'édition anglaise de 1958 ont été introduits dans la 
présente traduction. 


QUELQUES NOTATIONS 


Densité, p 

Pression, p 

Température, T 

Entropie de l'unité de masse, s 
Energie interne de l'unité de masse, € 
Enthalpie, w=e+ 

Rapport des chaleurs à volume et pression constants, y=:c,/ce 
Viscosilé dynamique. 7 

Conductivité, x 

Diffusivité, 4=%/0c» 

Nombre de Reynolds, R 

Vitesse du son, c 

Rapport de la vitesse du fluide à la vitesse du son, M 


Les références aux autres tomes de ce Cours sont indiquées par des 
chiffres romains : 

II— Théorie des champs, 3° éd., 1970 

V— Physique statistique, 1967 


CHAPITRE PREMIER 
FLUIDE PARFAIT 


$ 1. Equation de continuité 


L'étude du mouvement des liquides et des gaz constitue la méca- 
nique des fluides. Les phénomènes envisagés en mécanique des flui- 
des ayant un caractère macroscopique, un fluide y sera assimilé 
à un milieu continu. Cela signifie que chaque petit élément de volu- 
me est si grand qu'il contient encore un nombre considérable de 
molécules. Dès lors, par élément de volume infinitésimal nous enten- 
drons toujours un élément de volume « physiquement » infinitésimal, 
suffisamment petit par rapport à celui du corps, mais grand par 
rapport aux distances entre molécules. C'est aussi dans ce sens 
qu’on entendra « particule fluide », « point du fluide ». Ainsi, si l'on 
parle du déplacement d’une particule du fluide, on a en vue non 
pas le déplacement d’une molécule isolée, mais celui d’un élément 
de volume contenant un grand nombre de molécules, quoique assi- 
milé à un point en hydrodynamique. 

La description mathématique de l'état d’un fluide en mouvement 
se fait au moyen de fonctions déterminant la distribution de la 
vitesse du fluide, v = v (x, y, 3, t), et de deux quelconques de 
ses grandeurs thermodynamiques, par exemple de la pression 
p (x, y, z, t) et de la densité p (x, y, z, t). On sait que toutes les 
grandeurs thermodynamiques sont déterminées d'après les valeurs 
de deux quelconques d'entre elles par l'équation d’état de la matière ; 
ceci étant, la donnée de cinq grandeurs: des trois composantes de la 
vitesse v, de la pression p et de la densité p, détermine complète- 
ment l’état du fluide en mouvement. 

Toutes ces grandeurs sont, en général, des fonctions des coor- 
données x, y, z et du temps {. Soulignons que v (x, y, z, t) est la 
vitesse du fluide en chaque point x, y, z de l’espace à l'instant #, 
c'est-à-dire qu'elle se rapporte à des points déterminés de l’espace, 
et non pas aux particules du fluide qui se déplacent au cours du 
temps dans l’espace ; il en est de même de p et p. 

Nous commencerons la déduction des équations fondamentales 
de la mécanique des fluides par celle de l'équation ÉPERANLE la loi 
de conservation de la matière. SRE À 
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Considérons un volume V, de l’espace. La quantité (la masse) 
de fluide dans ce volume est Î p dV, p étant la densité du fluide et 


l'intégrale étant étendue à V4. L'élément df de surface délimitant 
ce volume est traversé dans l’unité de temps par la quantité pv df 
de fluide ; le vecteur df est égal en grandeur absolue à l’aire de l’élé- 
ment de surface et est dirigé suivant la normale extérieure. Ceci étant, 
pv df est positif si le fluide sort du volume et négatif s’il y entre. 
La quantité totale de fluide sortant en l'unité de temps du volume 


Vs est donc 
& pv di, 


l'intégrale étant prise sur toute la surface fermée renfermant le 
volume considéré. 

Par ailleurs, la diminution de la quantité de fluide dans Vo 
peut s’écrire sous la forme 


ô 
+ | pdy. 
Egalant les deux expressions, on obtient : 
ô 
7 jodv=-& ovai. (1,2) 


Nous transformerons l'intégrale de surface en intégrale de volume 
par application de la formule d'Ostrogradsky : 


$rvai= Î div pv dy. 
De la sorte, 
À (+ div pv) dv = 0. 


Cette égalité devant être vérifiée pour n'importe quel volume, on 
doit avoir 


+ div pv 0, (1,2) 
qui est l'équation de continuité. 


Développant l'expression de div pv, (1,2) peut encore s'écrire sous 
la forme 


D + pdiv v+ vgradp —0. (1,3) 


Le vecteur 
i=pv (1,4) 


ÉQUATION D'EULER 41 


est la densité du flux de masse. Sa direction coïncide 
avec celle du mouvement du fluide et sa valeur absolue détermine 
la quantité de fluide traversant par unité de temps l'aire unité 
placée perpendiculairement à la vitesse. 


$ 2. Equation d’Euler 


Isolons dans le fluide un certain volume. La force totale s’exerçant 
sur ce volume est égale à l’intégrale 


—$ pdf 


de la pression prise sur la surface du volume. La transformation 
en intégrale de volume donne: 


—$ pdi= —_ Î grad pdV. 


Ceci montre que chaque élément de volume dV du fluide est sollicité 
par le fluide ambiant avec une force égale à —dV grad p. En d'autres 
termes, on peut dire qu’il s'exerce sur l'unité de volume du fluide 
la force — grad p. 

Nous pouvons maintenant écrire l'équation du mouvement d’un 
élément de volume du fluide en égalant la force —grad p au produit 
de la masse p de l'unité de volume du fluide par son accélération = : 

pD= — grad p. (2,1) 


ge OV pr: se a ce 
La dérivée NS figurant ici représente non pas la variation de la 


vitesse du fluide au point considéré fixe de l'espace, mais la varia- 
tion de la vitesse d'une particule déterminée se déplaçant dans l’es- 
pace. Cette dérivée doit être exprimée en fonction des quantités 
relatives aux points fixes de l'espace. A cet effet, notons que la 
variation dv de la vitesse de la particule donnée au cours du temps 
dt est composée par deux parties: par la variation de la vitesse au 
point donné de l'espace dans le temps dt et par. la différence des 
vitesses (au même instant) en deux points séparés par la distance 
dr parcourue par la particule dans le temps dt. La première de ces par- 
ties vaut 

ôv 


a 


où, à présent, la dérivée ôv/ôt est prise à x, y, z constants, 
c'est-à-dire au point considéré de l'espace. L'autre partie de la 
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variation de la vitesse vaut 
ôv av dv 
di + dy + dc = (drV) v. 
De sorte que 
dv — us dt + (drV) v, 


ou en divisant les deux membres de l'égalité par dt, 


d o) 
= at OV)v. (2,2) 
Substiluant la relation déduite dans (2,1), on trouve: 
av 1 « 
+ OV v= Mr grad p. (2,3) 


C'est l’équation cherchée du mouvement du fluide, déduite par 
L. Euler en 1755. L'équation d'Euler est l’une des équations 
fondamentales de la mécanique des fluides. 

Si le fluide se trouve dans le champ de la pesanteur, chaque unilé 
de son volume est soumise encore à la force pg, g étant l'accélération 
de la pesanteur. Cette force doit être ajoutée au second membre de 
l'équation (2,1), de sorte que (2,3) devient 


dv SU Vp 
PE OMS RUE: (2,4) 


Lors de la déduction des équations du mouvement nous avons 
fait abstraction des processus de dissipation d'énergie qui peuvent 
exister dans un fluide en mouvement par suite du frottement interne 
(viscosité) et de l'échange de chaleur entre ses diverses parties. En 
conséquence, tout cet exposé, ainsi que celui des prochains paragra- 
phes du présent chapitre, ne concerne que les mouvements de fluides 
au cours desquels les processus de thermoconduction et de viscosité 
sont sans importance; on dit d’un tel mouvement que c’est celui 
d'un fluide parfait. 

L'absence d'échange de chaleur entre les différentes régions du 
fluide (tout aussi bien entre le fluide et les corps en contact avec 
lui) signifie que le mouvement est adiabatique, cette propriété étant 
observée dans chaque région du fluide. De la sorte, le mouvement 
d'un fluide parfait doit être considéré comme adiabatique. 

Au cours d’un mouvement adiabatique l’entropie de chaque 
région du fluide reste constante lorsque cette région se déplace dans 
l'espace. En désignant par s l’entropie rapportée à l'unité de masse 
‘du fluide, on peut exprimer l'adiabaticité du mouvement par l’équa- 
tion 


ds 
= 0, (2,5) 


ÉQUATION D'EULER 13 


la dérivée totale par rapport au temps signifiant, tout comme dans 
(2,1). la variation de l’entropie de la région entraînée du fluide. 
Cette dérivée peut s'écrire 


Fe +v grad s — 0. (2,6) 


Telle est l'équation générale exprimant l’adiabaticité du mouvement 
d'un fluide parfait. Eu égard à (1,2), on peut l'écrire sous la forme 
d'«équation de continuité» pour l'entropie 


262 + div (psv) —0. (2,7) 


Le produit psv représente la « densité du flux d'’entropie ». 

Il convient d’avoir en vue que, d'ordinaire, l'équation d’adiaba- 
ticité revêt une forme bien plus simple. Si, comme cela a lieu d’ordi- 
naire, à un certain instant initial l’entropie est la même en tous les 
points du fluide, elle restera partout la même et invariable dans le 
temps lors du mouvement du fluide. Si bien qu'on peut écrire dans 
ces cas l'équation d'adiabaticité sous la forme 


s— const, (2,8) 


ce que nous ferons par la suite. Un tel mouvement est dit isentro- 
pique. 

On peut se servir de l'isentropicité du mouvement pour écrire 
l'équation du mouvement (2,3) sous une forme quelque peu diffé- 
rente. Nous utiliserons pour cela la relation thermodynamique 
bien connue 


du = T ds+V dp, 


w étant l’enthalpie de l'unité de masse du fluide, V — 1/p le volume 
spécifique, et 7 la température. Puisque s= const, nous avons tout 
simplement 


do =V dp==-dp, 


si bien que + Vp = Vw. L'équation (2,3) pourra donc être écrite sous 
la forme 


ov 
Tr + OV)v= —gradw. (2,9) 


Il est utile de noter encore une forme de l'équation d’Euler où 
seule figure la vitesse. Utilisant la formule d'analyse vectorielle: 


À grad vi= v Xrotv+(vV) v, 
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on pourra écrire (2,9) sous la forme 
dv 1 $ 
7 + 3 grad v— v X rot v— — grad w. (2,10) 


Appliquant aux deux membres de cette équation l'opération rot, on 
obtient l'équation 

2 rot v=rot(v x rot v), (2,11) 
ne contenant que la vitesse. 

Il faut associer aux équations du mouvement les conditions aux 
limites devant être vérifiées sur les parois limitant le fluide. Pour 
un fluide parfait cette condition doit simplement traduire le fait 
que le fluide ne peut passer au-delà de la paroi solide. Cela signifie 
que la composante de la vitesse normale à la paroi doit s’annuler 
sur les parois fixes : 

Un = 0 (2,12) 


(dans le cas général d’une surface mobile », doit être égale à la com- 
posante correspondante de la vitesse de la surface). 

A la surface de séparation de deux fluides non miscibles doivent 
être vérifiées la condition d'égalité des pressions et la condition 
d'égalité des composantes normales à la surface de séparation de la 
vitesse des deux fluides (chacune de ces vitesses étant égale à la 
vitesse du déplacement normal de la surface de séparation elle- 
même). 

Il a été déjà dit au début du $ { que l’état d’un fluide en mouve- 
ment est déterminé par cinq grandeurs: par les trois composantes 
de la vitesse v et, par exemple, par la pression p et la densité p. 
En conséquence, le système complet d'équations hydrodynamiques 
doit contenir cinq équations. Pour un fluide parfait telles sont les 
équations d'Euler, l'équation de continuité et celle exprimant l’adia- 
baticité du mouvement. 


Problème 


Ecrire les équations de l'écoulement unidimensionnel d'un fluide parfait en 
variables a, ?, où a cst la coordonnée z des particules du fluide à l'instant 
t = t, (variable dite de Lagrange) !. 

Solution. Dans ces variables, la coordonnée z de chaque particule à 
un instant arbitraire est considérée comme une fonction de £ et de sa coor- 
donnée a à l'instant initial: x — x (a, t). La condition de conservation de la 
masse de l’élément de fluide lors de son mouvement (équation de continuité) 


1 Bien que ces variables soient appelées lagrangiennes, qu'il soit dit qu'en 
réalité les équations du mouvement d’un fluide dans ces coordonnées ont été 
déduites la première fois par L. Euler en même temps que les équations fonda- 
mentales (2,3). 
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s'écrit sous la forme p dr = po da, ou 


(£ 2 
p 7), =P0 


Po (a) étant la distribution de densité initiale donnée. La vitesse de la particule 


fluide est, par définition, — (?) , et la dérivée (Ÿ) détermine la variation 
a a 


au cours du temps de la vitesse de la particule donnée dans son mouvement. 
L’équation d'Euler s'écrit: 


(5 ” 2 (5) 
Te — da +! 


et l'équation d'adiabaticité : 


$ 3. Hydrostatique 


Pour un fluide au repos dans le champ de pesanteur uniforme 
l'équation d’Euler (2,4) s'écrit 


grad p = pg. (3,1) 
Cette équation décrit l'équilibre mécanique du fluide. (En l'absence 
de forces extérieures, l'équation d'équilibre se réduit à Vp = 0, 
c'est-à-dire que p = const: la pression est la même en tous les points 
du fluide.) 

L'équation (3,1) s'intègre aussitôt si la densité du fluide peut 
être considérée comme constante dans tout son volume, c'est-à-dire 
s'il n’y a pas compression notable du fluide sous l'effet du champ 
extérieur. Dirigeant l'axe des z verticalement vers le haut, on a: 


= =0, = —pg. 
D'où 
P= —pgz+const. 


Si le fluide au repos a une surface libre (à la hauteur À) à laquelle 
est appliquée une pression extérieure po la même en tous les points, 
cette surface doit être un plan horizontal z = hk. De la condition 
P = Po pour z = hk on déduit const — po + pgh, de sorte que 


P= Po+ pg (h—z). (3,2) 


Pour de grandes masses de fluide la densité p ne saurait, en géné- 
ral, être considérée comme constante ; ceci concerne notamment les 
gaz (l'atmosphère par exemple). Supposons que le fluide se trouve 
non seulement en équilibre mécanique, mais aussi en équilibre 
thermique. Alors la température est iden‘ique en tous les points 
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du fluide, et l'équation (3,1) peut être intégrée comme suit. Servons- 
nous de la relation thermodynamique connue 


dD= —sdT +Vdp, 


® étant le potentiel thermodynamique rapporté à l'unité de masse 
du fluide. À température constante 


dD=Vdp=+dp. 


Ceci montre que l'expression Ly peut être remplacée dans le cas 


considéré par VO, de sorte que l'équation d'équilibre (3,1) prend 
la forme 


VO = g. 


Pour g constant dirigé suivant l'axe des z (dans le sens négatif), 
on a l'identité g— —V(gz). Ainsi donc, 


V(D+3gz)=0, 


d'où l'on déduit la constance dans tout le volume du fluide de 
la somme 


O + gz= const, (3,3) 


gz étant l'énergie potentielle de l'unité de masse du fluide dans le 
champ de pesanteur. La condition (3,3) est déjà connue en physique 
statistique comme condition d'équilibre thermodynamique d'un 
système placé dans un champ extérieur. 

Notons encore ici la conséquence simple suivante de l'équation 
(3,1). Si le fluide (l'atmosphère par exemple) est en équilibre méca- 
nique dans le champ de la pesanteur, la pression n’y peut être fonc- 
tion que de l'altitude z (car si à l'altitude donnée la pression était 
différente en différents points, un mouvement naîtrait). Il résulte 
alors de (3,1) que la densité 

p— —+ æ (3,4) 
n'est, elle aussi, fonction que de z. Or, comme la pression et la densi- 
té déterminent univoquement la température au point donné du 
corps, il s'ensuit que la température doit être de même fonction 
de z seule. De la sorte, lorsqu'il y a équilibre mécanique dans un 
champ de pesanteur, la distribution de la pression, de la densité 
et de la température ne dépend que de l'altitude. Mais si, par exem- 
ple, la température est différente en différents points du fluide à une 
même altitude, l'équilibre mécanique y est impossible. 

Enfin, déduisons l'équation d'équilibre d'une très grande masse 
fluide dont la cohésion est due à l'attraction gravitationnelle (étoile). 
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Soit p le potentiel de gravitation newtonien du champ créé par le 
fluide. Il satisfait à l'équation aux dérivées partielles 


G étant la constante de gravitation newtonienne. Le champ de 
gravitation étant —gradæ, la force agissant sur la masse p est 
—pgradæ. Aussi l'équation d'équilibre s’écrit-elle : 


grad p = — p grad q. 


Divisant cette égalité par p, appliquant à ses deux membres l'opéra- 
tion div et utilisant (3,5), on obtient finalement l'équation d'équi- 
libre sous la forme 


div (5 grad p) — — 4nGp. (3,6) 


Soulignons qu'il ne s’agit ici que d'équilibre mécanique ; l'existence 
d'un équilibre thermique total dans l'équation (3,6) n'est nullement 
supposée. 

Si le corps n'est pas en rotation, à l'équilibre c'est une boule, et 
la distribution de la densité et de la pression y est à symétrie centra- 
le. L'équation (3,6) écrite en coordonnées sphériques est alors 


4 d fr? dp\ 


$ 4. Condition d’absence de convection 


Un fluide peut être en équilibre mécanique (c’est-à-dire que le 
mouvement macroscopique peut y être absent) sans se trouver pour 
autant en équilibre thermique. L'équation (3,1), qui est la condi- 
tion d'équilibre mécanique, peut aussi être satisfaite lorsque la 
température dans le fluide n'est pas constante. Mais alors se pose la 
question de la stabilité d'un tel équilibre. Il apparaît que l'équilibre 
n'est stable que moyennant une certaine condition. Si cette condi- 
tion n’est pas remplie, l'équilibre est instable et des courants désor- 
donnés prennent naissance dans le fluide qui ont tendance à le 
brasser de façon qu'il s’y établisse une température constante. Ce 
mouvement s'appelle convection. En d'autres termes, la condition 
de stabilité de l'équilibre mécanique est l'absence de convection. 
Cette condition peut être déduite comme suit. 

Considérons un élément de fluide situé à la hauteur z et de volu- 
me spécifique V (p, s), p ets étant les pression et entropie d'équilibre 
du fluide à cette hauteur. Supposons que cet élément fluide subisse 
une petite translation adiabatique de £ vers le haut; son volume 
spécifique devient alors V (p’, s), p’ étant la pression à la hauteur 


2—406 ® 
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z + £. Pour que l'équilibre soit stable, il est nécessaire (mais, en 
général, insuffisant) que la force alors engendrée rappelle l'élément 
à sa position initiale. Cela signifie que l'élément envisagé doit être 
plus lourd que l'élément auquel il s'est substitué. Le volume spé- 
cifique de ce dernier est V (p’', s’), s’ étant l'entropie d'équilibre 
à la hauteur z + &. De sorte qu'on a la condition d'équilibre 


V",s)—V(p, 5 >0. 
Développant cette différence en puissances de s’—s— _. E, on 
obtient : 
ov ds 
(+), >0 (4,1) 


En vertu de formules thermodynamiques, on a: 


rte 
ds P Cp (5 je 

c? étant la chaleur spécifique à pression constante. La quantité c,, 
ainsi que 7, étant toujours positive, on peut recopier (4,1), sous 


la forme 
(D), #70. (4,2) 


La plupart des substances se dilatent lorsqu'on les échauffe, 
c'est-à-dire que (7),>0: alors la condition d'absence de convec- 
tion se réduit à l'inégalité 
+ >0, (4,3) 
c'est-à-dire que l’entropie doit croître avec la hauteur. 
Il est maintenant facile de trouver la condition que doit vérifier 


le gradient de température T.. On a: 


NÉ RC MU 
E=(+ p d dp Jr d&  T d oT Jp d: ï 
Substituant enfin, en vertu de (3,4), = +, il vient: 
aT gT f[ov 
a (7). (4,4) 


Il y aura convection si la température décroît de bas en haut, et si 


son gradient est supérieur en valeur absolue à ou (5) | 
CpV oT p 


ÉQUATION DE BERNOULLI 19 


S'il s'agit de l'équilibre d’une colonne de gaz, supposé parfait, 
ce (7),= 4, et la condition d'équilibre stable est simplement 


L> —#, (4,5) 


Cp 


$ 5. Equation de Bernoulli 


Les équations hydrodynamiques se simplifient notablement dans 
le cas de l'écoulement stationnaire. L'écoulement stationnaire 
(ou permanent) est tel qu’en chaque point de l’espace occupé par 
le fluide la vitesse d'écoulement reste constante au cours du temps. 
une dit, v est fonction des seules coordonnées, de sorte 


que £ = 0. L'équation (2,10) se réduit à présent à l'égalité 
L grad v— v X rot v = —grad w. (5,1) 


Introduisons la notion de lignes de courant, dont les tangentes 
indiquent la direction du vecteur vitesse au point de tangence à 
l'instant donné; elles sont déterminées par le système d'équations 
différentielles 


dx dy dz 
TT (5,2) 
Dans le cas où le mouvement du fluide est stationnaire, les lignes 
de courant restent invariables dans le temps et coïncident avec les 
trajectoires des particules du fluide. Mais si l'écoulement n’est pas 
stationnaire, il va de soi qu’une telle coïncidence n’a pas lieu : les 
tangentes à une ligne de courant donnent les directions des vitesses 
de différentes particules du fluide en des points successifs de l’espace 
à un instant déterminé, alors que les tangentes à la trajectoire 
donnent les directions de la vitesse de particules déterminées à des 
instants successifs. 

Multiplions l'équation (5,1) par le vecteur unité de la tangente 
à la ligne de courant en chacun de ses points; notons ce vecteur I. 
On sait que la projection du gradient sur une certaine direction est 
égale à la dérivée dans cette direction. Partant, la projection cherchée 


pe grad w est + . En ce qui concerne le vecteur v X rot v, étant 


normal à la vitesse v, sa projection sur la direction 1 est nulle. 
De la sorte, on déduit de (5,1): 


2» 


20 FLUIDE PARFAIT 


2 
1] en résulte que la quantité + +w est constante le long d'une 
ligne de courant : 


= + w = const. (5,3) 


La valeur de la constante diffère en général d’une ligne de courant 
à l'autre. (5,3) est l'équation de Bernoulli. 

Si l'écoulement du fluide s'effectue dans le champ de pesanteur, 
il faudra ajouter encore au second membre de l'équation (5,1) l'accé- 
lération de la pesanteur g. Prenons l'axe des z dans la direction de la 
pesanteur, les z étant positifs vers le haut. Alors le cosinus de l'angle 


entre les directions g et 1 est égal à la dérivée — _ , de sorte que 


la projection de g sur 1 est 
dz 
TE: 
Ceci étant, nous aurons à présent 
à uv? 
a (++) =0. 


Ainsi donc, l'équation de Bernoulli stipule que le long d’une ligne 
de courant reste constante la somme : 


E+w+ gz = const. (5,4) 


$ 6. Flux d'énergie 
Envisageons un élément de volume quelconque fixe dans l'espace 


et voyons comment varie au cours du temps l'énergie du fluide occu- 
pant ce volume. L'énergie de l'unité de volume du fluide vaut 


v? 
P--+ pe, 
le premier terme étant l'énergie cinétique, et le second l'énergie 


interne (e est l'énergie interne de l'unité de masse de fluide). La 
variation de cette énergie est donnée par la dérivée partielle 


(+ pe) . 


Pour calculer cette quantité, écrivons : 
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ou, utilisant l'équation de continuité (1,2) et l'équation du mou- 
vement (2,3), 


2 — + div pv— v grad p— pv (VV) v. 


4 à 5e 1 
Dans le dernier terme nous ferons la substitution v (vV) v = 7 VVu° 


et, en vertu de la relation thermodynamique dw = T ds + ap, 
nous remplacerons le gradient de pression par pVw — pTVs,; il 
vient: 

NT RE Hu — + div pv —pvv (w++ +) +eTws. 


Pour transformer la dérivée J pe nous nous servirons de la rela- 
tion thermodynamique 


de =T ds— pdV =T ds ++ de. 


Notant que la somme 8+12—e+ pV n'est pas autre chose que 
l’enthalpie w de l'unité de masse, on trouve: 

d(pe)=e dp+pde=wdp+pT ds, 
et donc 


9 (pe) Le 
ED 2 5 L + oT À 7 — w div pv — pTvVs. 


Nous avons également utilisé ici l'équation générale d’adiabaticité 
(2,6). 

Groupant les expressions déduites, on trouve pour la variation 
d'énergie cherchée 


+ (+ pe) = — (w++) divpv—p (vV) (w++) : 


soit finalement 


(+ pe) = — div {ov (+ w) } : (6,1) 


Pour dégager le sens de l'égalité obtenue, nous l’intégrerons dans 
un certain volume: | 


+] (9-+ pe) dv= — | aiv {ov(-7+ w)} dv, 
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ou, transformant l'intégrale de droite en intégrale de surface: 


T (+ pe) dv — —$ov (5 +v) di. (6,2) 


On a à gauche la variation dans l’unité de temps de l'énergie du 
fluide dans un certain volume donné de l'espace. L'intégrale de 
surface du second membre représente donc la quantité d'énergie 
« sortant » dans l'unité de temps du volume considéré. Si bien que 
l'expression 


pv(+-+w) (6,3) 


peut être appelée vecteur « densité du flux d'énergie ». Sa valeur 
absolue est la quantité d'énergie traversant dans l'unité de temps 
l'unité d’aire placée perpendiculairement à la vitesse. 

L'importante notion de « flux d'énergie » et l'expression de la 
loi de sa conservation sous forme d’« équation de continuité » pour 
l'énergie ont été introduites la première fois en 1874 par N. Oumov. 
Il a, notamment, appliqué ces notions à la mécanique des milieux 
continus et déduit l'expression du flux d'énergie dans un fluide. 

L'expression (6,3) montre que chaque unité de masse de fluide 


véhicule en quelque sorte dans son mouvement l'énergie w + = . 
Le fait qu’on ait ici l'enthalpie w, et non simplement l'énergie 
interne €, a un sens physique simple. Substituant w—=e+Æ?, 
écrivons le flux total d'énergie traversant la surface fermée sous la 


forme 
= & pv (5-+e) df —$ pv di. 


Le premier terme est l'énergie (cinétique et interne) directement 
transportée (dans l'unité de temps) par la masse de fluide traversant 
la surface. Le second terme représente le travail effectué par les 
forces de pression sur le fluide emprisonné par cette surface. 


$ 7. Flux d’impulsion 
Faisons à présent une déduction analogue pour l'impulsion du 
fluide. L'impulsion de l'unité de volume de fluide est pv. Trouvons 
sa vitesse de variation: 


(] 
TH pv. 


FLUX D'IMPULSION 23 


Nous allons opérer en notations tensorielles!. On a: 
ô ___. dvi dp 
TE PSP ET EE Pie 
Servons-nous de l'équation de continuité (1,2) (écrivant div pv sous 


la forme Lu pv ) 
TR k 


ot hop TT p 0 
Il vient alors: 
pui = — PÜr FEU 2e) — 5 — 7e Pb. 
Ecrivant le premier terme du dernier membre sous la forme * 
ôp ôp 
or On 
on trouve en définitive: 
pu, (7,1) 
où le tenseur Il; a pour définition: 
Tin = Pôtx ee PUiUR (7,2) 


Ce tenseur est évidemment symétrique. 


1 Les indices latins &, k, ... parcourent partout les valeurs 1, 2, 3 cor- 
respondant aux composantes de vecteurs et tenseurs sur les axes z, y, z. Nous 
écrirons à l'avenir les sommes telles que AB =: A,B; + A2B2 + A3B3 = 

3 


= >» A;B; simplement sous la forme 4;B; en oincttant le signe de sommation. 
= 

Nous agirons de même pour toutes les multiplications de vecteurs ou tenseurs: 
il y aura toujours sommation de 1 à 3 sur tous les indices latins répélés (dans une 
expression donnée). On appelle parfois « muets » de tels indices de sommation. 
Lorsqu'on manipulera des indices muets, on aura en vue que chaque couple 
de tels indices pourra être spécifié par n'importe quelle lettre (la même pour les 
deux indices), la valeur de la somme n'étant pas affectée par la notation des 
indices parcourant toutes les valeurs possibles. 

2 6, désigne le tenseur unité, c'est-à-dire le tenseur de composantes égales 
à 1 lorsque i — k et à U lorsque i -£ k. On a évidemment 6,,4,, = 4;, À; étant 
un vecteur. De même, si A4: est un tenseur de rang 2, on a les relations: 
Burt = Ait OinAin — Aire etc. 


4 FLUIDE PARFAIT 


Pour dégager le sens de Ils, intégrons l'équation (7,1) dans un 
certain volume : 


q] … QU 

_ | pur dV = — | nd. 
Transformons, en vertu de la formule d'Ostrogradsky, l'intégrale 
du second membre en intégrale de surface 1 : 


_ f ovs dV — —$ Ti dfn. (7,3) 


On a à gauche la variation dans l'unité de temps de la i-ème 
composante de l'impulsion dans le volume considéré. C'est pourquoi 
l'intégrale de surface du second membre représente la quantité de 
cette impulsion « sortant » par la surface délimitant ce volume dans 
l'unité de temps. Par conséquent, Il;, df, est la i-ème composante 
de l'impulsion traversant l'élément df de surface. Si l’on écrit df, 
sous la forme n4 df (df étant la valeur absolue de l'élément d'’aire, 
n le vecteur unité de la normale extérieure), on trouve que Il;;n, 
est le flux de la i-ème composante de l'impulsion par unité d'’aire. 
Notons qu'en vertu de (7,2) Il,yr, = pn; + puivin, ; cette expression 
peut s'écrire sous forme vectorielle : 


pn+ pv (va). (7,4) 


Ainsi donc, [l;, est la i-ème composante de la quantité d'impul- 
sion passant en l'unité de temps à travers l’unité d’aire perpendicu- 
laire à l’axe x,. On appelle Il;; tenseur de densité du 
flux d'impulsion. Le flux d'énergie, l’énergie étant un 
scalaire, est un vecteur; mais le flux d’impulsion, cette dernière 
étant elle-même un vecteur, est déterminé par un tenseur de rang 2. 

Le vecteur (7,4) détermine le flux du vecteur impulsion dans la 
direction n, c'est-à-dire à travers une surface perpendiculaire à n. 
Si l'on choisit la direction du vecteur unité n suivant la vitesse du 
fluide, on trouve que dans cette direction seule est transportée la 
composante longitudinale de l'impulsion, la densité de son flux 
étant 


p + pu. 


4 La règle de transformation d'une intégrale sur une surface fermée en 
intégrale dans le volume délimité par cette surface peut être formulée ainsi: 


elle se réalise en remplaçant l'élément de surface df; par l'opérateur dV _ qui 
doit être appliqué à toute l'expression sous le signe somme: 


ô 
did. 
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Dans la direction perpendiculaire à la vitesse seule est transportée 
la composante transversale (par rapport à v) de l'impulsion, la densi- 
té de son flux étant simplement égale à p. 


$ 8. Conservation de la circulation de la vitesse 


r=$ val, 


prise sur un contour fermé est appelée circulation de la 
vitesse le long de ce contour. 

Considérons un contour fermé décrit dans un fluide à un certain 
instant. Nous supposerons ce contour lui-même constitué par des 
particules du fluide. Ces particules se déplaçant au cours du temps, 
il en est de même du contour tout entier. Voyons ce que devient alors 
la circulation de la vitesse le long du contour. En d’autres termes, 
calculons la dérivée par rapport au temps 

d 


Fri v dl. 


L'intégrale 


Nous avons écrit ici la dérivée totale par rapport au temps parce 
que nous cherchons la variation de la circulation le long du « contour 
fluide » entraîné, et non le long d’un contour fixe dans l'espace. 

Pour éviter toute ambiguïté, nous désignerons provisoirement 
la dérivation par rapport aux coordonnées par 6, réservant d à la 
dérivation par rapport au temps. En outre, notons qu'on peut écrire 
l'élément dl de longueur du contour comme la différence ôr des rayons 
vecteurs r des deux extrémités de cet élément. Ecrivons donc la 
circulation de la vitesse sous la forme 


$ vôr. 


Dérivant cette intégrale par rapport au temps, on aura en vue que 
varie non seulement la vitesse, mais aussi le contour lui-même 
(c'est-à-dire sa forme). Aussi, introduisant le signe de dérivation 
par rapport au temps sous le signe d'intégration, faudra-t-il dériver 
non seulement v, mais aussi Ôôr: 


D vôr= D or+ 6 v 


La vitesse v n'étant rien d'autre que la dérivée par rapport 
au temps du rayon vecteur r, on a: 


dôr ee, dr VE va 


Va a “2e. 
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Or, l'intégrale sur un contour fermé d'une différentielle totale étant 
nulle, la deuxième des intégrales écrites s'évanouit et il reste 


d dv 
PTE $ v Ôr — PTE ôr. 
Il ne reste plus maintenant qu'à remplacer l'accélération _ par 


son expression (2,9) : 


us = — grad w. 


Appliquant la formule de Stokes, il vient alors (étant donné que 
rot grad w=0): 
dv 


dv 
Tôr= [rot 8 —0. 


De sorte que, revenant aux anciennes notations, on trouve en 
définitive t: 
d 


BTE vdl=0, 


ou 


$ vai=const. (8,1) 


Nous sommes ainsi arrivés à ce résultat que (dans un fluide par- 
fait) la circulation de la vitesse le long d'un contour « fluide » fermé 
reste invariable dans le temps (théorème de Thomson 
ou loi de conservation de la circulation 
de la vitesse). 

Soulignons que ce résultat a été obtenu en utilisant l'équation 
d'Euler sous la forme (2,9) et qu'il est donc lié à l'hypothèse d'isen- 
tropicité du mouvement du fluide. Pour un mouvement non isentro- 
pique ce théorème n'est pas vrai *. 


$ 9. Mouvement potentiel 


Une conséquence importante peut être déduite de la loi de con- 
servation de la circulation. Nous supposerons d’abord le mouvement 
du fluide stationnaire et considérerons une ligne de courant dont 
on sait que rot v = 0 en un de ses points. Décrivons un petit con- 

1 Ce résultat subsiste dans un champ de pesanteur uniforme, puisque 
rot g=0. 

? Au point de vue purement mathématique, il faut qu'entre p et p existe 
un lien univoque (pour un mouvement isentropique il est défini par l'équation 

v de : , 
s(p. p) = const); alors, — Æ peut s’écrire sous la forme du gradient d'une 


certaine fonction, condition exigée pour la déduction du théorème de Thomson. 
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tour fermé arbitraire embrassant la ligne de courant autour de ce 
point. En vertu du théorème de Stokes, la circulation de la vitesse 
le long de n'importe quel contour infiniment petit vaut rot v di, 
df étant l'élément d’aire embrassé par ce contour, et rot v la valeur 
du rotationnel de la vitesse aux points de cet élément. Or, le contour 
envisagé étant situé au voisinage d'un point en lequel rot v = 0, 
la circulation de la vitesse est nulle. Avec le temps ce contour est 
entraîné par le fluide tout en restant infinitésimal et embrassant 
la même ligne de courant. Comme la circulation de la vitesse doit 
rester invariable, c'est-à-dire nulle, il est clair qu'on doit aussi 
avoir rot v = 0 en tous les points de la ligne de courant. 

Ainsi donc, nous sommes conduits à ce résultat que si le rotation- 
nel de la vitesse est nul en un point d'une ligne de courant, il est 
aussi nul en tous les autres points de cette ligne. Si le mouvement 
du fluide n’est pas stationnaire, ce résultat subsiste, à cela près 
qu'on ne parlera plus de ligne de courant mais de trajectoire décrite 
au cours du temps par une particule fluide déterminée (rappelons que 
dans le cas d’un mouvement non stationnaire ces trajectoires ne 
coïncident pas, en général, avec les lignes de courant) !. 

Au premier abord, on serait tenté de faire la déduction suivante. 
Considérons l'écoulement stationnaire d’un fluide autour d’un corps. 
A l'infini le flux incident est uniforme; sa vitesse v — const, de 
sorte que rot v = 0 sur toutes les lignes de courant. On pourrait 
conclure que rot v est nul tout le long de toutes les lignes de courant, 
c'est-à-dire dans tout l’espace. 

Le mouvement d’un fluide au cours duquel rot v = O0 dans tout 
l'espace est dit potentiel (ou irrotationnel), contrairement 
au mouvement rotationnel au cours duquel le rotationnel de la vites- 
se est non nul. Nous serions ainsi conduits à ce résultat que l’écoule- 
ment stationnaire autour d’un corps quelconque d'un flux uniforme 
à l'infini doit être potentiel. 

De même, on pourrait faire à partir de la loi de conservation de 
la circulation de la vitesse la déduction suivante. Supposons qu'à 
un certain instant le mouvement du fluide soit potentiel (dans tout 
le volume). Alors, la circulation de la vitesse suivant n'importe 
quel contour fermé dans le fluide est nulle ?. En vertu du théorème 


1 Pour éviter tout malentendu, disons sur le champ que ce résultat cst dénué 
de sens dans le cas d’un mouvement turbulent (chap. 111). 

En outre, disons encore qu'un rotationnel de vitesse non nul peut apparaître 
sur une ligne de courant après qu’elle a été coupée par une onde de choc. Nous 
verrons que ceci est dû à la violation de l’iscntropicité de l'écoulement, condi- 
tion essentielle pour toute la déduction de la loi de la circulation de la vitesse 
($ 106). 

2 Pour la simplicité, nous supposons ici que le fluide remplit un domaine 
simplement connexe de l'espace. Pour un domaine multiplement connexe on 
obtiendrait en définitive le même résultat, mais des réserves seraient à faire 
dans les raisonnements en ce qui concerne le choix des contours. 
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s 


de Thomson, on pourrait conclure qu'il doit en être ainsi à tous les 
instants ultérieurs, c’est-à-dire qu'on obtiendrait ce résultat que 
si le mouvement du fluide est potentiel à un certain instant, il doit 
rester tel par la suite (notamment, devrait être potentiel tout mouve- 
ment pour lequel le fluide était au repos à l'instant initial). De là 
aussi le que l'équation (2,11) est identiquement vérifiée lorsque 
rot v = 0. 

Mais en réalité toutes ces déductions sont d'une application très 
limitée. Le fait est que la démonstration donnée ci-dessus de la 
conservation de l'égalité rot v = 0 sur une ligne de courant est, 

à strictement parler, inapplicable pour 


une ligne qui longe la surface du corps 

TT solide déjà à cause du simple fait que, 
GS vu l'existence de la paroi, on ne saurait 
: mener dans le fluide un contour fermé 

7 autour d’une telle ligne de courant. Par 


XL voie de conséquence, les équations du 
= mouvement d’un fluide parfait admet- 
tent des solutions dans lesquelles à la 
surface du corps solide «les filets dé- 
collent »: les lignes de courant glissant 
sur la surface s’en décollent en un certain 
point ets’enfoncent dans le fluide. On obtient une figure d'écoulement 
caractérisée par l'existence d’une « surface de discontinuité tangen- 
tielle » partant du corps, sur laquelle la vitesse du fluide (tout en 
restant dirigée en chaque point suivant la tangente à la surface) subit 
une discontinuité. En d’autres termes, suivant cette surface une cou- 
che de fluide « glisse » en quelque sorte sur l’autre (on a représenté 
sur la fig. 14 un écoulement avec surface de discontinuité séparant 
le fluide en mouvement de la région de « stagnation » formée derrière 
le corps et occupée par le fluide au repos). Au point de vue purement 
mathématique, le saut de la composante tangentielle de la vitesse 
représente, comme on le sait, le rotationnel surfacique de la vitesse. 
Lorsqu'on tient compte des écoulements discontinus de ce genre, 
la solution des équations d’un fluide parfait n’est pas unique. Outre 
une solution continue, ces équations admettent une infinité de 
solutions avec des surfaces de discontinuités tangentielles issues de 
toute ligne donnée à l’avance sur la surface du corps. Mais il con- 
vient de souligner que toutes ces solutions discontinues sont dénuées 
de sens physique, car les discontinuités tangentielles sont absolument 
instables et le mouvement du fluide devient en réalité turbulent 
(cf. chap. III). 
La solution du problème physique réel de l'écoulement d'un 
fluide autour d’un corps donné est, bien entendu, univoque. Le fait 
est qu'il n'existe pas en réalité de fluides absolument parfaits: 


Fig. 1 
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tout fluide est doué de viscosité, si petite soit-elle. Cette viscosité 
peut pratiquement ne pas se manifester du tout lors du mouvement 
du fluide dans la quasi-totalité de l’espace, mais si petite soit-elle, 
elle joue un rôle important dans une couche mince de fluide au 
voisinage d’une paroi. À savoir, les propriétés du mouvement dans 
cette couche limite déterminent en réalité le choix d’une solution 
dans l'ensemble infini de solutions des équations du mouvement 
d'un fluide parfait, et dans le cas général de l'écoulement autour 
de corps de forme arbitraire ce sont précisément les solutions avec 
décollement des filets qui sont choisies (ce qui entraîne en fait l'appa- 
rition d’une turbulence). 

Mais en dépit de l'exposé qui précède, l'étude des solutions des 
équations du mouvement qui correspondent à un écoulement continu 
stationnaire et potentiel autour des corps a, dans certains cas, sa 
raison d'être. Bien que dans le cas général de l'écoulement autour 
de corps de forme quelconque la vraie figure d’écoulement n'ait 
pratiquement rien de commun avec la figure d'écoulement potentiel, 
dans le cas de corps de forme particulière (« aérodynamique », cf. 
$ 46) le mouvement du fluide peut très bien ne différer que fort peu 
du mouvement potentiel (plus exactement, il n'est pas potentiel 
seulement dans une couche très fine de fluide au voisinage de la 
surface du corps et dans la région relativement étroite du « sillage » 
derrière le corps). 

Un autre cas important de réalisation d’un écoulement potentiel 
est celui des petites vibrations d’un corps plongé dans un fluide. 
On montre facilement que si l'amplitude a des oscillations est petite 
en comparaison des dimensions linéiques / du corps (a < Î), le mouve- 
ment du fluide autour du corps est alors toujours potentiel. A cet 
effet, évaluons l'ordre de grandeur des divers termes dans l'équation 
d'Euler 


av 
HW) v= — Vu. 


La vitesse v subit une variation notable (de l’ordre de la vitesse 
u du corps vibrant) sur des distances de l’ordre des dimensions ? du 
corps. De sorte que les dérivées de v par rapport aux coordonnées 
sont de l’ordre de u/l. L'ordre de grandeur de la vitesse v elle-même 
est déterminée (à des distances pas très grandes du corps) par la 


vitesse u. De sorte qu'on a (vV) v — u?/l. La dérivée D est de 


ôt 
l'ordre de grandeur de œu, w étant la fréquence des vibrations. Com- 
ôv 2 55 A : 
me © — u/a,on a + — . De la condition a < L résulte mainte- 


nant que le terme (vV)v est petit devant Li et qu'il peut être omis, 
de sorte que l'équation du mouvement du fluide prend la forme 
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S = — Vw. Appliquant aux deux membres de cette équation 
l'opération rot, on obtient: 

Q 

zrotv=0, 


d'où rot v = const. Or, dans un mouvement vibratoire la valeur 
moyenne (dans le temps) de la vitesse est nulle; si bien que rot v — 
= const entraîne rot v = 0. De la sorte, le mouvement d’un fluide 
accomplissant de petites vibrations est (en première approximation) 
potentiel. 

Etablissons à présent quelques propriétés générales du mouve- 
ment potentiel d’un fluide. En premier lieu, rappelons que la déduc- 
tion de la loi de conservation de la circulation, et avec elle de toutes 
les conséquences ultérieures, était fondée sur l'hypothèse de l'isen- 
tropicité de l'écoulement. Si le mouvement n’est pas isentropique, 
cette loi ne joue pas; ceci étant, même si à un certain instant le 
mouvement était potentiel, aux instants suivants le rotationnel 
de la vitesse prend, en général, une valeur non nulle. Ainsi, seul 
un mouvement isentropique peut en fait être potentiel. 

En vertu du théorème de Stokes, 


$va= [rotvar, 


l'intégrale de droite étant étendue à la surface embrassée par le 
contour considéré. Ceci prouve que dans le cas du mouvement poten- 
tiel d’un fluide la circulation de la vitesse le long d’un contour 
fermé quelconque est nulle: ; 


$va=0. (0.1) 


Il en résulte notamment que dans le cas d'un écoulement potentiel 
l'existence de lignes de courant fermées est impossible !. En effet, 
la direction d'une ligne de courant étant en chaque point confondue 
avec celle de la vitesse, la circulation de la vitesse le long d’une telle 
ligne serait certainement non nulle. 

Si le mouvement est rotationnel, la circulation de la vitesse 
est, en général, non nulle, et des lignes de courant fermées peuvent 
exister. Mais, au demeurant, soulignons que l'existence de lignes 
de courant fermées n'est nullement une propriété nécessaire du 
mouvement rotationnel. 


1 Ce resultat, ainsi que (9,1), n'est pas obligatoire lorsqu'un fluide se 
meut dans un domaine mültiplement connexe de l'espace. Pour un écoulement 
otentiel dans un tel domaine, la circulation de la vitesse peut être non nulle 
orsque le contour fermé le long duquel elle est calculée ne peut être réduit à un 
point sans couper les frontières du domaine. 
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Ainsi que n'importe quel champ vectoriel à rotationnel nul, la 
vitesse d’un fluide en écoulement potentiel peut s’écrire sous la forme 
du gradient d'un certain scalaire, dit potentiel des vitesses, que nous 
désignerons par : 

v = grad 9. (9,2) 


Ecrivant l'équation d'Euler sous la forme (2,10) 
DEL VEvxrotv= — Vw 
et y substituant v— Vo, il veine 
grad (+5 +w) =0 


d'où l'on déduit : 

Q 2 ; 

+ +uw=f(t), (9,3) 
f({) étant une fonction arbitraire du temps. Nous avons là une 
intégrale première des équations du mouvement potentiel. La fonc- 
tion f ({) dans (9,3) peut, sans nuire à la généralité, être posée égale 
à zéro. En effet, la vitesse étant déterminée par les dérivées de q par 
rapport aux coordonnées, on peut ajouter à @ une fonction quelconque 


du temps; remplaçant par @ + | f (t) dt, on obtient zéro au second 


membre de l'égalité (9,3). 
Nous avons en mouvement stationnaire (prenant le potentiel 


? indépendant du temps) — TP = = 0, f () = const, et (9,3) se réduit 
à l'équation de Bernoulli 


+ -+w = const. (9,4) 


Il est opportun de souligner la différence essentielle suivante entre 
les équations de Bernoulli dans le cas de mouvements avec et sans 
potentiel. Dans le cas général d'un mouvement arbitraire la cons- 
tante au second membre de cette équation garde sa valeur le long 
de chaque ligne de courant donnée, mais elle varie en général d’une 
ligne de courant à une autre. Dans le cas d’un mouvement potentiel, 
par contre, la constante dans l'équation de Bernoulli conserve sa 
valeur dans tout le volume du fluide. D'où le rôle majeur de l’équa- 
tion de Bernoulli dans l'étude d'un mouvement à potentiel. 


$ 10. Fluide incompressible 


Dans de nombreux cas d'écoulement la densité du fluide peut 
être considérée comme invariable, c’est-à-dire constante dans tout 
le volume du fluide et pendant tout le temps du mouvement. En 
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d'autres termes, il n’y a pas alors compressions ou dilatations nota- 
bles du fluide. On dit d’un tel mouvement que c’est celui d’un flui- 
de incompressible. 

Appliquées à un fluide incompressible, les équations générales 
de la mécanique des fluides se simplifient considérablement. 11 est 
vrai que l'équation d'Euler ne change pas de forme quand on y pose 
9 = const, si ce n’est que dans l'équation (2,4) p peut être introduit 
sous le signe gradient: 


F+OVv= vhs. (10,1) 

En revanche, l'équation de continuité prend pour p—const une 
forme simple : 

divv—0. (10,2) 

La densité n'étant plus à présent, comme dans le cas général, une 

fonction inconnue, on peut prendre pour système fondamental d’équa- 

tions hydrodynamiques du fluide incompressible des équations ne 


contenant que la vitesse. Telles sont l'équation de continuité (10,2) 
et l'équation (2,11): 


_ rotv=—rot(v x rot v). (10,3) 


L'équation de Bernoulli peut être aussi écrite pour un fluide 
incompressible sous une forme plus simple. L'équation (10,1) se 
distingue de l'équation générale d'Euler (2,9) du fait qu’au lieu de 


Fw figure V 2. Aussi peut-on écrire d'emblée l'équation de Bernoulli 
en remplaçant simplement dans (5,4) l'enthalpie par le rapport p/o: 
_. + L + gz = const. (10,4) 

Dans le cas d’un fluide incompressible, on peut aussi écrire p/p au 
lieu de w dans l'expression (6,3) du flux d'énergie qui devient 
pv (£+5) , (10,5) 

En effet, en vertu d'une relation thermodynamique connue, on 
a pour la variation de l'énergie interne l'expression de = T ds — 
— p dV; lorsque s = const et V = — — const, on a de = 0, soit 
e — const. Mais comme les termes constants dans l'énergie ne sont 
pas importants, on peut omettre e également dans w = e + ee 


Les équations de l'écoulement potentiel se simplifient notable- 
ment pour un fluide incompressible. L'équation (10,3) est identi- 
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quement vérifiée pour rot v = 0. Quant à (10,2), par substitution 
v = grad elle devient 


Ap=0, (10,6) 


qui est l'équation de Laplace pour le potentiel p ?. On doit associer 
à cette équation les équations aux limites sur les surfaces de con- 
tact du fluide avec les corps solides. A savoir, sur les parois rigides 
fixes la composante normale à la surface v, de la vitesse du fluide 
doit tre nulle, et dans le cas général de corps solides en mouvement, 
v, doit être égale à la projection de la vitesse du corps en mouvement 
sur la direction de la même normale (cette vitesse est une fonction 
donnée du temps). Par ailleurs, la vitesse v, est égale à la dérivée 


du potentiel @ dans la direction de la normale: v, = %. De la 
sorte, les conditions aux limites stipulent dans le cas général que 


SE est sur les frontières une fonction donnée du temps et des coor- 
données. 

Lorsque le mouvement est potentiel, la vitesse est liée à la pres- 
sion par l'équation (9,3). Si le fluide est incompressible, on peut écrire 
dans cette équation p/p au lieu de w: 


+ += E. (40,7) 


Notons en l'occurrence une propriété importante du mouvement 
potentiel d'un fluide incompressible. Soit un corps solide en mouve- 
ment dans un fluide. Si l'écoulement du fluide alors engendré est 
potentiel, il ne dépend à chaque instant que de la vitesse du corps 
à cet instant, et non, par exemple, de son accélération. En effet, 
l'équation (10,6) elle-même ne contient pas le temps explicitement ; 
le temps no figure dans la solution que par les conditions aux limites 
qui ne contiennent que la vitesse du corps en mouvement dans le 
fluide. 

P 


L'équation de Bernoulli es + — = const montre que dans le 


cas du mouvement stationnaire d’un fluide incompressible (en l’absen- 
ce de champ de pesanteur) la pression est maximum aux points de 
vitesse nulle. On trouve d'ordinaire un tel point, dit critique, 
sur la surface du corps (le point © sur la fig. 2). Si w est la vitesse 
du fluide incident (c’est-à-dire la vitesse du fluide à l'infini) ct Po 
la pression à l'infini, la pression au point critique vaut: 

pu? 


Pmax = Po+ 5: (10,8) 


1 Le potentiel des vitesses a été introduit la première fois par Æuler. 11 
a aussi déduit pour le potentiel une équation de la forme (10,6), appelée par la 
suite équation de Laplace. 
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Si la distribution des vitesses dans le fluide en mouvement ne 
dépend que de deux coordonnées, soit de x et y, la vitesse étant par- 
tout parallèle au plan xy, on dit que l'écoulement est à deux 
dimensions ou plan. Pour résoudre des problèmes d’écou- 
lement plan de fluides incompressibles, il est parfois commode 
d'exprimer la vitesse au moyen de ce qu'on 
appelle fonction de courant. Il résulte de 

F : Sie : dv 
l'équation de continuité div v = + 
[LH 

dr : 

+R — 0 que les composantes de la vites- 
y 
se peuvent s’écrire sous forme de dérivées 


me, 2% (409) 


d'une fonction (x, y) dite fonction 
Fig. 2 de courant. Alors l'équation de con- 
tinuité est automatiquement vérifiée. Quant 
à l'équation que doit vérifier la fonction de courant, elle s'obtient 
en substituant (10,9) dans (10,3). On a: 
2 2 2AD , 2 AP _ 
VE Por de — 0. (10,10) 
Connaissant la fonction de courant, on peut directement déter- 
miner la forme des lignes de courant pour le mouvement stationnaire 
d’un fluide. En effet, l'équation différentielle des lignes de courant 
(en mouvement plan) est 


Ve Ly 
ou v, dr — v, dy = 0; elle exprime le fait que la direction de la 
tangente à la ligne de courant coïncide en chaque point avec celle 
de la vitesse. Substituant ici (10,9), il vient: 


d'où 1 = const. De sorte que he lignes de courant forment une 
famille de courbes qui s’obtiennent en égalant la fonction 1 (x, y) 
à une constante arbitraire. 

Si l’on réunit deux points Z et 2 du plan x, y par une courbe, 
le flux Q du fluide à travers cette courbe est déterminé par la diffé- 
rence des valeurs de la fonction de courant en ces points, quelle que 
soit la forme de la courbe. En effet, si v, est la projection de la vites- 
se sur la normale à la courbe en un de ses points, on a: 

2 


Q=Pp f Un dl=p f (— vy dx + vx dy) = p ( dy, 
1 1 1 
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ou 
Q=p (2 — 1). (10,11) 

La théorie des fonctions d'une variable complexe donne de 
puissantes méthodes de résolution des problèmes d'écoulement 
potentiel plan d'un fluide incompressible autour de différents profils. 
Ces méthodes ont été introduites en mécanique des fluides par 
Helmholtz ct Kirchhojf, puis portées à un haut degré de perfection 
par N. Joukowski et S. Tchaplyguine 1. 

La mise en œuvre de la théorie des fonctions d'une variable 
complexe s'explique par le fait suivant. Potentiel et fonction de 
courant sont liés aux composantes de la vitesse par les relations: 
RC 

ôx ôy ? V7 dy ôz * 
Mais ces relations entre les dérivées des fonctions q et Ÿ ne sont 
rien d’autre, au point de vue mathématique, que les conditions bien 
connues de Cauchy-Riemann exprimant le fait que l'expression 
complexe 


w = p+ ip (10,12) 
est une fonction analytique de la variable z—x+iy. C'est dire que 
la fonction w(z) aura en chaque point une dérivée déterminée 


LE ANR ER es (10,13) 


La fonction w est appelée potentiel complexe, et À vitesse 


complexe. Le module et l'argument de celle-ci déterminent la 
valeur absolue de la vitesse v et l’angle 6 qu’elle forme avec l’axe 
des z: 

dw 16 


TH ve (10,14) 

Sur la surface solide d'un contour la vitesse doit être dirigée 
suivant la tangente. En d’autres termes, le contour doit coïncider 
avec une ligne de courant, c'est-à-dire qu'on doit avoir Ÿ = const 
sur le contour; cette constante peut être choisie nulle, de sorte que 
le problème de l'écoulement autour d’un contour donné revient 
à chercher une fonction analytique w (z) prenant sur ce contour des 
valeurs réelles. Plus complexe est la position du problème dans le 
cas où le fluide a une surface libre (tel est l’exemple du prob. 9 à la 
fin de ce paragraphe). 

1 On pourra trouver un exposé détaillé de ces méthodes et leurs nombreuses 
applications dans les livres: N. Kotchine, I. Kibel, N. Rozé, 
Hydromécanique théorique, première partie, sixième édition, Moscou, 1963 
(en russe); L. Sédov, Problèmes plans d’hydrodynamique et d'aérodyna- 
mique, Moscou, 1966 (en russe). 
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On sait que l'intégrale d’une fonction analytique sur une courbe 
fermée C est égale au produit par 2ni de la somme des résidus de 
cette fonction relatifs aux pôles contenus dans le domaine délimité 


par C; ainsi, 
& w’ dz = 2ni Ÿ An, 
R 


les Az étant les résidus de la vitesse complexe. Par ailleurs, 
& u* dz — $ (Ex — iv) (dx + i dy) = 
= $ (0x de + v, dy) + i $ (Lx dy — vy dx). 


La partie réelle de cette expression n’est rien d'autre que la circu- 
lation T de la vitesse le long du contour C. Quant à la partie ima- 
ginaire (multipliée par p), c’est le flux de fluide à travers ce contour; 
en l'absence de sources de fluide à l'intérieur du contour ce flux 
est nul, et on a simplement 
T — 2ai > Au (10,15) 

(tous les résidus À, sont alors imaginaires purs). 

Enfin, arrêtons-nous aux conditions dont l'observation permet 
de considérer un fluide comme incompressible. Lorsque la pression 
varie adiabatiquement de Ap, la densité du fluide varie de 


Or, en vertu de l'équation de Bernoulli, les oscillations de la pres- 
sion dans un fluide èn mouvement stationnaire ont pour ordre de 
grandeur Ap = pr. De sorte que 


à! 


On verra au $63 que la dérivée (£), représente le carré de la 
vitesse du son c dans le fluide, si bien que 


AP p+. 


Le fluide peut être considéré comme incompressible lorsque = & 1. 


Nous voyons que la condition nécessaire pour cela est que la vitesse 
du fluide soit petite en comparaison de celle du son: 


v& c. (10,16) 
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Maïs cette condition n'est suffisante qu'en mouvement sta- 
tionnaire. Si le mouvement n'est pas stationnaire, une autre con- 
dition doit ètre observée. Soient + et ! des quantités de l’ordre des 
durées et des distances pour lesquelles la vitesse du fluide varie 


notablement. Comparant les termes a et T dans l'équation d’Euler, 


on obtient, quant à l'ordre de grandeur, _ + 7 ou Ap — L pv, 


et la variation correspondante de p est Ap — es . Comparant mainte- 
nant les termes + et p div v dans l'équation de continuité, on trou- 
ve qu'on peut négliger la dérivée <. (c'est-à-dire qu'on peut considé- 


rer que p — const) si #2 < p + ou 


r> +. (40,17) 


L'observation des deux conditions (10,16) et (10,17) suffit pour 
qu'on puisse considérer le fluide comme incompressible. La condi- 


tion (10,17) admet pour interprétation que le temps _ au cours 


duquel un signal sonore parcourt la distance / est petit en comparai- 
son du temps t au cours duquel le mouvement du fluide varie sensi- 
blement, si bien qu'elle permet de considérer comme instantané le 
processus de propagation des interactions dans le fluide. 


Problèmes 


1. Trouver la forme de la surface d'un fluide incompressible dans le champ 
de la pesanteur dans un cylindre tournant autour de son axe à vitesse angulaire 
constante Q. 


Solution. Nous prendrons l’axe des : suivant l'axe du cylindre. Alors, 


ve = —Qy, v, = Qz, v, = 0. L'équation de continuité est automatiquement 
vérifiée, et l'équation d'Euler (10,1) donne: 
4 ôp 1 ôp 1 dp 
2 — — LP Sr CP es 
sd ep ox y ep dy ” pd VE Ÿ 

L'intégrale générale de ces équations est 

P Lo (ety0  p5 + 

“29 (224 y?) — gz + const. 
Sur la surface libre p= const, de sorte que cette surface est un paraboloïde : 


Q2 2 
7e (+ y?) 
(l'origine des coordonnées a été prise au sommet). 


2. Une boule (de rayon À) se meut dans un fluide parfait incompressible. 
Déterminer l'écoulement potentiel du fluide autour de la boule. 
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Solution. A l'infini la vitesse du fluide doit s’annuler. On sait que 
les solutions de l'équation de Laplace Ag = 0 s’annulant à l'infini sont {/r 
et les dérivées de divers ordres de 1/r par rapport aux coordonnées (l'origine est 
choisie au centre de la boule). En vertu de la symétrie absolue de la boule, 
la solution ne peut contenir qu'un vecteur constant : la vitesse u, et l'équation de 
Laplace ainsi que sa condition aux limites étant linéaires, le vecteur u doit 
être contenu dans @ sous forme linéaire. Le seul scalaire qu’on puisse former 


avec u et les dérivées de 1/rest le produit u vi . Ceci étant, nous cherchcrons 
sous la forme 


1 An 
Vr  , 


(n est le vecteur unité dans la direction du rayon vecteur). La constante À se 
détermine à partir de la condition d'égalité des composantes normales à la 
sphère des vitesses v et u (vn = un) pour r = R. Cette condition donne 4 = 


= u-—, de sorte que 


2 ? 
RS 
v= 5rs (èn (un) —u]. 
La distribution de la pression est donnée par la formule (10,7) : 
= po 0 D 
LE En 


(po est la pression à l'infini). Lors du calcul de la dérivée % on aura en vue que 
l'origine des coordonnées (choisie au centre de la boule) se déplace au cours du 


temps avec la vitesse u. De sorte que Fe = = u — uV®. La distribution de la 


pression sur la sphère est donnée par la formule 
Le pue 20—5)+2 An 
P= pPo—+ 8 (9 cos? 6 —5) + 5 Ra a 


(6 est l'angle entre n et u). 

3. Même problème pour un cylindre infini se déplaçant perpendiculaire- 
ment à son axe !. 

Solution. L'écoulement ne dépend pas de la coordonnée le long de 
l’axe du cylindre, et on devra résoudre une équation de Laplace à deux dimen- 
sions. Les solutions s’annulant à l'infini sont les dérivées de In r par rapport 
aux coordonnées à partir des dérivées premières (r est le rayon vecteur perpendi- 
culaire à l’axe du cylindre). Cherchant la solution sous la forme 


p=AYIn r=in ; 


1 On trouvera la solution de problèmes plus généraux d'écoulement poten- 
tie] autour d'un cllipsoïde et d’un cylindre de section elliptique dans leslivres 
suivants: N.Kotchine, I. Kibel, N.Rozé, Hydromécanique théorique, 
première partie, sixième édition, Moscou, 1963 (en russe) ; H. L a m b, Hydro- 
dynamics, $$ 103-116, Cambridge, 1932. 
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on trouve à l'aide des conditions aux limites A = —/Z?°u ; de sorte que 


= — 7 un, =i [2n (un) —u]. 


La pression sur la surface du cylindre est donnée par la formule 


du 
dt 


4. Trouver le mouvement potentiel d'un fluide incompressible parfait 
contenu dans un récipient ellipsoïdal tournant autour do son axe principal 
avec la vitesse angulaire Q ; trouver le moment cinétique total du fluide dans 
le récipient. 

Solution. Nous prendrons les coordonnées cartésiennes z, y, : le long 
des axes de l’ellipsoïde à l'instant donné, l'axe des z étant confondu avec l'axe 
de rotation. La vitesse des points du cylindre est u = @ X r, de sorte que 


P= Po <- É (4cos®0—3)+ pin 


la condition à la limite v, = se = u, est 
à 


_ =Q (zny —ynx). 


2 2 2 
L'équation de l'ellipsoïde étant ++ —1, la condition à la limite 


prend la forme à 
ratrates 2e(p-s). 
La solution de l'équation de Laplace satisfaisant à cette condition est 
a2—b? 
PER (1) 
Le moment cinétique du fluide dans le récipient est 


M =p | (zvy —yvx) dV. 
Intégrant dans le volume de l'ellipsoïde, il vient : 


QpV (a2—b?)2 
MES ee ‘ 
La formule (1) détermine le mouvement absolu du fluide, mais rapporté 
à la position instantanée des axes zx, y, z liés au récipient tournant. Le mouvement 
du fluide par rapport au récipient (c'est-à-dire par rapport au système de coor- 
données en rotation) s'obtient en déduisant la vitesse @ X r de la vitesse abso- 
luc du fluide; désignant la vitesse relative du fluide par v’, il vient: 


. __ 2 2Qa? , 20b2 ; 
Cr RU tr: LL WE v,=0. 

Les trajectoires du mouvement relatif s'obtiennent en intégrant les équations 
z = vx, y = vy ct sont des cllipses S+E = const semblables à l’ellipse du 


contour. 


5. Déterminer le mouvement du fluide au voisirage du point critique du 
corps (fig. 2). 
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Solution. L'élément de surface du corps au voisinage du point critique 
peut être considéré comme plan. Choisissons-le pour plan zy. Développant ®@ 
pour x, y, : petits en série, on a en se limitant au second ordre: 


q—=az+ by + c2+ Az? + By? + C++ Dry + Eyz+ Fzz 


(le terme constant dans œ@ n'est pas important). Nous déterminerons les cocffi- 
cients constants de telle façon quo œ satisfasse à l'équation Ag = 0 et aux 


conditions aux limites v, =2 = 0 pour z = 0 ct pour tous les x, y et ou L 
7 = 0 pour z = y = z = 0 (au point critique). Ceci donne « = b = c = 0; 
C—= —A —B,E = F = 0. Le terme Dzy peut toujours être éliminé par une 
rotalion appropriée des axes z et y. On obtient finalement 

p= Az? + By —(4 + B) 22. (1) 


Si l'écoulement est doué de symétrie axiale autour de l'axe des z (écoule- 
ment symétrique autour d’un corps de révolution), on doit avoir A4=—2R, 
de sorte que 

p=A (224 y2— 25?) 
Les composantes de la vitesse valent: v. — 242, vy = 2Ay, v, — —44A:. Les 
lignes de courant sont données par les équations (5,2), d'où z°2 — c4, y°2 == ce, 
ce qui montre que les lignes de courant sont des hyperboles cubiques. 

Si l'écoulement cest uniforme suivant l'axe des y (par exemple lors de l'écou- 
lement dans la direction de l’axe des z autour d’un cylindre d'axe confondu 
avec l'axe des y), on doit avoir B = 0 dans (1), de sorte que 

= À (x? —2?). 
Les lignes de courant sont les hyperboles zz — const. 

6. Trouver le mouvement potenticl d'un fluide s'écoulant autour d’un 
dièdre (au voisinage du sommet de l'angle). 

Solution. Prenons les coordonnées polaires r, 0 dans le plan de la 
section normale à l’arête avec le pôle au sommet. L'angle 0 sera compté à par- 
tir de l'un des côtés de l'angle. Soit «& la valeur de l'angle dièdre; si a < a, 
l'écoulement s'effectue Hana le dièdre, si & > n. en dehors. La condition à la 


limite d'évanouissement de la composante normale de la vitesse est que ne = 0 
pour 0 = 0 et 0 = &. Nous écrirons la solution de l'équation de Laplace satis- 
faisant à cette condition sous la forme ! 


q= Arr cos n0, n=—, 
de sorte que 
vRh—=nArn-1 cos n0, vg= —nArrsin n0. 


Lorsque nr -< 1 (écoulement autour d’un angle convexe, fig. 3), v, devient infini 
1 


au pôle comme r!—* . Pour nr > 1 (écoulement dans un angle concave, fig. 4), 
v, s'annule lorsque r = 0. : 
La fonction de courant qui détermine la forme des lignes de courant cest 


= Arnsin n0. 


Les A re obtenues pour p et 4 sont les partics réelle et imaginaire 
du potentiel complexe w — A:7. 


1 Nous choisissons la solution correspondant à Ja plus petits puissance 
positive de r (les r sont petitsl). 
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b: 


7. On considère un fluide incompressible remplissant tout l'espace dans 
lequel on enlève brusquement un volume sphérique de rayon a. Déterminer le 
temps au bout duquel la cavité formée disparaît (Rayleigh, 1917). 

Solution. Le mouvement du fluide après la formation de la cavité 
est central symétrique avec les vitesses dirigées en chaque point radialement 
vers le centre. On a pour la vitesse radiale 


Fig. 3 


= v<O0 
l'équation d'Euler (en coordonnées sphériques) 
dv dv 1 dp 
DT ar por «) 
L'équation do continuité donne : 
rèc = F(L), 2} 


F(t) étant une fonction arbitraire du temps; cette égalité exprime le fait que, 
le fluide étant incompressihle, le volume de fluide traversant une sphère de 
rayon quelconque ne dépend pas du rayon. 

Reportant v de (2) dans (1), il vient: 


F"(+) dv 1 ôp 
rè Li ôr por 


Intégrant cette équation par rapport à r de l'infini au rayon 
R=R() <a 
de la cavité à l'instant ?, on obtient 
F'( , Vi _ pm 
rap) (3) 
V — 


à l'infini; la vitesse du fluide à l'infini ainsi que la pression sur la surface de la 
cavité sont nulles. Ecrivant la relation (2) pour les points de la surface de la 
cavité, on trouve: 


2 étant la vitesse de variation du rayon de la cavité, et po la pression 


F(t)=R2(t) V(e), 
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et substiluant cette expression de F(t) dans (3), on déduit l'équation suivante : 
3V2 1 , dV? ho 

np ET, Po. 4 

2 2 R pe () 

Les variables se séparent dans cette équation qui, intégrée avec la condition 

initiale V =0 pour R=a (le fluide était au repos à l'instant initial), donne: 


_LdR_ 7'2po [28 
eV (1). 


On déduit de cette expression le temps total de remplissage de la cavité: 
a 
] / 3 Î di 
T= Vo —_—_—— 
2Po ù V4 a \3 1 
(x) - 

Cette intégrale sc ramène à l'intégrale 6 d'Euler, et le calcul donne finalement: 

Sn r VE 

=} x = =0,915a —— . 
2po l(1/3) Po 


8. Une sphère RE 1 dans un fluide incompressible se dilate suivant une 
Hi donnée R = R(t). Déterminer la pression du fluide sur la surface de la 
sphère. 

Solution. Soit P(t) la pression cherchée. Les calculs sont identiques 
en tous points à ceux du problème précédent, avec la seule différence que pour 


r = À la pression n’est pas nulle mais égale à P(t). On obtient au lieu de (3) 
l'équation 


AC PLACE 
r 2 p p 
et respectivement au licu de (4) 


po—P(t)_ 3? dv 
p 2 dh 


Ltant donné que v=, on peut ramener l'expression de P(t) à la forme 


P()=r+$ + (S) 


9. Déterminer la forme du jet s'échappant d’une fente infiniment longue 
pratiquée dans une paroi plane !. 

Solution. Supposons, dans le plan x, y, la paroi confondue avec l'axe 
des z, l'ouverture étant le segment —a/2 < x < a/2 de cet axe, et le fluide 
occupant le demi-plan y > 0. Loin de la paroi (lorsque y —+ co) la vitesse du 
fluide est nulle, ct soit po la pression. 

Sur la surface libre du jet (BC et B'C’ sur la fig. 5,a) on a p = 0, et la 


vitesse est constante en vertu de l'équation de Bernoulli: w, = V'2Po/b. Les 
lignes de la paroi dont le prolongement forme la surface libre du jet sont des 
lignes de courant. Soit 4 = 0 sur la ligne ABC; sur 4A’B'C" on a alors ÿ — 


= —Q/p, Q = pairs étant le débit du fluide dans le jet (a, sont la largeur 


1 On trouvera la solution du problème de l'écoulement d’un fluide par un 
orifice circulaire dans: H. Lamb, Hydrodynamics, &8 102, Cambridge, 1932. 
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du jet et la vitesse du fluide dans le jet à l'infini). Le potentiel ? varie sur les 
dignes ABC et A’B'C" de —o à + ow; soit p = 0 en B et B’. 1] correspondra 
alors au domaine d'écoulement dans le plan de la variable complexe w une 
bande infinie de largeur Q/p (les notations des points sur les fig. 5,b, c, d cor- 
respondent aux notations sur la fig. 5,a dans le plan x, y). 

Introduisons unc nouvelle variable complexe, savoir le logarithme de la 
vitesse complexe 


ie. 4  dwT , fn 
(uiel%/2 est la vitesse complexe du jet à l'infini). 0 = 0 sur 4°L°; 0 = —s sur 
AB; v= vu sur BC'et B'C", et à l'infini du jet 6 — 4/2. Ceci étant, il correspond 
[4 © [#6 © 
| 4' 
F2 le 
ÿ; 
A' 8 ci 8 2. EE My 
Â 
c) | ‘ 
c' ge 
[# © | @ 
C 8 À ? A 8 cle 8 4 
' -1 1 
-Q/P û 
c’ 5" A' | 
b) | d) 


Fig. 5 


au domaine d’écoulement dans le plan de la variable complexe Lune demi- 
bande de largeur x siluée dans le demi-plan de droite (fig. 5,c). Si l'on trouve à 
présent la représentation conforme transformant la bande du plan w dans la 
demi-bande du plan & (avec la correspondance des points indiquée sur la fig. 5), 
nous aurons par là même déterminé w comme fonction de E° après quoi la 
fonction w peut être trouvée par une quadrature. 

Pour trouver la représentation conforme, introduisons encore une variable 
complexe auxiliaire u, telle qu’il corresponde dans le plan uw au domaine d'écou 
lement le demi-plan supérieur, les points B et B’ ayant pour images u — +1, 
les points C et C” u = 0, et les points à l'infini À et A’ u = +o (fig. 5, d). 
La dépendance w de cette variable auxiliaire est donnée par la représentation 
conforme du demi-plan supérieur de u dans une bande du plan des w. Si l’on 
tient compte de la correspondance des points convenue, on a 


= in u. (2) 
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Pour trouver la dépendance £ de u, il faut déterminer la représentation conforme 
de la demi-bande du plan & dans le demi-plan supérieur de u. Considérant cette 
demi-bande comme un triangle avec un sommet à l'infini, on peut trouver cette 
représentation à l’aide de la formule de Schwarz-Christoffel ; la réponse est 


b= —i arc sin u. (3) 
Les formules (2) et (3) résolvent le problème, la dépendance cs de w étant 
définie sous forme paramétrique. : 
Déterminons la forme du jet. Sur BConaw=—@p,t—i (5 + e) , ot u varie 
entre 0 et 1. On déduit de (2) et (3): 


Q 


q= — 5 In (—cos 6), (4) 


et do”(1) mets, ou 
ds = dz+i ay=+ ei° ap= ei8 tg 0 d0, 
1 


d'où l'on déduit par intégration (avec les conditions y = 0, x = a/2 pour 
— —x) la forme du jet sous forme paramétrique. En particulier, on trouve 


pour la compression du jet nu T — 0,61. 


a 2-47 


$ 11. Force de résistance lors de l'écoulement potentiel 
autour d’un corps 


Considérons le problème de l'écoulement potentiel d’un fluide par- 
fait incompressible autour d’un corps solide quelconque. Ce problème 
est, bien entendu, complètement équivalent à celui de l'écoulement 
d'un fluide lorsque ce corps se déplace dans le fluide. Le second cas 
se déduit du premier par passage dans un référentiel où le fluide est 
au repos à l'infini. Dans ce qui suit, nous parlerons précisément du 
mouvement du corps dans le fluide. 

Déterminons le caractère de la distribution des vitesses dans le 
fluide à de grandes distances du corps mobile. Le mouvement poten- 
tiel d'un fluide incompressible est déterminé par l'équation de 
Laplace Ap = 0. Nous devons considérer les solutions de cette équa- 
tion s’annulant à l'infini, où le fluide est immobile. Prenons l'ori- 
gine des coordonnées en un point intérieur du corps mobile (ce systè- 
me de coordonnées est entraîné par le corps; mais nous considérons 
la distribution des vitesses dans le fluide à un instant donné). On 
sait que l'équation de Laplace a pour solution 1/r, r étant la distance 


s ee : 1 2e 2 : 
à l’origine. Le gradient V—et les dérivées suivantes de 1/r par rap- 
port aux coordonnées sont aussi des solutions. Toutes ces solutions 
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(ainsi que leurs combinaisons linéaires) s’annulant à l'infini, l’ex- 
pression générale de la solution cherchée de l’équation de Laplace 
aux grandes distances du corps est 


g=—£+avi+ es 


où a et A ne dépendent pas des coordonnées ; les termes omis contien- 
nent des dérivées d'ordre supérieur de 1/r. Il est facile de voir que 


la constante a doit être nulle. En effet, le potentiel ® = — _ donne 
la vitesse v = — VS. Calculons le flux du fluide à travers 


une surface fermée quelconque, par exemple, une sphère de rayon /?. 
a 

FE: le flux total 
à travers la sphère est donc pan = 4npa. Or, le flux d’un 


fluide incompressible à travers une surface fermée doit, évidemment, 
être nul. Il en résulte que a = 0. 
Ainsi, le développement de @ commence par les termes d'ordre 


1 : : 
3 Comme nous cherchons la vitesse aux grandes distances, on 


Sur cette surface la vitesse est constante et vaut 


peut faire abstraction des termes d'ordre supérieur, et on vbtient: 


pe=Avi= 4, (11,1) 
et pour la vitesse v = grad 
v= (Av) + Sn A (11,2) 


(nest le vecteur unité dans la direction de r). On voit qu'aux grandes 
distances la vitesse décroît comme 1/r5. Le vecteur A dépend de la 
forme concrète du corps et de sa vitesse et ne peut être déterminé 
qu’en résolvant complètement l'équation hydrodynamique Ag = 0 
à toutes les distances, en tenant compte des conditions aux limites 
à la surface du corps mobile. 

Le vecteur À figurant dans (11,2) se trouve être en relation déter- 
minée avec l'impulsion et l'énergie totales du fluide qui s'écoule 
autour du corps en mouvement dans ce fluide. L'énergie cinétique 
totale du fluide (l'énergie interne d’un fluide incompressible est 
constante) s'écrit 


Pp y 
V = Î v?dV, 
l'intégrale étant élen lue à l’espace tout entier extérieur au corps. 


Considérons dans l’espace une région V limitée par une sphère de 
grand rayon À de centre à l’origine et intégrons d’abord dans le 
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volume V, avant de faire tendre À vers l'infini. On a identiquement. 
Î v? dV = | u? dV + Î (v+u) (v—u) dV, 


u étant la vitesse du corps. Puisque u ne dépend pas des coordonnées, 
la première intégrale du second membre vaut simplement 
u®(V — V5), Vo étant le volume du corps. Nous écrirons dans la 
deuxième intégrale la somme v + u sous la forme V (p + ur); 
étant donné que div v = 0 en vertu de l'équation de continuité et 
que divu = 0, on a: 


Î v? dV = u®(V—Vi)+ Ï div {(p-+ur) (v— u)} dy. 


Nous transformerons la deuxième intégrale en intégrale sur la sur- 
face S de la sphère et la surface S, du corps: 


[or av =ur(V—Vi)+ $ (p-+ur)(v—u)df. 
S+Sn 


Sur la surface du corps les composantes normales de v et u sont 
égales en vertu des conditions aux limites ; le vecteur df étant pré- 
cisément dirigé suivant la normale à la surface, il est clair que 
l'intégrale sur So est identiquement nulle. Par ailleurs, sur la sur- 
face à l'infini S nous substituerons à @ et v leurs expressions (11,1) 
et (11,2) et omettrons les termes qui s'annulent lorsque À — ©. 
En écrivant l'élément de surface de la sphère S sous la forme df — 
— n° do, do étant l'élément d'angle solide, il vient: 


| vd =ur (ER V,) + | {3 (An) (un)— (un)? R5} do. 


Enfin, intégrant! et multipliant par £, on obtient finalement 
l'expression suivante pour l'énergie totale du fluide : 
E=£ (4rAu— Vo). (11,3) 


Comme nous l'avons déjà dit, le calcul exact de A exige la réso- 
lution complète de l'équation Ag = 0 en tenant compte des condi- 


1 L'intégration sur do est équivalente à la moyenne de l'expression sous le 
signe somme sur toutes les directions de n, lo résultat étant ensuite multiplié 
par 4n. Pour prendre la moyenne d'expressions de la forme (An) (Bn) = 
= Ajr;Byny (A, B étant des vecteurs constants), nous remarquerons que les 


valeurs moyennes nn, constituent un tenseur symétrique qui ne peut s’expri- 
mer qu’au moyen du tenseur unitaire 6,4, c'est-à-dire que n;ny = aô,,. Contrac- 
tant sur i et k et se rappelant que n? = 1, on trouve a = 1/3. Par suite, 


TA Œn) = À in 41Bx = + (AB). 
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tions aux limites concrètes sur la surface du corps. Cependant, on 
peut déduire directement le caractère général de la dépendance de 
A par rapport à la vitesse du corps u du fait de la linéarité de l’équa- 
tion pour œ et de la linéarité (aussi bien par rapport à @ qu’à u) 
des conditions aux limites pour cette équation. Il résulte de cette 
linéarité que A doit être une fonction linéaire des composantes de u. 
Quant à l'énergie E définie par la formule (11,3), elle est donc une 
fonction quadratique des composantes de u et peut s'écrire sous 
la forme 


E = RE | (11,4) 


mir étant un tenseur symétrique constant dont les composantes 
peuvent être calculées à l’aide des composantes de À ; il porte le 
nom de tenseur des masses associées. 

Connaissant l'énergie Æ, on peut déduire l'expression de l’impul- 
sion totale P du fluide. Notons à cet effet que des variations infi- 
nitésimales de Æ cet P sont liées entre elles par la relation dE — 
= u dP'’'; il en résulte que si E est écrit sous la forme (11,4), les 
composantes de P doivent s’écrire 


Pr = Minur. (11,5) 


Enfin, on déduit, en rapprochant les formules (11,3) à (11,5), que P 
s'exprime en fonction de À sous la forme: 


P = 4npA — pVou. (11,6) 


Notons que l'impulsion totale du fluide est une quantité finie bien 
déterminée. 
L'impulsion qui passe en l'unité de temps du corps au fluide 
> 


est S. Après inversion du signe, elle donne de toute évidence la 


1 En cffct, supposons le cars accéléré sous l'action d'une force extérieure 
cislongue F. L'impulsion du fluide ira croissant ; soit dP son accroissement 
ans le temps dt. On a dP = F dt, et après multiplication par la vitesse u. 
u dP — Fu dt, qui est le travail de la force F sur le chemin u dt, ce travail étant 

lui-même égal à l'accroissement de l'énergie dE du fluide. 
I est à noter qu’on ne saurait calculer l'impulsion directement en tant 


qu’intégrale | pv dV dans tout le volume du fluide. Le fait est que cette inté- 


grale [avec (11.2) pour distribution de v] diverge en ce sens que le résultat d'inté- 
gration dépend, bien qu'il soit fini, du procédé d'intégration: intégrant dans 
un grand domaine qu’on étendra ensuite à tout l'espace, on obtient une valeur 

ui dépend de la forme du domaine (sphère, cylindre, etc.). Mais notre procédé 
4 calcul de l'impulsion, à partir de la relation u dP = dE, conduit à une valeur 
finie bien déterminée [donnée par la formule (11,6)] qui satisfait certainement 
à la condition physique du lien entre la variation de l'impulsion et les forces 
agissant sur le corps. 
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réaction F du fluide, c'est-à-dire la force agissant sur le corps: 


dP = 
=. (11,7) 


La composante de F parallèle à la vitesse s'appelle traînée, 
la composante perpendiculaire étant la portance. 

Si l'écoulement potentiel autour d'un corps en mouvement uni- 
forme dans un fluide parfait était possible, on aurait P = const 
(puisque u = const) et F = 0. En d’autres termes, on n'aurait ni 
traînée, ni portance, c’est-à-dire que les forces de pression avec 
lesquelles le fluide agit sur la surface du corps se compenseraient 
mutuellement (c'est ce qu’on appelle le paradoxe de 
d'Alcmbhbert). L'origine de ce « paradoxe » est particulière- 
ment évidente pour la traînée. En effet, la présence de cette force 
au cours d’un mouvement uniforme signifierait qu'il faut pour 
entretenir le mouvement une source extérieure accomplissant un 
travail continu qui est ou bien dissipé dans le fluide, ou bien encore 
transformé en énergie cinétique du fluide; il en résulterait un flux 
d'énergie allant en permanence à l'infini dans le fluide en mouvement. 
Or, par définition, il n’y a aucunc dissipation d'énergie dans un flui- 
de parfait, et la vitesse du fluide mis en mouvement par le corps 
décroît si vite avec la distance au corps qu’il ne peut non plus y avoir 
de flux d'énergie à l'infini. 

Mais il convient de souligner que toutes ces considérations ne 
peuvent concerner que le mouvement d’un corps dans un fluide 
illimité. Si, par exemple, le fluide a une surface libre, un corps en 
mouvement unilorme parallèlement à cette surface éprouve une 
force de résistance. L'apparition de cette force (appelée résis- 
tance d’ond c)est due à la formation à la surface libre du fluide 
d'un système d'ondes se propageant à la surface et emportant sans 
cesse avec elles de l'énergie à l'infini. 

Envisagcons un corps qui, soumis à une force extérieure f, accom- 
plit un mouvement vibratoire. Les conditions examinées au paragra- 
phe précédent étant observées, le fluide ambiant est mis en mouve- 
nent potentiel, et on pourra se servir des relations déduites plus 
haut pour établir les équations du mouvement du corps. La force 
f doit être égale à la dérivée par rapport au temps de l'impulsion 
totale du système égale à la somme des impulsions Mu du corps 
(A étant la masse de ce dernier) et P du fluide: 


du , dP 


Eu égard à (11,5), ceci s'écrit: 


dui 


du 
M— + mn = Ji, 
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ou encore 
DE (Môm + mu) = fi. (11,8) 


Telle est l'équation du mouvement du corps immergé dans un fluide 
parfait. 

Envisageons à présent la question en quelque sorte inverse. 
Supposons que ce soit le fluide qui, sous l'influence de causes exté- 
rieures (par rapport au corps), accomplisse un mouvement vibra- 
toire. Sous l'influence de ce mouvement, le corps immergé dans le 
fluide commence aussi à se mouvoir !. Déduisons l'équation de ce 
mouvement. 

Nous supposerons que la vitesse du mouvement du fluide varie 
peu sur des distances de l’ordre de grandeur des dimensions linéaires 
du corps. Soit v la vitesse du fluide à l'endroit occupé par le corps 
en l'absence de celui-ci ; en d’autres termes, v est la vitesse du mouve- 
ment fondamental du fluide. En vertu de notre hypothèse, v peut 
être considérée comme constante dans tout le volume occupé par 
le corps. Comme auparavant, nous noterons par u la vitesse du corps. 

La force mettant le corps en branle peut être déduite par les 
considérations suivantes. Si le corps était complètement entraîné 
par le fluide (c'est-à-dire si l'on avait v = u), il serait sollicité par 
la même force qui agirait sur le fluide dans le volume du corps suppo- 
sé absent. L'impulsion de ce volume de fluide étant pVov, la force 


: dv . PRET 
agissant sur ce volume est pVo x - Mais en réalité le corps n'est 


pas complètement entraîné par le fluide ; un mouvement du corps par 
rapport au fluide apparaît qui communique au fluide un mouvement 
additionnel. L’impulsion du fluide liée à ce mouvement additionnel 
vaut mr (ur — V3) (dans l'expression (11,5) il faudra écrire à pré- 
sent au lieu de u la vitesse u — v du mouvement du corps relative- 
ment au fluide]. La variation de cette impulsion au cours du temps 
entraîne l'apparition d’une force de réaction complémentaire agissant 


sur Je corps et qui vaut — m;k _ (u, — vi). De sorte que la force 
totale agissant sur le corps est 


dv; d 
Vo — Mur 7 (ur — ve). 


Cette force doit être égalée à la dérivée de l’impulsion du corps par 


rapport au temps. Ainsi, nous sommes conduits à l'équation du 
mouvement : 


d dvi d : 
7 Maui = Vo — Min = (un — Un). 
1 [1 peut s'agir, par exemple, du mouvement d'un corps dans un fluide 


parcouru par une onde sonore de longueur d'onde grande par rapport aux dimen- 
sions du corps. 


&—406 
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Intégrant les deux membres par rapport au temps, il vient: 
Mu = pVovi— Min (Un — Un), 


ou encore 
(Môin + Min) Ur = (Mir + OVodin) Ur. (11,9) 


Nous posons la constante d'intégration égale à zéro, étant donné 
que la vitesse u du corps mis en mouvement par le fluide doit s’annu- 
ler avec la vitesse du fluide v. La relation déduite définit la vitesse 
du corps en fonction de celle du fluide. Si la densité du corps est 
égale à celle du fluide (M = pVs), on a, comme il se doit, u = v. 


Problèmes 


4. Déduire l'équation du mouvement pour une sphère en mouvement vibra- 
toire dans un fluide parfait, et celle d’une sphère mise en mouvement par un 


fluide vibrant. 
Solution. Comparant (11,1) avec l'expression de q déduite au problé- 


me 2, $ 10 pour l'écoulement autour d’une sphère, on voit que 
R3 


AD à 


R étant le rayon de la sphère. L'impulsion totalo du fluide mis en mouvement 
par la sphère est, en vertu de (11,6), p= pr, de sorte que le tenseur min 


s'écrit 


27 
min = PRSdin. 


La résistance éprouvée par la sphère en mouvement vaut 
du 


2n 
= —_— 3 
PTT Sa 


l'équation du mouvement de la sphère vibrant dans le fluide’ étant : 
AnR3 p\ du 
5 (tri) at 


(po est la densité de la substance de la sphère). Le coefficient de u peut être con- 
sidéré comme une certaine « masse efficace »; elle est composée par la masse 
de la sphère elle-même et de la masse « associée », qui est égale, dans notre cas, 
à la moitié de la masse fluide chassée par la sphère. 

Si c'est la sphère qui est mise en mouvement par le fluide, on déduit de 


(11,9) pour sa vitesse l'expression 
Eee 
P + 2P0 
Si la densité de la sphère est plus grande que celle du fluide (po > p), on a 


u < v, c’est-à-dire que la sphère « retarde » sur le fluide; mais si po << p, la 
sphère devance le fluide. 


u 
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2. Exprimer en fonction de A le moment des forces qui agit sur un corps 

en mouvement dans un fluide. 
Solution. Comme on le sait de la mécanique, le moment M des forces 
agissant sur un corps est déterminé par sa fonction de Lagrange (dans le cas 
récis, d'après l'énergie £) par la relation Ô£ = M66, où 68 est le vecteur 
e rotation infinitésimale du corps, et ôE la variation de £ dans cette rotation. 
Au lieu de faire tourner le corps de l'angle 68 (ct de faire varier en conséquence 
les composantes m;,), on peut faire tourner le fluide de l'angle —68 par rapport 
au corps et faire varier en conséquence Ja vitesse u. On a pendant la rotation 

ôu — —66 X u, de sorte que 


ÔE — Pôu — —68 u x P. 
Utilisant l'expression (11,6) de P, on obtient la formule cherchée 


M=— —uxXP=—41p AXU. 


$ 12. Ondes de gravitation 


La surface libre d’un fluide en équilibre dans le champ de la 
pesanteur est plane. Si, par suite d'une action extérieure quelconque, 
la surface du fluide sort de son état d'équilibre en un point, un 
mouvement prend naissance dans le fluide. Ce mouvement se propage 
suivant toute la surface sous forme d'ondes dites de gravita- 
tion, puisqu'elles sont dues à l'action du champ de la pesanteur. 
Les ondes de gravitation évoluent essentiellement en surface, émou- 
vant les couches intérieures d'autant moins qu'elles sont plus pro- 
fondes. 

Nous envisagerons ici des ondes de gravitation où la vitesse des 
particules en mouvement est si petite que, dans l'équation d’Euler, 


le terme (vV) v peut être négligé devant T. Il est facile de voir 


ce que cette condition signifie physiquement. Au cours d’un laps 
de temps de l'ordre de la période + des oscillations effectuées par les 
particules fluides dans l’onde, ces particules parcourent une distance 
de l'ordre de l'amplitude a de l’onde. La vitesse de leur mouvement 
est donc v æ a/t. La vitesse v varie d'une manière notable dans des 
laps de temps de l'ordre de + et sur des distances de l’ordre de À sui- 
vant la direction de la propagation de l’onde (A est la longueur d'’on- 
de). Ceci étant, la dérivée de la vitesse par rapport au temps est de 
l’ordre de v/t, et de v/À par rapport aux coordonnées. De la sorte, 


la condition (vV) v < us est équivalente à la condition 
14 fa? a\ fi 
rl SE: 


a<À, (12,1) 
4 


ou 
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c'est-à-dire que l'amplitude des oscillations dans l'onde doit être 
petite devant la longueur d'onde. Nous avons vu au $ 9 que si le 
terme (vV) v peut être négligé dans l'équation du mouvement, alors 
le mouvement du fluide est potentiel. Si on suppose le fluide incom- 
pressible, on pourra donc se servir des équations (10,6) se (10,7). 
Dans l'équation (10,7) on peut à présent négliger le terme + conte- 
nant le carré de la vitesse; posant f({) = 0 et introduisant dans le 
champ de pesanteur le terme pgz, on obtient : 


d! 
P= —PE—P +. (12,2) 


Choisissons, comme d'ordinaire, l'axe des z verticalement vers le haut, 
et pour plan x, y, la surface plane d'équilibre du fluide. 

Nous désignerons la coordonnée z des points de la surface du fluide 
par &; & est fonction des coordonnées x, y et du temps {. A l'équilibre 
& = 0, si bien que & est le déplacement vertical de la surface fluide 
au cours de ses oscillations. Soit une pression constante po (par 
exemple, la pression atmosphérique) agissant sur la surface du 
fluide. On a alors sur la surface, en vertu de (12,2), 


2] 
Po= —pet—p5? . 


Mais on peut remplacer le potentiel q par le potentiel q" = += _ l; 
une telle substitution ne change rien, puisque v = grad q = grad p’. 
Alors ps disparaît de l'équation, et omettant l'accent dans @’, on 
obtient la condition sur la _. du fluide sous la forme 


a+). =0. (12,3) 


Dire que l'amplitude des tion dans l'onde est petite, c ’est 
dire que le déplacement Ë est petit. Aussi peut-on considérer, à la 
même approximation, que la composante verticale de la vitesse 
du mouvement des points de la surface est égale simplement à la 
dérivée de £ par rapport au temps: 

où 

FT e 


V, = 


Or v,= , de sorte que 


= # 
TT 


v 


Substituant ici & tiré de (12,3), on obtient : 


(+ 2 +) = 
03 Ù ge OÙ Ji 


(A1 
“05 
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Les oscillations étant petites, on peut, dans cette condition, 
prendre la valeur de l'expression entre parenthèses au point z =: 0 
au lieu du point z — &. De la sorte, on obtient finalement le système 
d’équations déterminant le mouvement dans l'onde de gravitation: 


Ag=0, (12,4) 
ûp . 1 2 ee 
ee _ me). = 0. (12,5) 


Nous envisagerons ici les ondes à la surface du fluide, et nous 
supposerons cette surface d’aire illimitée. Nous supposerons encore 
la longueur d’onde petite devant la profondeur du fluide, ce qui 
revient à dire que le fluide est infiniment profond. Nous n’aurons 
donc pas à écrire de conditions aux limites sur les frontières latérales 
et sur le fond du fluide. 

Considérons une onde de gravitation se propageant suivant l'axe 
des x, et uniforme le long de l’axe des y; dans une telle onde toutes 
les grandeurs ne dépendent pas de la coordonnée y. Nous chercherons 
une solution qui soit une fonction périodique simple du temps et 
de la coordonnée x, c'est-à-dire que nous poserons 


p= cos (4x — wt) f (2). 
& est la fréquence cyclique (nous l’appellerons simplement fréquence) 


de l'onde; # est la période de variation du mouvement dans le 


temps au point donné de l'espace ; # est le vecteur d'onde; À = cu 
est la longueur d’onde, c’est-à-dire la période de variation du mouve- 
ment le long de l’axe des x (à l'instant donné). Substituant les expres- 
sions écrites dans l'équation 

__ 2e , 2 _ 

Drm tue 

il vient: 

dj pap 

an a) 
Cette équation a pour solutions e“* et e-*°, Seule la première solution 
sera retenue, car la seconde correspond à @ croissant indéfiniment 
en profondeur. (Rappelons que la région du fluide correspond 
à z< 0.) De sorte qu'on obtient pour le potentiel des vitesses 
l'expression 


(4 


y = Ae“° cos (Az — wt). (12,6) 


La condition à la limite (12,5) est encore à satisfaire. On obtient 
en y substituant (12,6): 


k—$=0. 
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ou 
= kg, (12,7) 
ce qui détermine le lien entre le vecteur d’onde et la fréquence de 
l'onde de gravitation. 
La distribution des vitesses dans le fluide en mouvement s'ob- 
tient directement en dérivant @ par rapport aux coordonnées : 
Ux = — Ake" sin (kx—wt); v,-=Ake"*cos(kr —wt). (12,8) 
On voit que la vitesse décroît exponentiellement en profondeur. 
En chaque point donné de l’espace (c’est-à-dire pour x, z donnés), 
le vecteur vitesse tourne uniformément dans le plan x, z, mais il est 
de grandeur constante (égale à Ake“°). 
Déterminons encore la trajectoire des particules fluides dans 
l'onde. Désignons provisoirement par zx, z les coordonnées d’une 
particule mobile du fluide (et non pas celles d'un point fixe de 


l'espace), et par xo, Z0 les valeurs de x, z pour la position d'équilibre 


de la particule. On a alors v, — F, v, = & , et on peut, dans les 


seconds membres de (12,8), écrire approximativement zo, £0 au 
lieu de x. z, étant donné que les oscillations sont petites. On obtient 
alors en intégrant par rapport au temps: 


T—Z= — À L ehco cos (Æto — œt) ; 
(12,9) 


Z—2Z0— —À _ e*:o sin (kxo — wt). 


On voit que les particules fluides décrivent des circonféren ces autour 


= 


des points æo, Zo, de rayon À L ehxo à décroissance exponentielle 
vers l'intérieur du fluide. 

La vitesse de propagation de l'onde est, comme on le verra au 
$ 66, U = — . Substituant ici o — V kg, on trouve que la vitesse 


de propagation des ondes de gravitation à la surface illimitée d'un 
fluide infiniment profond est 


VEUVE. uw 


Elle croît avec la longueur d'onde. 


Problèmes 


1. Déterminer la vitesse de propagation des ondes de gravitation à la sur- 
face illimitée d'un fluide de profondeur k. 

Solution. Au fond du fluide la composante normale de la vitesse doit 
être nulle, c'est-à-dire que 


= 2-0 pour 2=—h. 
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On déduit de cette condition Ile lien entre les constantes À et B dans la 
solution générale 


p= cos (kr —wt) { Aehz + Be-hz}, 
On trouve en définitive : 
p= 1 cos (kz—t) ch k (z2+h). 
On déduit de la condition à la limite (12,5) la relation entre k et © sous 
la forme 
o? = gk th kh. 
La vitesse de propagation de l'onde est : 


Ve 


"2VÆthéh 


Pour 4h © 1 on obtient le résultat (12,10), et pour kh & 1, le résultat (13,10). 
2. Trouver le lien entre la fréquence et la longueur d'onde des ondes de 
ravitation à la surface de séparation de deux fluides, le fluide supérieur étant 
imité supérieurement, et le fluide inféricur inférieurement, par un plan fixe 
horizontal. La densité et la profondeur étant p et k pour le fluide intérieur, et 
p’ et »’ pour le fluide supérieur (avec p >> p'). 
Solution. Nous prendrons pour plan x, y le plan de séparation des deux 
fluides à l'équilibre, et nous chercherons la solution dans les deux fluides res- 
pectivement sous la forme 


p= Achk(z+h) cos (kz — ot), ui) 
g=Bchk(z—}") cos (kz— wt) 


(de sorte que soient satisfaites les conditions sur les frontières supérieure 
et inférieure, cf. solution du prob. 1). A la surface de séparation la pression 
doit être continue ; en vertu de (12,2), ceci mène à la condition 


op _, , 0 
peèt+p SE =peb+p + 


kh 
{un kh+ Er . 


{pour z—0) ou 
ei (re +) 2 
ST gp—p) (e ot p ôt ® (2) 


En outre, les vitesses v. des deux fluides doivent être égales à la surface 
de séparation. Ceci donne la condition (pour z2—0) 


ôp _ ô' 
5 ô * (8) 
Or = 2e = € , et il vient en substituant (2) dans (3): 
,, à , op GE 
pp) =Pp TE PE (4) 


Substituant (1) dans (3) et (4), on obtient deux équations linéaires homogè- 
nes pour À et B, dont la condition de compatibilité donne: 
2 Ke (p—p") 
ecth#h<+p"cth#h"" 
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Pour kh © 1, kh° 5 1 (les deux fluides sont très profonds) : 


et pour kh£1, kh° & 1 (ondes grandes) : 


L5 g(p—p") hh° 
DE V4 ph'+p'h 

3. Trouver le lien entre la fréquence et la longueur d'onde pour des ondes 
de gravitation se propageant simultanément à la surface de séparation et à la 
surface supérieure de deux couches de fluide, le fluide inférieur (de densité p} 
étant infiniment profond, et le fluide supérieur (de densité p’) ayant 2’ pour 
épaisseur et sa surface supérieure libre. 

Solution. Choisissons le plan x, y dans le plan de séparation des deux 
fluides à l'équilibre. Nous chercherons la solution dans les fluides inférieur ct 
supérieur respectivement sous la forme 


p= Aehz cos (kr —wt);  p’=[Be-*kz+ Cek:] cos (kr —wt). (1) 


On a à la surface de séparation des deux fluides (c’est-à-dire pour zu) 
(cf. prob. 2) les conditions : 


EL RL A TG nu ED 9 
or EPP) Pr PR te) 
et à la frontière supérieurc libre (c’est-à-dire pour :=#h): 
ag", 1 9 _ 
te dm #3 


La première équation (2) donne quand on y substitue (1) À = € — B, et les 
deux autres conditions, deux équations pour B et C, dont les conditions de 
compatibilité donnent une équation du second degré pour w° de racines: 
(p—p') (1—e7tkh) 
p+p"+(p—p)e"2xn ? 
Lorsque k’ —+ oo, ces racines correspondent à des ondes se propageant indépen- 
damment à la surface de séparation et à la surface supérieure du fluide. 

4. Trouver les fréquences possibles des oscillations ! (des ondes stationnai- 
res) d’un fluide de profondeur À contenu dans un bassin rectangulaire de largeur 
a et de longueur b. 

Solution. Confondons les axes x et y avec les deux côtés du bassin. 
Cherchons la solution sous forme d'onde stationnaire: 

@=cos ot chk(z+h) f(x, u). 


On obtient pour f l'équation 


= kg = kg. 


4 FL pres, 


0x?  ôy? 
et la condition à la surface libre mène, ainsi qu'au prob. 1, à la relation 
o2=gkthkh. 


Nous prendrons la solution de l'équation pour f sous la forme 
f=cos pzcos qu, p+q=k?, 
1 Cf. $ 68. 
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Sur les côtés latéraux de l'enceinte doivent êtro vérifiées les conditions : 


ôp A 


Be À pour z=Ù, a; STE pour y—=0, b. 
On en déduit : 
mI ni 
Fe Clg 


m ct n étant des entiers. Ceci étant, les valeurs possibles do # sont 


$ 13. Grandes ondes de gravitation 


Ayant envisagé les ondes de gravitation de longueur petite devant 
la profondeur du fluide, arrètons-nous au cas limite opposé des ondes 
de longueur grande par rapport à la profondeur. Nous appellerons 
grandes de telles ondes. 

Considérons d’abord la propagation de grandes ondes dans un 
canal. Nous supposerons infinie la longueur du canal (dirigée suivant 
l'axe des x). La section du canal peut être quelconque et peut varier 
suivant sa longueur. Nous noterons $ = S (x, t) l'aire de la section 
transversale du fluide dans le canal, sa profondeur et sa largeur 
étant supposées petites devant la longueur d'onde. 

Nous envisagerons ici des grandes ondes longitudinales, dans 
lesquelles le fluide se meut le long du canal. Dans de telles ondes la 
composante v. de la vitesse suivant la longueur du canal est grande 
devant v,, v.. 

Ecrivant simplement v au lieu de v, et omettant les petits termes, 
on peut écrire la composante en x de l'équation d'Euler sous la forme 


æ_ _18 
dt por" 
et la composante en z sous la forme 
LP 
p dœ 


(nous omettons les termes quadratiques par rapport à la vitesse, 
l'amplitude de l'onde étant, comme auparavant, supposée petite). 
On déduit de la seconde équation, si l’on note qu'à la surface libre 
(z = €) on doit avoir p = po: 


p=po+ gp (E—2). 
Substituant cette expression dans la première équation, il vient: 
ôv Ca 


D =—s. (13,1) 
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La seconde équation déterminant les deux inconnues v et & peut 
être déduite par une méthode analogue à la déduction de l'équation 
de continuité. Cette équation est en fait l'équation de continuité 
appliquée au cas envisagé. Considérons le volume de fluide compris 
entre deux plans de section transversale du canal d'intervalle dr. Dans 
l'unité de temps, le volume de fluide qui entre par un des plans vaut 
{Sv),, celui qui sort par l’autre plan étant (Sv),44,. Par consé- 
quent, le volume de fluide compris entre les deux plans varie de 


(SD)arax — (50)e = ON 7. 


Mais le fluide étant incompressible, cetie variation entraîne la varia- 
tion du niveau. La variation par unité de temps du volume de 
fluide compris entre les plans étant 


9S 
ir 
on peut écrire: 
CN __ 4(Sr) 
Tr = 7 dx dx, 
soit 
9$ , à oo 
PTS = 0. (13,2) 


qui est l'équation de continuité cherchée. 

Soit So l'aire de la section transversale du fluide dans le canal 
à l'équilibre. Alors, S = So + S’, S’ étant la variation de cette 
aire résultant de la présence de l'onde. La variation du niveau du 
fluide dans l'onde étant faible, on peut écrire S’ sous la forme bë, 
où b est la largeur de la section du canal à même la surface. L'équa- 
tion (13,2) prend alors la 


9 (Sob) 
£ Le 7 —0. (13,3) 


Dérivant (13,3) par rapport à t et substituant © — tirée de (13,1), 
on a: 


& _g 9 ë 
+2 (Se) —0 (13,4) 
Si la section du canal est constante, S,— const, et on a: 
Ca gSo d°Ë 
5 2 0 (59) 


On retrouve l'équation des ondes; comme on le verra 
u $ 63, elle correspond à la propagation d'ondes avec une vitesse 
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U indépendante de la fréquence, cette vitesse étant égale à la racine 
carrée du coefficient dans le second terme. De la sorte, la vitesse 
de propagation de grandes ondes de gravitation dans les canaux vaut 


S ë 
U=y À. (13,6) 

De façon tout à fait analogue, on peut considérer de grandes 
ondes dans un bassin étendu, que nous considérerons infini dans deux 
dimensions (suivant le plan x, y). Désignons par k la profondeur 
du fluide dans le bassin. Des trois composantes de la vitesse, c'est 
à présent v, qui est petite. Les équations d'Euler prennent une 
forme analogue à (13, LE 


2 : 7 À - 
ets e =0; SEE dy = (0. (13,7) 
L'équation de continuité se déduit de la même façon que (13,2) 
et s'écrit 
9h | O(hrz) , 9 (hop) 
"ot cr + ôy = 0. 
Nous écrirons la profondeur À sous la forme k—h,+6, ko étant 
la profondeur d'équilibre. Alors, 
OÙ , 9 (Horx) 9 (lovy) « 
OV ee Lot (4e) 


Supposons le fond du bassin plan horizontal (4, = const). Déri- 
vant (13,8) par rapport à # et substituant (13,7), on obtient 


Les at | 2%) 
_ —e( +5) =0. (13,9) 


Nous retrouvons encore une équation du type des ondes (à deux 
dimensions); elle correspond à des ondes de vitesse de propagation 


U=V eh. (13,10) 


$ 14. Ondes internes dans un fluide incompressible 


Des ondes gravitationnelles spécifiques peuvent se propager dans 
un fluide incompressible. Leur existence est due à l’inhomogénéité 
du fluide causée par le champ de pesanteur: la pression (et l’entro- 
pie s avec elle) varie forcément avec la hauteur; c’est pourquoi tout 
déplacement vertical d'une région quelconque du fluide perturbe 
l'équilibre mécanique, d’où la naissance d'un mouvement oscilla- 
toire. En effet, le mouvement étant adiabatique, cette région apporte 
avec elle au nouvel endroit sa valeur d’entropie s, qui diffère de la 
valeur d'équilibre de l'entropie en cet endroit. 
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Nous supposerons dans ce qui suit la longueur de l’onde se pro- 
pageant dans le fluide petite par rapport aux distances sur lesquelles 
le champ de pesanteur provoque une variation notable de la densité. 
Nous supposerons alors que le fluide lui-même est incompressible. 
C'est dire qu'on peut négliger la variation de sa densité causée par la 
variation de la pression dans l'onde. Mais on ne saurait ignorer la 
variation de densité due à la dilatation thermique, car le phénomène 
tout entier lui est imputable. 

Ecrivons le système d'équations hydrodynamiques pour le mouve- 
ment considéré. Nous affecterons les valeurs des quantités à l'état 
d'équilibre mécanique par l'indice zéro, et par un accent les petits 
écarts à ces valeurs dans l'onde. Alors, l'équation de conservation 
de l’entropie s = so +— s’ s'écrit au premier ordre 


SE VVss = 0, (14,1) 


So, ainsi que les valeurs d'équilibre des autres quantités, étant une 
fonction donnée de la coordonnée verticale 2. 

Puis, dans l'équation d'Euler nous négligerons de nouveau (les 
oscillations étant petites) le terme (vV) v; considérant de même 
que la distribution d'équilibre de la pression est déterminée par 
l'équation Vpo = pog, on obtient avec la même précision 


e _ __Vp°, Vro 
Eu 8 = Po + p£ p - 
Mais comme en vertu de ce qui a été dit plus haut la variation 


de la densité n'est causée que par la variation de l’entropie, et non 
pas de la pression, on peut écrire: 


CE 909 ’ 
p— ( CE ),s | 
et on obtient l'équation d'Euler sous la forme 
av g ( e) ! p' D 
— = <= (=) s —V—. : 
ot Po \ 950 /pP Y Po (412) 


po peut être introduit sous le signe gradient, puisque, de toute façon, 
on néglige, en vertu de ce qui a été dit, la variation de la densité 
d'équilibre sur des distances de l’ordre de la longueur d'onde. Pour 
cette même raison, on peut considérer la densité constante aussi 
bien dans l'équation de continuité, qui devient alors 


divv=0. (14,3) 


Nous allons chercher la solution du système d'équations (14,1) 
à (14,3) sous la forme d’une onde plane: 


v = const -ei(kr—wt) 
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et de même pour s’ et p’. La substitution dans l'équation de con- 
tinuité (14,3) donne 
vk—0, (14,4) 


ce qui prouve que la vitesse du fluide est partout perpendiculaire 
au vecteur d'onde (onde transversale). Quant aux équations (14,1) 
et (14,2), elles donnent 


: ë 1 4po , ik , 

ioS" = VVSg, —iùv = — (5) S'E—— p'. 

0» Po p 8 P 

Appliquée à la seconde de ces égalités, la condition kv — 0 conduit 
à la relation 


ik2p' — (2) s (gk). 


Après quoi, éliminant des deux équations v et s’, on obtient la 
relation cherchée entre le vecteur d'onde et la fréquence 


Oo? = + (55), 8 site. (14,5) 
Nous omettons ici et ci-dessous l'indice zéro des valeurs d'équilibre 
des quantités thermodynamiques ; l’axe des z est dirigé verticalement 
vers le haut. et 0 est l’angle entre l'axe des z et la direction de k. 
La positivité de l'expression (14,5) est assurée par la condition de 
stabilité de la distribution d'équilibre s(z) (par la condition d'absen- 
ce de convection, cf. $ 4). 

Nous voyons que la fréquence ne dépend que de la direction du 
vecteur d'onde, et non de sa grandeur. 6 = 0 donne w = 0; cela 
signifie que des ondes du type considéré avec un vecteur d'onde 
vertical ne peuvent exister. 

Si le fluide est non seulement en équilibre mécanique, mais aussi 
en équilibre thermodynamique parfait, sa température est constante 
et on peut écrire: 


CRE 
dd  \ôop]rd P& ôp ]T' 
Enfin, utilisant les relations thermodynamiques connues 
eur este 
op IT  p \OT /p° 3 Pair OT }p 
(c» est la chaleur spécifique de l'unité de masse du fluide), on 
obtient : 


_y/Tefæ\ 
oO — 6 (55), sine. (14,6) 
Notamment, cette formule donne pour un gaz parfait 
o=—E— sin6. (14,7) 


Var 
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FLUIDE VISQUEUX 


$ 15. Equations dumouvement d'un fluide visqueux 


Nous passons à présent à l’étude de l'influence qu'’exercent sur le 
mouvement d'un fluide les processus de dissipation d'énergie qui 
ont lieu lors du mouvement. Ces processus sont la manifestation 
de l'irréversibilité thermodynamique du mouvement, toujours pré- 
sente, due au frottement interne (viscosité) et à la thermoconduction. 

Pour déduire les équations décrivant le mouvement d'un fluide 
visqueux, force sera d'introduire de nouveaux termes dans l'équation 
du mouvement d’un fluide parfait. Pour ce qui est de l'équation de 
continuité. il est évident de sa déduction même qu’elle se rapporte 
dans la même mesure au mouvement d’un fluide quelconque, voire 
visqueux. Mais l'équation d’Euler devra être modifiée. 

Nous avons vu au $ 7 que l’équation d’Euler peut s'écrire sous la 
forme 

2 ôlliR 
ot PUS Ozh ? 


Il; étant le tenseur densité du flux d’impulsion. Le flux d'impulsion 
défini par la formule (7,2) représente un transport d'impulsion pure- 
ment réversible, lié simplement au déplacement mécanique des 
différentes régions du fluide d'un lieu à un autre et aux forces de 
pression s'exerçant dans le fluide. La viscosité (frottement interne) 
du fluide s'exprime encore dans la présence du processus irréversible 
de transport d’impulsion des régions aux vitesses grandes aux régions 
aux vitesses moindres. 

De sorte que l'équation du mouvement d'un fluide visqueux peut 
être déduite en ajoutant au flux d’impulsion « parfait » (7,2) un terme 
oix caractérisant le transport « visqueux » irréversible d’impulsion 
dans le fluide. En conséquence, nous écrirons le tenseur densité de 
flux d'impulsion dans le fluide visqueux sous la forme 


Tin = pôin + PUiUR — Oir = — Gin + PUiUR. (15,1) 
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Le tenseur 
Oin = — Pdin + Oin (15,2) 


est appelé tenseur des contraintes, et où ten- 
seur «visqueux» des contraintes. Oo: détermine Ja 
partie du flux d’impulsion qui n’est pas due au transport direct 
d'impulsion avec la masse de fluide en mouvement !. 

On peut établir la forme générale de oix à partir des considéra- 
tions suivantes. Les processus de frottement interne dans un fluide 
ne prennent naissance que si différentes régions du fluide se meuvent 
avec des vitesses différentes, de sorte qu'il y a mouvement relatif 
des diverses parties du fluide. C’est pourquoi oi, doit dépendre des 
dérivées de la vitesse par rapport aux coordonnées. Si les gradients de 
la vitesse ne sont pastropimportants, on pourra admettre que le trans- 
port d’impulsion résultant de la viscosité ne dépend que des dérivées 
premières de la vitesse. La dépendance elle-même de 6; par rapport 


ose ôv; : 2 a" : a ses 
aux dérivées FT peut, à la même approximation, être considérée 


PR : . dv; 5 
comme linéaire. Les termes indépendants de Er ne doivent pas 
figurer dans l'expression de 0x, puisque les oi, doivent s’annuler 
lorsque v = const. Puis, notons que les oi; doivent aussi s'annuler 
lorsque le fluide est animé d’une rotation uniforme d'ensemble, 
puisqu’alors il ne peut y avoir de frottement interne dans le fluide. 
Dans une rotation uniforme de vitesse angulaire Q la vitesse v est 
égale au produit vectoriel @ X r. Les sommes 
êv; dr 
dax Vi 
h Zi 
. e ee __# # dv; ° 
sont des combinaisons linéaires des dérivées x qui s’annulent 
lorsque v = Q@ X r. Ceci étant, oi doit contenir précisément ces 
ts. de PR ôv 
combinaisons symétriques des dérivées Fe 
La forme la plus générale du tenseur de rang deux satisfaisant 


à ces conditions est 


Dre dvi me) dv 
Oik= a ( EEE TH + b Ga ins 


a, b étant indépendants de la vitesse ?. Toutefois, il sera plus commo- 
de d'écrire cette expression sous une forme quelque peu différente, 


1 Nous verrons plus bas que 0, contient un terme proportionnel à ô,,, 


c'est-à-dire un terme de la même forme que pô;,. Aussi, à strictement parler, 
après une telle modification de la forme du tenseur du flux d'impulsion, i} 
Er ue de préciser ce qu’on entend par pression p. Voir à ce sujet la fin 
u $ 49. 

2 Nous avons utilisé dans cette affirmation l'isotropie du fluide, par suite 
de laquelle ses propriétés peuvent être caractérisées exclusivement par des 
quantités scalaires (en l'occurrence a ct b). 
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avec d'autres constantes que a, b. Savoir, nous écrirons oi, sous la 
forme 


r dr 2 dvi dr e 
Oih == ( Eh, + dry 3 ih =) + to RE 0 . (15.3) 


L'expression entre parenthèses s’annule par contraction, c’est-à-dire 
quand on fait la somme des composantes telles que i = #. Les quanti- 
tés n et & sont les coefficients de viscosité. Comme 
on le verra aux $$ 16 et 49, tous deux sont positifs: 


n>0, 60. (15,4) 
Les équations du mouvement d'un fluide visqueux peuvent être 


: 90; , . 
à présent déduites en ajoutant En au second membre de l’équation 
(4 
d’'Euler 


©; CIE à 
p (And) — 22e. 


De sorte qu'on obtient : 


ôp Q dv} dr 25 2) du} er 
= ton Un (aie du dt) } +2 (62). (5.5) 
Telle est la forme la plus générale des équations du mouvement d'un 
fluide visqueux. n et £ sont en général fonctions de la pression et de 
la température. Dans le cas général, p, T, et donc n, Ë, ne sont pas 
constants dans le fluide, et on ne saurait sortir n et & de sous le signe 
de dérivation. 
Néanmoins, dans la plupart des cas, la variation des coefficients 


de viscosité dans le fluide est insignifiante, si bien qu'ils peuvent 
être considérés comme constants. On a alors: 


dir _ (+ 9 dm 2 RATE. 2 du — 
Th Oz, OT; 07h 3 O0zj 0x, x 0 
LEURS è à 

LT Ozÿ, +(5+2 3) 0x dry 


02 3 ’ : 5 
Mais =divv, Fa = Avr. Aussi peut-on recopier l'équation du 


ont du fluide visqueux sous forme vectorielle : 
+ (vV) v] = — grad p + nAv + (o+ 2) graddivv. (15,6) 


Si le fluide peut être considéré comme incompressible, div v = 0, 
et le dernier terme du second membre dans (15,6) s’évanouit. Ainsi 


ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN FLUIDE VISQUEUX 65 


donc, l'équation du mouvement d’un fluide visqueux incompressible 
s'écrit : 

ôv 1 1 

ar TI —— grad p+— Av. (15,7) 
t p p 

C'est là l'équation de Navier-Stokes. Le tenseur des 

contraintes dans un fluide incompressible prend la forme simple: 
dvi OUR 


Oin = — pôu+n (2 +) . (15,8) 

On voit que, dans un fluide incompressible, la viscosité est 
décrite par un seul coefficient. Puisque, pratiquement, un fluide 
peut être très souvent considéré comme incompressible, d'ordinaire 
c'est précisément ce coefficient de viscosité n qui joue un rôle. Le 
rapport 


= 
es (15,9) 


est la viscosité cinématique (le coefficient n lui- 

même étant la viscosité dynamique). Voici les valeurs 

de n et v pour quelques fluides (à 20 °C) dans les unités absolues: 
n g/s°cm  v cm?/s 


Éd. sr 2 44.4 0,010 0,010 
ARS ace UE Hu de 1,8-10-1 0,150 
Alcool! ....... 0,018 0,022 
Glycérine . . . . . . 8,5 6,8 
Mercure . . . . . . . 0,0156 0,0012 


Mentionnons que la viscosité dynamique des gaz à une tempéra- 
ture donnée ne dépend pas de la pression. La viscosité cinématique, 
elle, est en raison inverse de la pression. 

La pression peut être éliminée de l'équation de Navier-Stokes 
comme on l'avait fait auparavant avec l'équation d’'Euler. A savoir, 
appliquant aux deux membres de l'équation (15,7) l'opération rot, 
on obtient [au lieu de l'équation (2,11) d’un fluide parfait]: 

_ rolv= rot(v X rot v)+v A rot v. (15,10) 

Il faut encore écrire les conditions aux limites des équations du 
mouvement d’un fluide visqueux. Entre la surface d’un corps solide 
et un fluide réel quelconque il existe toujours des forces de cohésion 
moléculaire dont l’effet est que la couche de fluide à même la paroi 
du corps y est retenue, comme si elle y était collée. Ceci étant, les 
conditions aux limites des équations du mouvement d'un fluide 


visqueux consistent à annuler la vitesse du fluide sur les parois 
solides fixes: 


v—0. (15,11) 


5—406 
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Soulignons qu'on exige ici la nullité de la composante normale et 
de la composante tangentielle de la vitesse, alors que les conditions 
aux limites des équations d’un fluide parfait n’exigent que la nullité 
de v, !. 

Dans le cas général d'une surface mobile v doit être égale à la 
vitesse de cette surface. 

Il est facile d'écrire l'expression de la force agissant sur la surface 
solide en contact avec le fluide. La force agissant sur un élément 
de surface n'est autre que le flux d'impulsion à travers cet élé- 
ment. Le flux d’impulsion à travers l'élément de surface dîf est 


Tin dfn = (pvivx — oin) dfr. 


Ecrivant df, sous la forme df, — n, df, n étant le vecteur unité de la 
normale à la surface et considérant que v = 0 sur la surface solide ?, 
on trouve pour la force P agissant sur l’unité d’aire de la surface 


P;= — Only = Pl — Cintre (15,12) 


Le premier terme est la pression usuelle du fluide, et le second re- 
présente la force de frotlement de viscosité agissant sur la surface. 
Soulignons que dans (15,12) n est le vecteur unité de la normale à la 
surface, extérieure par rapport au fluide, c’est-à-dire intérieure par 
rapport à la surface solide. 

Pour la surface de séparation de deux fluides immiscibles, les 
conditions sur cette surface expriment que les vitesses des deux 
fluides doivent être égales, et que les forces avec lesquelles ils agis- 
sent l’un sur l’autre doivent être de même grandeur et de sens contrai- 
res. La seconde de ces conditions s'écrit : 


noir + nf°oib =: 0, 
les indices 1 et 2 spécifiant les deux fluides. Les normales n‘? 
et n° sont opposées : nf! — — nf” —n;, de sorte qu'on peut écrire: 
rm OiR = 70. (15,13) 
A la surface libre du fluide doit être observée la condition 
Oinlr = Oiplia — pu = 0. (15,14) 
Voici, à titre de référence, les expressions des composantes du 


tenseur des contraintes et de l'équation de Navier-Stokes en coor- 
données cylindriques et sphériques. En coordonnées cylindriques 


1 Notons que la condition à la limite v = 0 ne peut, en général, être véri- 
fiée par des solutions de l’équation d’Euler. 

2 Lorsqu'on détermine la force agissant sur la surface, on considérera l'élé- 
ment de surface donné dans le référentiel où il est au repas. La force n'est simple- 
ment égale au flux d'impulsion que si la surface est fixe. 
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r, ®, z les composantes du tenseur des contraintes s’écrivent : 


av 1 dv drp Ep 
= TER PES . NT 
DR RE Grp ( op ANT r ) ! 
dv, dv, . 
0] Ur 4 L dv, CNT 
Gop = —P+2n ( . » Op: —N (+55) ; (15,15) 
es de, dv 
Su =—p+2 Sn (ie + Se): 


Les trois composantes de l'équation de Navier-Stokes et l'équation 
de continuité s'écrivent : 


CALE DE D ru 
sr es À 
tu ee En te 
PP 
+ De GE + LE v, DE = 
rt (GR ra 
à 
+++ 


En coordonnées sphériques r, @, 0 on a pour le lenseur des con- 
traintes : 


2 


Gr = —Pp+20 » 
1 y Le roc 
Ogp — — p+2n Enre dp RE a ) , 


Geo = —p—+2n (5e æ) : 


1 dv cul —+) (15,17) 
au (+ r 06 r J° 
1 do , 1 voctg 0 
res ôp + dB r É 


dy 14 à, ‘oo 
Genre 7): 


5% 
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et les équations du mouvement sont : 


V, 


dvr dÙr 
TE Ur or tr 0 Train 0 g 
1 dp 4 d(rv,) 4 0%v, 
+ SR + SE + 


= 7 por ôr gr? rè 
‘| drr , Ctg0 dr _ 2 dv 2 dy 2,  2ctg0 
«a r: sin 6 0° r?  dÙ r? 08 rsin0 ô® rè rè e| 4 
a ou ve ôvo Lo dre , Dre pt 0 
L r “68 | rsinO 6 r r on 


ve Le M ctge D 
r 


1 @ (roo) + 1 ve 
ET: 
r TL dp° 


Fe 
a ++ [+ Dr T7 007 


pr 06 

— RE ne rage], (5418) 
UN LUE 

2 ho (SE + + ane + 


Or ve 2vr 6 LEL 
+ 08 + de 2 ee 
Enfin, écrivons l'équation vérifiée par la fonction de courant 
b(z, y) pour l'écoulement bidimensionnel d'un fluide visqueux 
incompressible. Elle s'obtient en substituant = %, Uy = — ; 


z = © dans l'équation (15,10) 


7 np St Et FR — vAAy — 0. (15,19) 


$ 16. Dissipation d'énergie dans un fluide incompressible 


La viscosité entraîne la dissipation d'énergie, celle-ci étant 
transformée à la longue en chaleur. Le calcul de l'énergie dissipée 


est particulièrement simple pour un fluide incompressible 
L'énergie cinétique totale d’un fluide incompressible vaut: 


Ecn=£ | vedV. 
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Calculons la dérivée de cette énergie par rapport au temps. Ecri- 
vons à cet effet: 


à pr® dv; 
Go 2 Pi 
2 ee 11} : A 
et remplaçons la dérivée TE par son expression conformément 


à l'équation de Navier-Stokes : 


dv; dvi 1 ap 1 008 


ot Ok p ox; ri Ôrh | 


On obtient finalement : 
= — pv (WV) SEE 


ET 


vè P ôvi 
= —p(vV) (+ +) + div (vo’) — oi —— à 
(vo’) désigne ici le vecteur de composantes v0i,. Notant que dans 
un fluide incompressible div v=—0, on peut écrire le premier terme 
de droite sous forme de divergence : 


+= — div Lov (5+ 2) — (vo” )]-one n - (16,1) 


L'expression sous la divergence n'est rien d'autre que la densité 
du flux d'énergie dans le fluide. A savoir, le terme pv +) 
est le flux d'énergie lié au simple transport de la masse du fluide 
en mouvement, et coïncide avec le flux d'énergie dans un fluide 
parfait {cf. (10,5)]. Quant au second terme (vo), c'est le flux d'éner- 
gie lié aux precessus de frottement interne. En effet, la viscosité 
donne naissance au flux d’impulsion 6;,; le transport d’ impulsion 
est toujours lié au transport d'énergie, et le flux d'énergie s'obtient, 
évidemment, en multipliant le flux d’impulsion par la vitesse. 

Si l’en intègre (16,1) dans un volume V, on obtient: 


TS av= [os (5 +2) 00 ]21— | où Ja W. (16,2) 


Le premier terme du second membre détermine la variation de l'éner- 
gie cinétique du fluide dans le volume V du fait de la présence d’un 
flux d'énergie à travers la surface de ce volume. Le second terme 
(pris avec le signe contraire) représente donc la diminution de l’éner- 
gie cinétique dans l'unité de temps par suite de la dissipation. 

Si l’on étend l'intégration à tout le volume du fluide, l'intégrale 
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sur la surface s'évanouit (la vitesse s’annule à l'infini ?), et on ob- 
tient l'énergie dissipée dans l'unité de temps dans tout le volume 
du fluide sous la forme 

s . dvi 

Écin= — | où Stay. 


Dans les fluides incompressibles le tenseur oix est défini par l'ex- 
pression (15,8), de sorte que 


, dti __. dv; (7 au.) 
Gin ÔTk ee Ozx \Ozk "5 oz; ] * 
Il est facile de vérifier que cette expression peut s'écrire sous la 
forme 
ñ ( dvi CD } 
2 \ ox ôz; L 


De sorte qu'on trouve finalement pour la dissipalion d'énergie dans 
un fluide incompressible la formule suivante : 


Écn= + ( (2542) av. (16,3) 


La dissipation entraîne la diminution de l'énergie mécanique, 


c'est-à-dire qu'on doit avoir Te << 0. Comme, par ailleurs, l'inté- 
grale dans (16,3) est toujours positive, on conclut que le coefficient 
de viscosité n est toujours positif. 


Problème 


Pour un mouvement potentiel, transformer l'intégrale (16,3) en intégrale 
sur la surface délimitant la région du mouvement. 


Solution. Posant _ = Te et effectuant une intégration par parties, 
h é 
on obtient: 
d dr; \? dv; 
 ) PAL =— i— 
cine An Î (5) dé m | L CETA du. 


ou 
ne —n(m di. 


1 Nous considérons le mouvement du fluide dans un système de coordonnées 
où le fluide est au repos à l'infini. 

Ici et ailleurs dans des cas analogues. pour fixer les idées, nous parlons 
d'un volume de fluide infini, ceci ne signifiant nullement une restriction à la 
généralité. Ainsi, dans le cas d'un fluide contenu dans un volume à parois soli- 
des, l'intégrale sur la surface de ce volume s'annulcrait quand même par suite 
de la condition de nullité de la composante de Ja vitesse normale à la paroi. 
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$ 17. Ecoulement dans une conduite 


Envisageons quelques cas simples de mouvement d’un fluide 
visqueux incompressible. 

Soit le fluide compris entre deux plans parallèles se mouvant l’un 
par rapport à l’autre à vitesse constante u. Nous prendrons l’un 
d'eux pour plan x, z, et dirigerons l'axe des x suivant la vitesse u. 
Toutes les quantités ne dépendent, évidemment, que de la coordon- 
née y. et la vitesse du fluide est partout dirigée suivant l'axe des x. 
On déduit de (15,7) pour le mouvement stationnaire: 

Be LT 

dy dE 
(L'équation de continuité, elle, est identiquement vérifiée.) D'où 
p = const, v = ay + b. Pour y = 0 et pour y = k (h étant la dis- 
tance entre les plans) on doit avoir respectivement v = 0 et v = u. 
On en déduit: 


v=pu. (17,1) 


Ainsi. la distribution des vitesses dans le fluide est linéaire. La 
vitesse moyenne du fluide est définie par 


et vaut 
= U. (17,2) 


On déduit de (15,12) que la composante normale de la force agissant 
sur le plan est, comme il se doit, simplement p, et la force de frot- 
tement tangentielle (dans le plan y—0) vaut: 


ONG Re (17,3) 


(dans le plan y = À elle est de signe contraire). 

Puis, envisageons l'écoulement stationnaire d’un fluide entre 
deux plans parallèles fixes en présence d’un gradient de pression. 
Nous choisissons les coordonnées comme dans le cas précédent ; l'axe 
des x est dirigé dans le sens du mouvement du fluide. Les équations 
de Navier-Stokes donnent (la vitesse dépend, évidemment, de la 
seule coordonnée y): 

®v _12 ®_p 
DE né og 
La deuxième équation montre que la pression ne dépend pas de y, 
c'est-à-dire qu'elle est constante suivant l'épaisseur de la couche 
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de fluide entre les plans. Alors, le second membre de la première 
équation ne dépend que de x, et le premier membre, que de y. Il n’en 
est ainsi que si les deux membres sont constants. Si bien que 

dp 

“3 Const, 
c'est-à-dire que la pression est une fonction linéaire de la coordon- 
née zx suivant la direction du flux. Pour la vitesse, on a maintenant 


D SE Ve + ay +0. 


Les constantes a et b sont déterminées par les conditions aux limi- 
tes v—0 pour y—0 et y—h. On obtient finalement: 


4 _dP_ h? hk\2 = 
eee alle (9 
La vitesse varie donc suivant l'épaisseur de la couche de fluide 
suivant une loi parabolique, atteignant son maximum au milieu 
de la couche. La vitesse moyenne d'écoulement (sa moyenne suivant 
l'épaisseur du fluide) a encore pour définition v = APT le 
ri 
calcul donne 


vont Pr (17.5) 


Calculons encore la force de frottement agissant sur le plan fixe 


u=n% | La substitution de (17,4) donne 


h dp : 
Oy= 7 pe (17,6) 

Enfin, envisageons l'écoulement stationnaire d'un fluide dans une 
conduite de section arbitraire (la même suivant toute la longueur). 
Confondons l’axe des x avec celui de la conduite. Il est évident que 
la vitesse v du fluide est partout dirigée suivant l’axe des x et n’est 
fonction que de y et z. L'équation de continuité est identiquement 
vérifiée, et les composantes en y et z de l'équation de Navier-Stokes 
donnent de nouveau = 2 = = 0, c'est-à-dire que la pression est 
constante suivant la tion de la conduite. La composante en x 
de l'équation (15,7) donne 


dv dv __ 1 dp = 
Ta ne (70 
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On en déduit de nouveau que = const; le gradient de pression 
pourra s'écrire en conséquence sous la forme — ?2 ,; Ap étant la diffé- 


rence de pression aux extrémités de la conduite, / sa longueur. 

De sorte que la distribution des vitesses dans le fluide dans la 
conduite est déterminée par une équation bidimensionnelle du type 
Av = const. Cette équation doit être résolue avec la condition à la 
limite v = 0 sur le contour de la section de la conduite. Résolvons 
cette équation pour une conduite de section circulaire. Prenons 
l'origine au centre du cercle et introduisons des coordonnées polaires. 
On a, par raison de symétrie, v = v(r). Utilisant l'expression de 
l'opérateur de Laplace en coordonnées polaires, il vient: 

1 d ( æ) An 


CETTE 


On trouve en intégrant : 


,— — MP à 7 

D ne MED (17,8) 
La constante a doit être choisie nulle, puisque la vitesse doit être 
finie dans toute la section, centre compris. On détermine la constante 
b par la condition v = 0 pour r = R (R étant le rayon de la condui- 
te). En définitive: 


v= 2 (R—r) 3 (17,9) 


La vitesse est distribuée dans la section suivant une loi parabolique. 

J1 est facile de trouver la quantité (la masse) de fluide Q traver- 
sant en une seconde la section droite de la conduite (ce qu’on appelle 
le débit). L'élément annulaire 2nr dr de la section est traversé en 
une seconde par la quantité de fluide p-2nrv dr. Par conséquent, 


R 
Q=2np Î ru dr. 
0 


Eu égard à (17,9), on obtient : 


— AP pa 
Q—= I R1. (17,10} 
On voit que la quantité de fluide qui s'écoule est en raison de la 
quatrième puissance du rayon de la conduite (formule de Poi- 
seuille). 
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Problèmes 


1. Trouver l'écoulement d’un fluide dans un tuyau de section annulaire 
(de rayon intérieur RÀ;. extérieur R2). 

Solution. Ayant déterminé les constantes a et b dans la solution géné- 
rale (17,8) à partir des conditions v = 0 pour r — A, ct r = R2, on trouve: 


La quantité de fluide qui s'écoule est 


__3AP (hs n (RÈ — A5)? 
= Fee Æ d 
n R 


2. Même problème pour un tuyau de section elliptique. 
Solution. Cherchons la solution de l'équation (17,7) sous la forme 
v = Ay° + Bz° + C. Nous déterminerons les constantes 4, Z, C de la condi- 
tion que cette expression satisfasse à l'équation ct à la condition à la limite 
= 0 sur le contour de la section (c'est-à-dire que l'équation Ay° -|- B:*° -- 
» ou 


+ C = 0 doit coïncider avec l'équation du contour 5 +5 = 1, où « ct b 
sont les demi-axes de l’ellipse). On obtient finalement: 
L'AP ee. (1-55) 
“2m a?+b? a? b/]” 
Le débit est 
Q= ñrAp  a%b3 
7 4vl a2+b2 


3. Même problème pour un tuyau de section cn triangle équilatéral (de 
côté a). 

Solution. La solution de l'équation (17,7) s’annulant sur le contour 
triangulaire est 


hihohs, 
an 


ha, ho, hk3 étant les longueurs des trois hauteurs abaissées du point donné du 
triangle sur ses trois côtés. En effet, chacun des laplaciens Ah;, Ah», Ah; (avec 


9? 9? 
SR 3 
h1, k2, k3 peut servir de coordonnée y ou :, et que l'application de l’opérateur 
de Laplace à une coordonnée donne zéro. De sorte qu'on a: 


Ahihohs = 2 (haVhoVha + hoVhaVhs + h3VhaVho). 


Or, Vhy = 0, Vhe = ne, Vhs = n3, où n,, n2, n, sont les vecteurs unités des direc- 
tions des hauteurs k;, k:, hk:. Les vecteurs n,, n:, n, forment deux à deux un 
9 


) est nul; cela résulte déjà du fait que chacune des hauteurs 


angle de = . de sorte que VhiVh2 = nin, = cos 73 = + . etc., et on obtient 
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1 
CL 


la relation 


Ahihioha = (hs the khy)= 2, 


2 


à l'aide de laquelle on s'assure que l'équation (17,7) est bien observée. Le 
débit cest 
__ V3afap 
320 
4. Un cylindre de rayon R, glisse parallèlement à son axe avec la vitesse u 
dans un autre cylindre coaxial de rayon A: ; déterminer le mouvement du fluide 
remplissant l’espace entre les deux cylindres. | 
Solution. Prenons des coordonnées cylindriques d'axe des z confondu 
avec celui du cylindre. La vitesse est partout dirigée suivant l'axe des z et 
dépend (ainsi que la pression) de la seule coordonnée r: 


v, =v (r). 
On obtient pour v l'équation 


(le terme (vV)v 0% s'évanouit identiquement). Utilisant les conditions aux 
limites v=u pour r—R;, et v—0 pour r— A, on obtient : 


La force de frottement agissant sur l'unité de longueur de chacun des cylindres 
vaut 2nnu/ln (R:/R;). 

5. Une couche de fluide (d'épaisseur k) est limitée supérieurement par 
sa surface libre, et inférieurement par un plan incliné fixe d'angle & avec l'hori- 
zon. Déterminer Je mouvement du fluide sous 2 
l'action du champ de pesanteur. / 

Solution. Prenons le plan incliné pour le ; 
pre 2, Y, l'axe des x sera dirigé suivant la direction ( 

e l’écoulement du fluide, et l'axe des : perpendi- L 
culairement au plan x, y (fig. 6). Cherchons la 


solution ne dépendant que de la coordonnée :. Les y À 
équations de Navicr-Stokes avec v, = v(s)stipu 7777 
lent en présence du champ de pesanteur : Ée z 
d?v , dp 
ns +Pgsina—0, Te TPE cos a — 0. Fig. 6 
A la surface libre (: — h) doivent être vérifiées les conditions 6,, = —p = 


(7 . . : 
SF Putmenis 0 (po est la pression atmosphérique). Pour : = 0 on doit 
avoir & — 0. La solution satisfaisant à ces conditions est 


_ pEsina 


PORN. PSS 


2(2h— 2). 
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La quantité de fluide qui s'écoule dans l'unité de temps à travers la section 
transversale de la couche (rapportée à l'unité de longueur suivant l'axe des y} 
h 


s'écrit Q@=p | v ds et est égale à 
c) 


_ pghSsin a 
es 3v d 

6. Déterminer la loi de la chute de pression le long d’un tuyau de section 
circulaire qui est le siège d'un écoulement isotherme d'un gaz visqueux parfait 
(avoir en vue que la viscosité dynamique n du gaz parfait ne dépend pas de sa 
pression). 

Solution. Dans chaque petite région du tuyau le gaz peut être considéré 
comme incompressible (pourvu que le gradient de pression ne soit pas trop 
grand), ce qui permet d'appliquer la formule (17,10), conformément à laquelle 


Mais aux grandes distances p varie, et la pression n'est pas une fonction 
linéaire de x. En vertu de l'équation de Clapeyron, la densité du gaz est p — 


LL Te (m étant la masse de la molécule, & la constante de Boltzmann), de sorte 


sp (for) 4 
dr \mmRt}p 


(le débit Q@ du gaz à travers toute la section du tuyau doit, évidemment, être 
le même, que le gaz soit ou non incompressible). On en déduit : 


46nQ4T 
PPS ne 


(P2, P1 étant les pressions aux extrémités du tronçon de tuyau de longueur /). 


$ 18. Mouvement d’un fluide entre deux cylindres tournants 


Considérons le mouvement d'un fluide compris entre deux cylin- 
dres infinis coaxiaux tournant autour de leur axe avec les vitesses 
angulaires Q, et Q.; soient R; et R: les rayons des cylindres, avec 
R: > R;. Choisissons les coordonnées cylindriques r. z, ® d'axe des 
z confondu avec celui des cylindres. Par raison de symétrie. il est 
évident que 

v=vr=0, rvo=v(r); p=pi(r) 
L'équation de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques donne dans 
le cas envisagé deux équations: 


dp __ vu? 


ie 0. (18,2) 


drè 
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La seconde d'entre elles a des solutions du type r"; la substitution 
de la solution sous cette forme donne nr = + 1, si bien que 


v=ar+b. 


Les constantes a et b se déduisent des conditions aux limites en vertu 
desquelles la vitesse du fluide sur les surfaces cylindriques interne 
et externe doit être égale à celle du cylindre correspondant: & = 
= RQ: pour r = R;, v = RAA: pour r = FR+. On obtient finale- 
ment la distribution des vitesses sous la forme 
0 R3 — Q1R3 Qy—Q2) RIRE 1 
UV = Sr z T + SERRE = ps . (18,3) 


La distribution de la pression s’en déduit conformément à (18,1) 
par une simple intégration. 

Lorsque Q, = Q: = Q, on obtient simplement v = Qr, c'est-à- 
dire que le fluide tourne comme un tout avec les cylindres. En l'ab- 
sence de cylindre extérieur (Q: = 0; R: — co) on obtient 

= 
r 

Déterminons encore le moment des forces de frottement agissant 
sur les cylindres. Sur l'unité d'’aire du cylindre interne agit une force 
de frottement tangente à la surface et égale, en vertu de (15,12), à la 
composante 0° du tenseur des contraintes. On trouve à l’aide des 
formules (15,15) : 


Ge) 
Grol,_, =N\à r 


£a force agissant sur l'aire de l'unité de longueur du cylindre s’en 
déduit en multipliant par 2x1R:, et le moment À/; de ces forces, en 
multipliant encore par R;. On obtient: 


= —29 MR, 
r=Ri RE IE 


Ann (O1 —Q2) RIRE 
M,= — SR . (18,4) 
Le moment M, des forces agissant sur le cylindre extérieur est, de 
toute évidence, —M.. 

Le problème du mouvement d'un fluide visqueux dans l’espace 
entre deux cylindres coaxiaux tournants a servi de base à la théorie 
hydrodynamique de la lubrification IN. Pétrov (1883)] 1. 

La remarque générale suivante peut être faite au sujet des solu- 
tions des équations du mouvement d’un fluide visqueux déduites 


1 On trouvera la solution du problème plus complexe du mouvement d'un 
fluide visqueux dans l'espace étroit entre deux cylindres excentriques d'axes 
parallèles dans: N. Kotchine, I. Kihel, N. Rozé, llydromé- 
+<anique théorique, deuxième partie, Moscou, 1963 (en russe) 
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dans ce paragraphe et dans le précédent. Dans tous ces cas le terne 
non linéaire (v\) v disparaît identiquement des équations qui déter- 
minent la distribution des vitesses, de sorte qu'on a en fait à résoudre 
des équations linéaires, ce qui facilite considérablement le problème. 
Pour cette même raison, toutes ces solutions vérifient aussi identi- 
quement les équations du mouvement d'un fluide incompressible 
parfait écrites, par exemple, sous la forme (10,2), (10,3). C'est aussi 
pour cela que les formules (17,1) et (18,3) ne contiennent pas de 
coefficient de viscosité. Le coefficient de viscosité n'est contenu que 
dans les formules telles que (17,9), qui lient la vitesse et le gradient 
de pression dans le fluide, la présence même du gradient de pression 
étant liée à la viscosité du fluide; un fluide parfait pourrait s'écouler 
dans une conduite mème en l'absence de gradient de pression. 


$ 19. Loi de similitude 


Etudiant le mouvement des fluides visqueux, on peut obtenir 
un certain nombre de résultats fondamentaux à partir de considé- 
rations simples liées aux dimensions des diverses grandeurs physi- 
ques. Envisageons un type de mouvement déterminé quelconque. 
Tel peut être, par exemple, le mouvement d’un corps de forme donnée 
dans un fluide. Si ce n'est pas une boule, il faudra spécifier dans 
quelle direction il se meut; par exemple, mouvement d’un ellipsoïde 
dans la direction de son grand axe, ou de son petit axe, etc. Il peut 
s'agir encore de l'écoulement d’un fluide dans une région délimitée 
par des parois de forme déterminée (dans un tube de section donnée, 
etc.). 

Nous appellerons des corps de même forme des corps géométrique- 
ment semblables; ils se déduisent l’un de l’autre en multipliant 
toutes les dimensions linéaires par un même nombre. Dès lors, si 
la forme du corps est donnée, pour déterminer complètement les 
dimensions il suffit d'indiquer une quelconque de ses dimensions 
linéaires (rayon d'une boule ou d’un tuyau cylindrique, l’un des 
demi-axes d’un ellipsoïde de révolution d’excentricité donnée, etc.). 

Nous considérerons des mouvements stationnaires. Aussi, s'il 
s'agit, par exemple, de l'écoulement d’un fluide autour d’un corps 
solide (pour fixer les idées, nous envisagerons ce cas dans la suite), 
la vitesse du courant incident devra-t-elle être constante. Nous 
supposerons le fluide incompressible. 

Parmi les paramètres caractérisant le fluide lui-même, seule 
entre dans les équations hydrodynamiques (équation de Navier-Sto- 


kes) la viscosité cinématique v = 1; Jes fonctions inconnues, qui 
devront être déterminées en résolvant les équations, sont alors la 
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vitesse v et le rapport de la pression p à la constante p. En outre, 


l'écoulement du fluide dépend, par l'intermédiaire des conditions 
à la limite, de la forme et des dimensions du corps qui se déplace 
ainsi que de sa vitesse. La forme du corps étant supposée donnée, 
ses propriétés géométriques sont déterminées par une seule dimension 
linéaire, quelle qu'elle soit, que nous désignerons par L. Soit encore 
u la vitesse du courant incident. 

Ainsi donc, chaque type de mouvement d’un fluide est déterminé 
par trois paramètres : v, u, L, de dimensions: 


[vl=cm?/s, [l]—cm, [u]—cm/s. 
Il est facile de s'assurer qu’une seule combinaison sans dimensions 
Æ. Cette 
combinaison est appelée nombre de Reynolds et notéeR: 


indépendante peut être formée avec ces grandeurs, savoir 


HP, (19,1) 


Tout autre paramètre sans dimensions peut étre écrit sous forme de 
fonction de R. 

Nous mesurerons les longueurs en unités L. la vitesse en unités u, 
c'est-à-dire que nous introduirons les grandeurs sans dimensions 
r v S . . ° 
Hire Le seul paramètre sans dimensions étant le nombre de Rey- 
nolds, il est clair que la distribution des vitesses déduite en résolvant 
les équations hydrodynamiques est déterminée par des fonctions 
de la forme 


v=uf (+; R) | (19,2 


Cette expression montre que si l'on a deux écoulements différents 
de même type (écoulements de fluides de différentes viscosités autour 


de boules de différents rayons), les vitesses _ sont des fonctions 


. . r ° . a 
identiques du rapport, pourvu que ces écoulements aient mème 


nombre de Reynolds. Des écoulements pouvant être déduits l’un 
de l'autre par un simple changement de l'échelle de mesure des 
coordonnées et des vitesses sont dits semblables. De la sorte, des 
écoulements de mêmes type et nombre de Reynolds sont semblables 
(loi de similitude; O. Reynolds, 1883). 

Une formule analogue à (19,2) peut être écrite pour la distribu- 
tion de la pression dans le fluide. A cet effet, on formera avec les 
paramètres v, {, u une grandeur quelconque ayant les dimensions 
de la pression divisée par p ; nous prendrons pour telle, par exemple, 
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u?. On pourra alors affirmer que a sera fonction de la variable 


r s . . 
T7 © du paramètre sans dimensions R. De sorte que 


p=puf(T,R). (19,3) 


Enfin, des considérations analogues s'appliquent aux grandeurs 
caractérisant l'écoulement du fluide, mais qui ne sont plus des 
fonctions des coordonnées. Telle est, par exemple, la force de résis- 
tance F éprouvée par le corps. En l'occurrence, on peut affirmer 
que le rapport sans dimensions de F à une quantité ayant les dimen- 
sions d’une force formée avec v, uw, !, p doit être une fonction du 
seul nombre de Reynolds. Cette combinaison pourra être, par exem- 
ple, le produit pu*l. Alors, 


F= pu*l?f (R). (19,4) 


Si l'influence de la force de pesanteur sur le mouvement est 
notable, le mouvement n’est plus déterminé par trois paramètres, 
mais par quatre: !, u, v et l'accélération de la pesanteur g. On peut 
former maintenant avec ces paramètres deux combinaisons sans 
dimensions indépendantes au lieu d'une. On pourra prendre pour 
telles le nombre de Reynolds et le nombre de Froude, qui 
vaut : 


sans dimensions 


=: (19,5) 


Dans les formules (19,2) à (19,4) la fonction f dépend maintenant 
de deux paramètres (R et F), et non d’un seul, et des écoulements 
ne sont semblables qu'en cas d'égalité de ces deux nombres. 

Enfin, disons quelques mots des mouvements non stationnaires. 
Un mouvement non stationnaire de type déterminé est caractérisé, 
outre v, u, l, encore par la valeur d’un laps de temps +, caractéristi- 
que de ce mouvement, qui détermine la variation du mouvement 
dans le temps. Ainsi, au cours d’oscillations suivant une certaine loi 
d'un corps solide de forme déterminée plongé dans un fluide, ce 
temps peut être la période des oscillations. Ici encore on peut former 
à partir des quatre quantités v, u, !, t deux combinaisons sans 
dimensions indépendantes et non une, disons le nombre de Reynolds 
et le nombre 

=, (19,6) 
appelé parfois nombre de Strouhal. La similitude des 
mouvements a lieu dans ces cas-là lorsque ces deux nombres sont 
égaux. 
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Si les oscillations dans le fluide naissent spontanément (et non 
sous l’action d'une force extérieure donnée), pour un mouvement 
de type donné S sera une fonction déterminée de R: 


S—f(R). 


$ 20. Formule de Stokes 


L'équation de Navier-Stokes se simplifie notablement dans le cas 
de mouvements à nombre de Reynolds petit. Pour le mouvement 
stationnaire d’un fluide incompressible cette équation s'écrit 


(W\)v = — grad p +- + Av. 


u? 
l 
sens qu'au $ 19. L'expression nu Av, elle, est de l’ordre de grandeur 


Le terme (vV) v a pour ordre de grandeur —, où u et l'ont le même 


At .. 12 # + 
de GE Le rapport de la première quantité à la seconde est précisé- 


ment le nombre de Reynolds. Ceci étant, pour des nombres de Rey- 
nolds petits on peut faire abstraction du terme (vŸ) v, et l'équation 
du mouvement se réduit à l'équation linéaire 


nAv — grad p —0. (20,1) 
Avec l'équation de continuité 
divv=0, (20,2) 


elle détermine complètement le mouvement. Il est aussi utile de 
noter l'équation 


Arot v=0, (20,3) 


qui s'obtient en appliquant l'opération rot à l'équation (20,1). 

Envisageons, à titre d'exemple, une boule en mouvement recti- 
ligne uniforme dans un fluide visqueux. Le problème du mouvement 
de la boule est, évidemment, tout à fait équivalent à celui de l'écou- 
lement autour de cette boule immobile d'un fluide ayant à l'infini 
une vitesse donnée u. La distribution des vitesses dans le premier 
problème se déduit de la solution du second problème en retranchant 
simplement la vitesse u; alors le fluide est immobile à l'infini, et la 
boule se déplace avec la vitesse —u. Si l’on considère le mouvement 
comme étant Stationnaire, il faudra, bien sûr, considérer que c'est 
du fluide en chaque point de l'espace varie au cours du temps si 
c'est la boule qui se déplace. 


6—106 
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De sorte qu'on doit avoir à l'infini v = u; écrivons v sous la 
forme v’ + u, v’ s’annulant à l'infini. Comme div v = div v’ = Ü, 
v' peut s’écrire sous forme du rotationnel d'un vecteur: v = rot À + 
-- u. Puis, on sait que le rotationnel d'un vecteur polaire est un 
vecteur axial, et vice versa. Comme la vitesse est un vecteur polaire 
ordinaire, À doit être axial. Par ailleurs, la vitesse v, et donc A, 
ne dépend que du rayon vecteur variable r (l'origine des coordonnées 
est prise au centre de la boule) et du paramètre u; ces deux vecteurs 
sont polaires. Puis, le vecteur À doit dépendre, de toute évidence, 
linéairement de u. Or, le seul vecteur axial de ce genre qu'on puisse 
construire pour un corps entièrement symétrique comme la boule 
à partir de deux vecteurs polaires est le produit vectoriel r X u. 
Donc A doit être de la forme f’(r)n X u, f’(r) étant une fonction 
scalaire de r, et n le vecteur unitaire dans la direction du rayon 
vecteur. Le produit f’(r)n peut s'écrire sous la forme du gradient 
Ÿ f(r) d’une autre fonction f (r), si bien que la forme générale de A 
est Vf X u. On peut donc chercher la vitesse sous la forme 


v'=rotVfx u. 
Comme u—const, on peut écrire : 
Vfxu=rotfu, 


de sorte que 
v=rotrot fu +u. (20,4) 


Pour déterminer la fonction f, nous utiliserons l'équation (20,3). 
On a: 


rotv -rot rot rot fu = (grad div — A) rot fu = — A rot fu. 
C'est pourquoi (20,3) prend la forme 
A? rot fu — 0 


ou bien, si l’on se rappelle que u-- const, 
A (VJ X u) =: A grad f X u = 0. 


Il en résulle qu'on doit avoir 
A grad f — 0. (20,5) 


La première intégration donne 
A?f = const. 
Il est facile de voir que la constante doit être nulle. En effet, la 
vitesse v doit s’annuler à l'infini; ceci est d'autant plus vrai pour 


ses dérivées. L'expression A°f, elle, contient les dérivées quatrièmes 
de f, alors que la vitesse elle-même s'exprime au moyen des dérivées 


secondes de f. 
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Ainsi donc: 
D'où 


La deuxième des deux constantes a et À doit être prise nulle pour 
2 
que la vitesse s’annule à l'infini. On déduit de Aj=+ 


f=ar+ +. (20,6) 


La constante additive dans f a été omise en lant qu'inessentielle 
(la vitesse est déterminée par les dérivées de f). 
La substitution dans (20,4) donne après un calcul simple 


PRE a teen) +b 22 mu : 


(20,7) 


Les constantes a et b devront être déterminées à partir des con- 
ditions aux limites: sur la surface de la boule (r—ÆR), on doit 
avoir v—0: 
un (un) 3n (un)—u 
nr RS TPE — = (. 


Cette égalité devant avoir lieu pour n arbitraire, les coefficients 
de u et de n(un) doivent être nuls séparément : 


a b b 
+ —1=0, tr" 0. 
D'où 
3 R3 
RTS RS 
De sorte qu’on obtient en définitive : 
3 R3 

Î= Rr+ mr. (20,8) 

3 R3 u—3 
= — TR CSS se u n (un) Lu, (20,9) 


ou bien sous forme de composantes en coordonnées sphériques 


R 3 
v, — ucos 0 [it 
3R mA (20,10) 


vo = —usin0 [1 un 


G* 
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Ceci détermine la distribution des vitesses autour de la boule 
mobile. Pour trouver la pression, substituons (20,4) dans (20,1): 


grad p = nAv = 1A rot rot fu — nA (grad div fu — uAf). 
Or, Af—0, et 
grad p — grad (nA div fu) =: grad (nu grad A/). 
D'où 
p = mu grad Af + Po (20,11) 


(Po est la pression du fluide à l'infini). Substiluant f, on obtient 
l'expression définitive 


P= Po— 3e R. (20,12) 


A l'aide des formules déduites on peut calculer la force de pres- 
sion F du fluide en écoulement sur la boule (ou, toutes choses égales, 
la force de résistance éprouvée par la boule qui se déplace dans le 
fluide). Introduisons pour cela les coordonnées sphériques d’axe 
polaire confondu avec la vitesse u; par raison de symétrie, toutes 
les grandeurs ne dépendront que de r et de l'angle polaire 0. Il est 
évident que la force F est dirigée suivant la vitesse u. La valeur 
absolue de cette force peut être trouvée à l'aide de (15,12). Détermi- 
nant à partir de celte formule les composantes (suivant la normale 
et la tangente à la surface) de la force appliquée à l'élément de surface 
de la boule, et projetant ces composantes sur la direction de u, on 
trouve : 


= Î (— pcos0 + 0}, cos 0 — ao sin 0) df, (20,13) 


l'intégralion étant effectuée sur loute la surface de la boule. 
Substituant M (20,10) dans les formules 


1 © dE v 
cmd, dom (+842) 


[cf. (15,17)], on trouve que sur la surface de la boule 


; , à 
Or —0, = — 7 usin 0, 


et que la pression (20,12) p = po — qe cos 6. C’est pourquoi l’inté- 
grale (20,13) se ramène à l'expression 


ane 
= | d. 
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ou, en définitive! 
F = 6nRru. (20,14) 


Cette formule (appelée formule de Stokes) détermine la force de 
résistance éprouvée par une boule en mouvement lent dans un fluide. 
Notons que la force de résistance est en raison de la vitesse et des 
dimensions linéaires du corps ?. 

Ce caractère de la dépendance de la résistance par rapport à la 
vitesse et aux dimensions subsiste pour le mouvement lent de corps 
mobiles d’autres formes. La direction de la force de résistance éprou- 
vée par un corps de forme arbitraire ne coïncide pas avec la direction 
de la vitesse; dans le cas général, la dépendance F de u peut être 
mise sous la forme 

Fi— au, (20,15) 


ain étant un tenseur de rang deux indépendant de la vitesse. Il est 
essentiel qu'il soit symétrique (a;, — a,;); cette assertion (vraie 
à l'approximation linéaire par rapport à la vitesse) est un cas parti- 
culier d'une loi générale en vigueur pour les mouvements lents 
accompagnés de processus dissipatifs (cf. par exemple, V, $ 123). 

La solution du problème de l'écoulement que nous avons obtenue 
ne s'applique plus à des distances suffisamment grandes de la boule, 
bien que le nombre de Reynolds soit petit. Pour s'en assurer, évaluons 
le terme (vV)v négligé dans (20,1). Aux grandes distances la vitesse 


est u. Pour ce qui est des dérivées de la vitesse à ces distances, elles 
« , ul 
sont, comme le montre (20,9), de l'ordre de grandeur de + . De sorte 


u2R : 
que (vF) v est de l’ordre de grandeur de Sat Les termes conservés 


dans (20,1) sont de l’ordre de _ , tel, par exemple, + VP len vertu 


l Ayant en vue quelques applicalions ullérieures, indiquons que si l'on 
fait les calculs en se servant de l'expression (20,7) de la vitesse avec des constan- 
tes a, b indéterminées, on obtient 

F -Snanu. (20, 14a) 


2 La force de résistance peut aussi être calculée pour un ellinsoïde à trois 
axes quelconque en mouvement lent. On pourra trouver les formules correspon- 
dantes dans le livre: H. Lamb, Hydrodynamics, $ 3349, Cambridge, 1932. 
Indiquons ici les expressions limites pour un disque circulaire plan (de rayon A) 
qui «e déplace normalement à son plan: 


F=16nRu, 
et pour un tel disque glissant dans son plan: | 
32 
F=— “ Au. 


EX 
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de (20,12)]. La condition 


n'est vérifiée qu'aux distances 
v 
LE ra 


où v — n/p. Aux distances supérieures, les abstractions faites ne 
sont plus légitimes et la distribution des vitesses déduite est fausse. 

Pour obtenir la distribution des vitesses aux grandes distances 
du corps le terme (vT)v négligé dans (20,1) doit être retenu. Comme 
la vitesse v diffère peu de u aux grandes distances, on peut écrire 
approximativement (uf) au lieu de (vV). On obtient alors pour la 
vitesse aux grandes distances l’équation linéaire 


(uV) v = . Vp-+ vAy (20,16) 


(Oseen, 1910). 

Nous passerons ici sur la résolution de cette équation dans le cas 
de la boule !. Contentons-nous d'indiquer qu'à l’aide de la distri- 
bution des vitesses ainsi obtenue on peut déduire une formule plus 


précise pour la force de résistance éprouvée par la boule (le terme 
suivant du développement de cette force d’après le nombre de Rey- 


nolds #) . Cette formule stipule =: 


3Ru 
F= Gamul (1+ . )- 
Enfin, disons encore que, résolvant le problème de l'écoulement 
autour d’un cylindre infini d'un fluide se déplaçant perpendiculaire- 
ment à la génératrice, il faut, tout d'abord, résoudre l'équation 
d'Oseen [l'équation (20,1), elle, n'a pas dans ce cas de solution 
satisfaisant aux conditions aux limites sur la surface du corps et 


(20,17) 


1 Les calculs sont faits en détail pour la boule ct le cylindre dans: 
N. Kotchine, 1. Kibel., N. Rozé, Hydromécanique théorique, 
deuxième partie, chap. 11, $$ 25, 26, Moscou, 1963 (en russe). 

2 De prime abord, il pourrait sembler que l'équation d’Oseon, qui n'apporte 
pas une correction à la distribution des vitesses aux petites distances, ne con- 
vienne pour un calcul exact du terme correctif dans la force de résistance. Mais, 
en réalité, la circonstance suivante doit être prise en considération. L'apport 
à la force F lié au mouvement du fluide aux petites distances (pour lesquelles 
u € v/r) doit se développer d’après les puissances du vecteur u. C'est pourquoi 
le premier terme correctif non nul dû à cet apport à F sera proportionnel à uu*, 
c'est-à-dire qu'il donne une correction du second ordre d’après le nombre de 
Reynolds ct, de cette façon, n'intervient pas dans la correction du premier ordre 
dans la formule (20,17). Quant au calcul des corrections suivantes à la formule 
de Stokes à l’aide de l'équation d'Oscen, il est impossible. 
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s'annulant en même temps à l'infini]. La force de résistance rappor- 
tée à l'unité de longucur du cylindre est 


on Anne à | 
fre ou 20:18) 
——C—In— 
= IV 


€ = 0,577 … étant le nombre d’Euler. 


Problèmes 


1. Détcrininer le mouvement d’un fluide remplissant l’espace entre deux 
sphères concentriques (de rayons À, et R2; R2 >> Ri) en rotation uniforme autour 


de différents diamètres avec les vitesses anguluires Q, et Q: (les nombres de 


Q,R? LE 4 Pe 
Reynolds ar et 7 sont petits devant l'unité) 


Solution. En vertu de la linéarité des équations, on peut considérer 
le mouvement entre les deux sphères tournantes comme la superposition de 
deux mouvements, alors que l’une des sphères est au repos et l'autre tourne. 
Posons d’abord Q@, = U, seule tournant la sphère interne. 11 est bien naturel 
que la vitesse du fluide en chaque point soit dirigée suivant la tangente à la 
circonférence de centre sur l'axe de rotation et de plan perpendiculaire à cet 
axe. Mais en vertu de la symétrie axiale, par rapport à l’axe de rotation, la 
pression ne saurait avoir de gradient dans cette direction. Aussi l'équation du 
mouvement (20,1) prend la forme 


Av=0. 


La vitesse angulaire Q, est un vecteur axial. Un raisonnement analogue 
à celui du texto montre qu'on peut chercher la vitesse sous la forme 


v= rot Q1f (r) = Vf x Q:. 


L'équation du mouvement donne alors grad Af X @, — U; comme Île 
vecteur grad A/f cest dirigé suivant le rayon vecteur, et que le produit r X @, 
ne saurait être nul pour @, donné ct r arbitraire, on doit avoir grad Af = 0, si 
bien que 

Af= const. 
il vient en intégrant 


b 
j=an+, V= (+ 22) Qxr. 


Les constantes a et b sont délerminées à partir des conditions v = 0 pou r = 
= Rictv = upourr = R,.u = Q, X r étant la vitesse des points de la sphère 
tournante. On trouve en définitive : 

R3R3 1 1 
Rens) ex 
La pression dans le fluide reste constante (p— po). On obtient de la même 


façon pour le cas où c'est la sphère extérieure qui tourne, la sphère interne 
étant au repos (Q; —0): 


v 


R3R3 [4 1 
VAR RE (>) QXr. 
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Dans le cas général où les deux sphères tournent : 


RYR3 1 1 fu ; 
ee Um) ere (gs) ex 
Si l'on n'a pas de sphère extérieure (Ro — 00, Qo 0), c'est-à-dire si l’on 
eu simplement une sphère de rayon ÆÀ tournant dans un fluide illimité, 
alors 
RS 
= Qxr. 


Calculons le moment des forces de frottement agissant alors sur la sphère. Si 
l’on choisit des coordonnées sphériques d’axe polaire confondu avec @, on 


a vtr 20, y =vT ee sin 0. La force de frottement agissant sur 


l'unité d'aire de la sphère vaut 


, ] : 
cp -1 (5-7) = — 39 sin 0. 


r=R 


Le moment total des forces de frottement agissant sur la sphère est 
x 


M- Î alt sin 0-22 sin 0 dO, 
) 


d'où 
M = —S8nn/3:. 

En l'absence de sphère interne, v = @ X r. c'est-à-dire que le fluide tour- 
ne simplement comme un tout avec la sphère qui le contient. 

2. Déterminer la vitesse d’une goutte de fluide sphérique (de viscosité n°) 
se déplaçant sous l’action de la pesanteur dans un fluide de viscosité n (/ib- 
tchinsky, 1911). 

Solution. Scrvons-nous du système de coordonnées dans lequel la 
goutte est au repos. Pour le fluide à l'extérieur de la goutte nous chercherons 
de nouveau la solution de l'équation (20,5) sous la forme (20,6), de sorte que la 
vitesse a la forme (20,7). Quant au fluide à l’intérieur de la goutte, on devra 
chercher une solution sans point singulier pour r —0 (en outre, devront aussi 
bien rester finies les dérivées secondes de f qui déterminent la vitesse). Cette 


solution générale est 


à quoi correspond la vitesse 

= — Au Br°{[n (un) —2u]. 
A la surface de la sphère ! devront être vérifiées les conditions suivantes. Les 
composantes normales de la vitesse de la matière à l'extérieur [v®] et à l'inté- 


1 On peut faire abstraction de la variation de la forme de la goutte lors 
de son déplacement, étant donné que c'est un effet d'ordre supérieur. 

Toutefois, il faudra avoir en vue que la goutte mobile n'est pratiquement 
sphérique que si la tension superficielle sur sa frontière l'emporte sur les 
forces dues à la non-uniformité de la pression, qui ont pour effet d'altérer la 
forme sphérique. Cela signifie qu'on devra avoir D _ (æ étant la tension 


superficielle), ou, substituant u = AR°gp/n: 


R«V <=. 
e 
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rieur {vth] de la goutte doivent être nulles: 


pl) = y) 0, 


La composante tangenticlle de la vitesse doit être continue: 
Ai) __,,(€) 
Lg —P0 


; 
il doit en être de même pour la composante 6-9 du tenseur des contraintes : 


i e 
510 = 0% 
(on peut ne pas écrire la condition d'égalité des composantes a, du tenseur 
des contraintes, car elle détcrminerait la vitesse cherchée #, laquelle peut être 
déduite plus facilement comme dans ce qui suit). On déduit des quatre condi- 
tions mentionnées quatre équations pour les constantes a, b, À, 1}, dont la réso- 
lution donne: 


D] , , 

2n + 3n n n 

RAI, = RS, A BR" ——, 
A(m+-1) 4m in) 2MmHn) 


Pour la force de résistance on obtient, en vertu de (20,14a) : 


Mn-L3n 
F=21unR EL ; 
nn 
Lorsque 7 — (cas d'une bille solide), cette formule se réduit à la formule de- 
Stokes. Dans l’autre cas limite où n° —- U (bulle de gaz), on obtient F - 4nun/i, 
cons que la force de résislance est égale aux deux tiers de celle du cas 
de la bille. 


A; 
Egalant F à la force de pesanteur + R%(p—p")g agissant sur la goutte, on 


trouve: 
u — 2e (p—p") (A +n) 
3n (2n-1-3n") 

2. Deux disques circulaires plans (de rayon RÀ) sont disposés parallèlement 
l'un au-dessus de l'autre à faible distance ; l'espace centre les disques est renipli 
de fluide. Les disques se rapprochent l'un de l'autre à vitesse constante «# tout 
en chassant le fluide. Trouver la résistance éprouvée par les disques (0. Rey- 
nolds). 

Solution. Choisissons les coordonnées cylindriques d’origine au centre 
du disque inférieur (supposé immobile). Le mouvement du fluide est à symétrio- 
axiale, et, la couche de fluide étant mince, il est pratiquement radial (, & v,), 


à on 06 2 + 
avec TT + . Ceci étant, les équations du mouvement prennent la forme 
dv 9p 9p 
D ur “où à (9) 
1 Ofre,) , db, : 
Fo tas e» 


uvec les conditions aux limites : 
pour 2—0: =, —0, 
pour 2—h! vw, :0, v, = —u, 
pour r—R: p—" 
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{2 est la distance entre les disques, po la pression extérieure). On déduit des 
équations (1): 


ui fr = hd (- dp 
Or dr F7 A2nr dr Te): 


d'où 
3nu nn, 
bp= Pot (R2—r?). 


La [force de résistance totale agissant sur la plaque vaut: 


__ 3nnuRt 
Fes —- 


$ 21. Sillage laminaire 


Lorsqu'un fluide visqueux est en écoulement stationnaire autour 
d'un corps solide, cet écoulement possède aux grandes distances 
derrière le corps un caractère spécifique qui peut être étudié sous 
forme générale indépendamment de la forme du corps. 

Désignons par U la vitesse constante du fluide incident (nous 
prendrons l'axe des x suivant la direction de U, avec l'origine en 
un point intérieur du corps). Nous noterons la vraie vitesse du fluide 
en chaque point U + v; à l'infini v s’annule. 

On constate qu'aux grandes distances derrière le corps la vitesse 
v n'est notablement non nulle que dans une région relativement 
étroite autour de l’axe des x. C'est dans cette région, appelée silla- 
ge laminaire!, que se retrouvent les particules fluides 
se mouvant le long des lignes de courant qui passent dans le voisinage 
du corps à des distances relativement petites. C’est pourquoi le 
mouvement du fluide dans le sillage est essentiellement rotationnel. 
Pour ce qui est des lignes de courant qui passent suffisamment 
loin du corps, l'influence de la viscosité est insignifiante sur toute 
leur longueur, ct le rotationnel de la vitesse aux points de ces lignes 
{nul dans le courant incident venant de l'infini) reste pratiquement 
nul comme il le serait dans un fluide parfait. De sorte que le mouve- 
ment du fluide peut être considéré comme étant potentiel partout 
aux grandes distances du corps, excepté la région du sillage. 

Etablissons les formules qui relient les propriétés du mouvement 
du fluide dans le sillage aux forces agissant sur le corps. 


1 Contrairement au sillage turbulent (cf. $ 36). 
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Le flux total d'impulsion transportée par le fluide à travers une 
surface fermée quelconque contenant le corps est égal à l'intégrale 
sur cette surface du tenseur flux d'impulsion: 


& Tir dfn. 
Les composantes 1l1;, s’écrivent : 
Tlix = pôin + p (Ui+ vi) (Un + un). 


Ecrivons la pression sous la forme p = po +- p', po étant la pression 
à l'infini. L'intégration du terme constant pô; + U;U, donne 


zéro, puisqu'on a pour une surface fermée © df —0. S'annule aussi 
l'intégrale U; {pv dfn : la quantité totale de fluide dans le volume 


envisagé restant invariable, le flux totale de fluide | pv df à travers 


la surface délimitant ce volume doit être nul. Enfin, loin du corps 
la vitesse v est petite devant U. Ceci étant, si la surface considérée 
passe suffisamment loin du corps, sur cette surface on pourra négliger 
dans Il;4 le terme priv, devant pUjv;. De sorte que le flux total 
d’impulsion est égal à 


£ (P'ôin +- pUrvi) dfn.. 


Supposons maintenant que le volume de fluide envisagé soit 
celui compris entre deux plans infinis x — const, ces deux plans 
étant situés suffisamment loin du corps en deçà ct au-delà. Lorsqu'on 
calcule le flux total d'impulsion. l'intégrale sur la surface « latérale » 
à l'infini est nulle (puisqu'à l'infini p° = 0, v = 0), si bien qu'il 
suffit d'intégrer sur les deux plans précités. Le flux d’impulsion 
ainsi obtenu est, de toute évidence. la différence entre le flux total 
d'impulsion qui « entre » par la section antérieure et celui qui « sort » 
par la section postérieure. Mais cette différence est aussi la quantité 
d'’impulsion qui passe dans l'unité de temps du fluide au corps, 
c'est-à-dire la force F agissant sur le corps. 

Ainsi donc, les composantes de la force F sont égales aux diffé- 
rences 


Fa = ([(— (5) +o0vx) dy ds, 


N=X2 X=X! 


= ([f-TT) mare 


N=Xa X==X1 


(JE {ou av 


X=X2  X=X1 


Ke) 
Ï 
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l'intégration étant effectuée sur les plans infinis x = x; (loin derrière) 
et x — ze (loin devant le corps). Considérons d’abord la première 
de ces quantités. 

En dehors du sillage le mouvement est potentiel, ce qui permet 
d'écrire l'équation de Bernoulli 


++ (U Mae u*, 


ou, en négligeant le Lerme <— par rapport à pUv, 
p'= —pUrx. 


On voil qu'à cette approximation l'expression sous le signe somme 
dans F, s'annule dans tout le domaine extérieur au sillage. En 
d'autres Lermes, l'intégrale sur le plan x — x, (qui est silué devant 
le corps et qui ne coupe donc pas le sillage) disparaît complètement, 
et lors du calcul de l'intégrale sur le plan postérieur zx = rx, on se 
bornera à intégrer sur l'aire de la section du sillage. Mais à l’intérieur 
du sillage la variation de la pression p’ est de l'ordre de grandeur de 
pv®, c’est-à-dire qu’elle est petite par rapport à pUv,. De sorte que 
nous sommes conduits en définitive à ce résultat que la force de 
résistance agissant sur le corps dans la direction de l'écoulement est 


Fe - —pU Î Î te dy dz, (21,1) 


l'intégration étant faite sur la section transversale du sillage loin 
du corps. La vitesse v, dans le sillage est, bien entendu, négative — 
le fluide s’y meut plus lentement qu’en l'absence de corps. Notons que 
l'intégrale (21,1) représente le « déficit » de débit du fluide à travers 
la section du sillage par rapport au débit en l’absence du corps. 
Considérons à présent la force (de composantes F,, F.) qui a ten- 
dance à faire chasser le corps latéralement. Cette force est dite 
portance. En dehors du sillage, où le mouvement est potentiel, 


on peut écrire ©, — D, v, = +; ; l'intégrale sur le plan r--x» 


partout extérieur au sillage s nl: 


| Î v, dy dz = Î [5 ue dy dz =, | | Le dydz:-0, 


- 


puisqu'à l'infini @—0. On obtient ainsi pour la portance l'expression 
Fi —pU (Tosdyds, Fou |To.dyds. (212) 


L'intégration dans ces formules est aussi limilée en fait à l'aire de la 
section du sillage. Si le corps possède un axe de symétrie (non forcé- 
ment. une symétrie axiale totale) et si l'écoulement s'effectue suivant 
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la direction de cet axe, alors le mouvement du fluide autour du corps 
possède lui aussi un axe de symétrie. Dans ce cas la portance est 
évidemment inexistante. 

Revenons de nouveau au mouvement du fluide dans le sillage. 
L'évaluation des divers termes dans l'équation de Navier-Stokes 
montre qu'on peut, en général, faire abstraction du terme vAv aux 
distances r du corps satisfaisant à la condition rU/v ÿ 1 (voir la 
déduction de la condition inverse au début du $ 20); telles sont 
précisément les distances auxquelles le mouvement du fluide (en 
dehors du sillage) peut être considéré comme ‘potentiel. Toutefois, 
une telle abstraction est inadmissible même à ces distances dans la 
région intérieure au sillage, puisque là les dérivées transversales 


Ov dv : PR : : av 
DE? de sont grandes devant la dérivée longitudinale rt 


Dans l'équation de Navier-Stokes le terme (vV)v a pour le mou- 
dv Uv 


vement dans le sillage comme ordre de grandeur (U <- v) Sr oui 
L CU ve Né pee 
Quant. à vAv, son ordre de grandeur est VIT je: Y désignant 


l'ordre de grandeur de la largeur du sillage, c’est-à-dire l’ordre de 
grandeur des distances à l’axe des x sur lesquelles la vitesse v décroîl 
notablement. Comparant ces deux quantités, on trouve: 


Y-Vy +. (21,3) 
Cette quantité est, en effet, petile en comparaison de x en vertu de 
l'hypothèse Uzx/v S$ 1. De sorte que la largeur du sillage laminaire 
croît en raison de la racine carrée de la distance au corps. 

Pour trouver la loi de décroissance de la vitesse dans le sillage 
lorsque x croît, nous aurons recours à la formule (21,1). Le domaine 
d'intégration dans cette formule est de l'ordre de grandeur de Y*. 
Aussi l'évaluation de l'intégrale donne F, = pUvY*, et, utilisant 
la relation (21,3), on obtient la loi cherchée: 


Fx 


Ve = 
{ iVT 


(21,4) 


Problèmes 


1. Déterminer le mouvement du fluide dans le sillage laminaire (en présence 
de force de résistance ct de portance). 
Solution. Ecrivant dans l'équation de Navicr-Stokes la vitesse sous 
Ja forme U “+ v et omettant (loin du corps!) les termes quadratiques en v, on 
obtient : 
LOS —" Lex ( 
ür p 


av av 
dy | UE 
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y 
t4 


(nous négligeons également dans Av le terme M4 ) . Cherchons la solution 


vx® 
sous la forme v—vi+ vr, vi étant solution de l'équation 
dv! => 92; CAN 
UT =v( a lo ) 


La quantité v,, elle, qui est due à la présence du terme — ÿ dans l'équation 


initiale, pourra être cherchée sous la forme du gradient VO d'un certain scalaire. 
Etant donné que, loin du corps, les dérivées par rapport à x sont petites devant 
les dérivées par rapport à y et z, à l'approximation envisagée on devra négliger 


dans ». le terme È , c'est-à-dire poser vx = vis. 
Ainsi, on a pour v, l'équation 
dÙ+ dx 9%% 
De ( dy? | 022 ) : 
Cette équation s'identifie formellement à l'équation de la chaleur à deux dimen- 
sions, r/U jouant le rôle du temps, ct la viscosité v, celui de la diffusivité 
(cf. $ SU). La solution décroissant quand y ct z croissent (pour z donné) et, à 
la limite z — 0, conduisant à une largeur infiniment petite du sillage (à l’appro- 


ximation envisagée, les distances de l'ordre des dimensions du corps sent con- 
sidérées comme étant petites), est (cf. $ 51): 


Dita ces 
TÈ L Av x (1) 
HPV z 

Le coefficient constant dans cette formule a été exprimé en fonction de la 
force de résistance à l’aide de la formule (21 1), où. étant donnée la décroissance 
rapide de v,, l'intégration sur dy dz peut être étendue jusqu'à oo. Si, au lieu 
des coordonnées cartésiennes. on introduit les coordonnées sphériques r, 0, p 
d'axe polaire confondu avec l'axe des x, au domaine du sillage (V/y?-F = < x) 
correspondront les valeurs de l'angle polaire 0 < 1. La formule (1) dans ces 
coordonnées prend la forme 


x = 


RUE 
Fx 1 ” hv 


= Zapv T É 4 


Ux = 


Le terme omis ae [® étant la fonction (3) déduite plus bas] donnerait dans v. 


un terme décroissant plus vite lorsque r croît (comme 1/r°). 

ty et», auront aussi la forme (1). Choisissons la direction de la portance 
pour axe des y (de sorte que F, = U). En vertu de (21.2), et notant qu’à l'infini 
D—0,on a: 


rs 20 F 
ff vy dy æ= {| (+) aa= || Din dy = = 


—@œ 


[{ vi dy dz=0. 


Déterminant à partir de ces conditions la constante dans v,y, vi, on obtient : 


U_ y2+:2 
Fy 1 74 x d'] 4© 


4npv z° ay ? ? oz ‘ @2) 
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Pour déterminer la fonction © nous procéderons comme suit. D’après 
, : seine 19% dv. : ide 
l'équation de continuité, div vel; substituant (2), il vient: 


D EU dy 
(rt) °-- 


Dérivant cette égalité par rapport à x et utilisant l'équation vérifiée par r15. 
on obtient : 


(Z L 2 1 90 G] (2) - + ( 4? n ) dy 
ETES =) dx dy \ oz |  U \'oy | oz dy 
D'où 

0D __  v dy 

0x _  U y 
Enfin, substituant l'expression de v,, et intégrant sur z, on trouve finalement: 

u?4-2 
tte NS 41] Gp 


- 3 Le 
2apÜ y?+z? 


(la constante d'intégration est choisie de sorte que ® reste finie lorsque 

y:=:5=0). En coordonnées sphériques (d'azimut @ compté à partir du plan x, y) : 
Ur8? 

Fy cosp , 7 %v 1] 


Zpo 0 l° 


Il résulte de (2) et (3) que v, et v, contiennent, contrairement à v,, outre les 
termes décroissant exponenticllement avec 8 (pour r donné), des termes décrois- 
sant beaucoup moins vite lorsqu'on s'écarte de l’« axe » du sillage (comme 1/0). 

Les résultats qualitatifs (21,3) et (21,4) sont, comme il se doit, conformes 
à ces formules. S'il n'y a pas de portance, le mouvement du fluide dans le sillage 
est à symétrie axiale. 

2. Déterminer le mouvement du fluide loin du corps hors du sillage. 

Solution. Hors du sillage le mouvement est supposé potentiel. Ne 
considérant que les termes décroissant le moins rapidement avec la distance dans 
le potentiel D, nous chercherons la solution de l'équation de Laplace AD = & 
sous forme de somme de deux termes: 


(3) 


_æ , cos 
D te f (6), 


le premier étant à symétrie centrale et lié à la force F,, et le second symétrique 
par rapport au plan x, y et lié à la force F,. 
Utilisant l'expression de AD en coordonnées sphériques, on obtient pour 


1 (0) l'équation 
d {. df fe 
40 (sin 0 +) 7 'sin0 2 


La solution de cette équation, finie pour 0 —> x, est 


f=v eg à. 


Le coefficient b doit être déterminé de façon à donner une valeur exacte de F,. 
Toutefois, il est plus simple de se servir du fait que dans le domaine 
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V1 Ur & 6 & 1 cette partie de D doit coïncider avec l'expression 

Fy Cos @ 

7 2apÙ rd 

déduite de la formule (3°) pour D dans le sillage. D'où 

y 

 AnpU 

Pour déterminer le coefficient a, notons que le flux total du fluide à travers 

une sphère S de grand rayon r (ainsi qu'à travers une surface fermée quelconque) 


doit être nul. Or, il entre à travers la partie S, de cette sphère qui est l’inter- 
section avec le sillage la quantité de fluide 


F, 
—( | vx dy dz -- Ù 
; So 
Aussi devra-t-il sortir à travers le reste de la sphère la même quantité de fluide, 


c'est-à-dire qu’on doit avoir f v di == SÙ . L'aire S, élant petite devant toute 
| S—Sy : 
l'aire S, on peut remplacer cette condition par la suivante: 
Fr 

f var [rar - in 2e. 

S S 
d'où a: —F;/Anpl. 

La solution complète du problème est représentée par la somme des deux 
expressions déduites : 
1 


Al ! Êl 0 
Degr (— Ft Fucos gets +); (1) 


ce qui détermine le mouvement dans loute la région hors du sillage (loin du 
corps). Le potentiel décroît avec la distance comme 1/r; en conséquence, la vites- 
se v décroît comme 1/r°. En l'absence de portance, le mouvement hors du sillage 
est à symétrie sphérique. 


$ 22. Viscosité des suspensions 


Un fluide contenant en suspension un grand nombre de petites 
particules solides peut être assimilé à un milieu homogène si l’on 
envisage des phénomènes caractérisés par des distances grandes par 
rapport aux dimensions des particules. Un tel milieu aura une visco- 
sité efficace n différente de la viscosité no du fluide fondamental. 
Elle peut être calculée lorsque la concentration des particules en 
suspension est faible (le volume total de toutes les particules étant 
petit devant le volume du fluide tout entier). Les calculs sont rela- 
lLivement simples pour des particules sphériques (A. Einstein, 1906). 

A titre de problème auxiliaire, il faudra d’abord examiner l’in- 
fluence qu'exerce une petite sphère solide immergée dans le fluide 
sur un courant dont le gradient de vitesse est constant. Supposons le 
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courant non perturbé par la sphère décrit par une distribution linéai- 
re des vitesses 
D = ŒinTh (22,1) 
&;n étant un tenseur symétrique constant. Alors la pression dans le 
fluide est constante: p‘®” = const; convenons dans ce qui suit de 
rapporter la pression à cette valeur constante. Le fluide étant incom- 
pressible (div v® = 0), la trace de &;, doit être nulle: 
ii = 0. (22,2) 

Soit maintenant une sphère de rayon À placée à l'origine des 
coordonnées. et soit v — v'® -- v4 Ja vitesse du courant modifié 
par la présence de cette sphère; à l'infini v® doit s'annuler, mais 
au voisinage de la sphère v® n'est nullement petit devant v'®. Le 
courant étant symétrique, il est clair que la sphère reste immobile. 
de sorte que la condition aux limites est v = 0 pour r = Ji. 

La solution cherchée des équations du mouvement (20,1) à (20,3) 
peut être déduite directement de la solution (20,4) trouvée au $ 20 
[la fonction f étant celle définie par (20,6)] si l’on remarque que les 
dérivées de (20,4) par rapport aux coordonnées sont aussi des solu- 
tions. En l'occurrence, nous cherchons une solution dépendant para- 
métriquement des composantes du tenseur &;, (et non pas du vecteur 
u, comme au $ 20). Telle est la solution 


v@ = rotrot(aVf) p=Motix rs ; 
(«Vf) désignant le vecteur de composantes Gin RE . Développant ces 
expressions et choisissant les constantes a et b dans la fonction / — 
= ar + 2 de façon que soient satisfaites les conditions aux limites 


sur la sphère, on obtient finalement les formules suivantes pour la 
vitesse et la pression: 


5 /R5  R A5 u 
PR (Ge) caro — 5 aan, FE 
R5 9 Z) 
p= — Op 75 Œinlilth (22,4) 


(n est le vecteur unité porté par le rayon vecteur). 

Abordant à présent la question elle-même de la détermination 
de la viscosité efficace de la suspension, calculons la moyenne (dans 
tout le volume) du tenseur densité de flux d'impulsion Il;,, qui 
coïncide, à l’approximation linéaire par rapport à la vitesse, avec 
le tenseur des contraintes —0;x : 


Ok = _ ( Ok dv. 


On peut étendre ici l'intégrale au volume tout entier V d'une 
sphère de grand rayon qu’on fera tendre ensuite vers l'infini. 


71-406 
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Ecrivons d’abord identiquement : 


L dvi dr Es sud dj, ôv . 
Oin = lo (+ ër ) — pôir EE ra Ÿ {ou — 10 (+) + pô } dv. 
(22,5) 


L ] 
Dans l'intégrale ci-dessus l'expression entre accolades n'est différente 
de zéro qu'à l’intérieur des sphères solides ; comme la concentration 
de la suspension a été supposée faible, l'intégrale peut être calculée 
pour une sphère isolée en ignorant la présence des autres, puis le 
résultat sera multiplié par la concentration c de la suspension (nom- 
bre de sphères dans l'unité de volume). Le calcul direct d’une telle 
intégrale exigerait l'étude des contraintes internes dans les sphères. 
Néanmoins, on peut tourner cette difficulté en transformant l'inté- 
grale de volume en intégrale sur la sphère à l'infini passant exclusi- 
vement dans le fluide. Nous noterons à cet effet que, en vertu des 


L 3 dc e Se 
équations du mouvement en = 0, on a l'identité 
U) 
ee (ouxx) ; 


par conséquent, la transformation de l'intégrale de volume en inté- 
grale de surface donne 


dt . y : 
Oin = No ( ae Ga 5) +cf {our dfe — no (idfn + va dfi)}. 


Nous avons omis le terme contenant p, vu que la pression moyenne 
est forcément nulle (en effet, c'est un scalaire qui doit être déterminé 
par une combinaison linéaire des composantes de &;,; mais le seul 
scalaire de ce genre est &;; = O). 

Calculant l'intégrale sur une sphère de grand rayon, dans l'expres- 
sion (22,3) de la vitesse il faudra, évidemment, ne conserver que les 
termes —1{/r?. Un calcul simple donne pour cette intégrale 


Co: 2075 {Saimrtiieitèm — Giinru}, 


la barre indiquant la médiation sur les directions du vecteur unité n. 
Effectuant la médiation, on obtient finalement : 


— dvi Oh 471R3 S 
Oik = Mo (5 7) + Soin g— C- (22,6) 


1 Les valeurs moyennes cherchées des produits des composantes du vecteur 
unité représentent des tenseurs symétriques ne pouvant être formés qu’à partir 
des tenseurs unités 6;,. Ceci dit, on trouve facilement que 


ed 


RIRE din 


——— 1 
Rif = % (ÔinÔ tm + OitÔim + OimÔRL). 
15 
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Le rapport du second terme au premier donne la correction rela- 
tive cherchée dans la viscosité efficace de la suspension. N'envisa- 
geant que les corrections du premier ordre, on peut poser le premier 
terme égal à 2no&;r. On obtient finalement pour la viscosité efficace 
de la suspension la formule: 


n=m(1+30), (2.7 
As 


pes ce désignant le petit rapport du volume total de toutes les 
sphères au volume total de la suspension. 


$ 23. Solutions exactes des équations du mouvement 
d’un fluide visqueux 


Si les termes non linéaires dans les équations du mouvement d'un 
fluide visqueux ne disparaissent pas identiquement, la résolution 
de ces équations présente de grosses difficultés, et les solutions exactes 
ne peuvent être obtenues que dans un très petit nombre de cas. Plus 
encure, jusqu'à présent personne n’a pu faire l'étude complète du 
caractère du mouvement stationnaire d’un fluide visqueux dans tout 
l'espace environnant le corps autour duquel ce fluide s'écoule dans 
le cas limite des très grands nombres de Reynolds. Bien qu'en fait 
un tel écoulement ne soit, comme nous le verrons par la suite, jamais 
stationnaire, la résolution de cette question n'en présente pas moins 
un intérêt méthodologique considérable ?. 

Nous donnons ci-après des exemples de solutions exactes des 
équations du mouvement d’un fluide visqueux. 

1. Un disque plan infini plongé dans un fluide visqueux tourne 
uniformément autour de son axe. On demande quel est le mouvement 
du fluide engendré par la rotation du disque (T. Kärmän, 1921). 
Nous choisirons le plan du disque pour plan z — 0 du système de 
coordonnées cylindriques. Le disque tourne autour de l’axe des z 
avec Ja vitesse angulaire Q. Considérons le fluide illimité du côté 
des : >> 0. Conditions aux limites: 

vr=0, vy=Qr, v,;=0 pourz -0 


vr—=0, vy=0 pour z — oo. 
La vitesse axiale v, ne s’annule pas lorsque z — co, mais tend vers 
une limite constante négative déterminée par les équations du mouve- 
ment elles-mêmes. Le fait est que, le fluide se mouvant radialement 


1 La « théoric de la viscosité évancscente » d’Oscen consacrée à cette question 
ne saurait être satisfaisante, car elle part d'une simplification injustifiée 
des équations de Navier-Stokes. Pour ce qui cst de la théorie de la couche limite 
de rot (cf. $ 39), elle ne répond pas à la question posée dans tout le volume 

u fluide. 
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en fuyant l'axe de rotation, surtout au voisinage du disque, pour 
assurer la continuité dans le fluide, il faut qu'il existe un courant 
vertical constant venant de l'infini vers le disque. Nous chercherons 
la solution des équations du mouvement sous la forme 


Cr = TO F(2) ; ve =7QG(z;); v: = VO H(z:) ; 
: QT (23,1) 
p= —pv@P (2), où z,— F2 
Dans cette distribution les vitesses radiale et circulaire sont en 


raison de Ja distance à l'axe de rotation, et la vitesse verticale v, 
est constante le long de chaque plan horizontal. 


RTE 
Av 


La substitution dans les équations de Navier-Stokes et dans 
l'équation de continuité conduit aux équations suivantes pour les 
fonctions F, G, H, P: 


F°—G+F'H=F", 2FG+G'H=—0C, | 
HH'=P'+H", 2F+H'--0 


(les accents de dérivation concernent z,) avec les conditions aux 
limites : 


(23,2) 


=0, G=1, H=0 =0, 
F pour Z% | (23,3) 


F=0, G=0 pour Z,— ©. 
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Nous avons ainsi ramené la résolution du problème à l'intégration 
d'un système d'équations différentielles à une variable, l'intégration 
pouvant être faite sous forme numérique !. On a représenté sur la 
fig. 7 les graphiques ainsi obtenus pour les fonctions F, G, —H. 
La valeur limite de la fonction H lorsque 
21 — oo est —0,886; en d'autres termes, la 
vitesse du courant fluide venant de l'infini 
vers le disque est 


v, (00) = — 0,886 V vQ. 


La force de frottement agissant sur l’unité 
d'aire du disque perpendiculairement à son 


Fig. 8 


ôv one 
rayon est O:p-=1 | En négligeant les 
2 |2= 


effets dus aux bords du disque, on peut écrire pour un disque de rayon 
grand mais fini À le moment des forces de frottement agissant sur 
le disque sous la forme 


R 
M = 2 Î 2nr?o,0 dr = nr Rtp VW G' (0) 
0 


(le facteur 2 devant l'intégrale provient de ce que le disque a ses 
deux faces baignées par le fluide). Le calcul numérique de la fonc- 
tion G conduit à la formule 


M= —1,94.- Rip VV. (23,4) 


2. Déterminer le mouvement stationnaire d’un fluide entre deux 
parois planes formant un angle entre elles (la fig. 8 représente la 
coupe transversale des deux plans) ; l'écoulement prend naissance à la 
ligne d’intersection des plans (G. Hamel, 1916). 

Nous prendrons des coordonnées cylindriques r, z, @, l’axe des 
3 étant confondu avec l’arête (point © sur la fig. 8), et l'angle q 
étant celui indiqué sur la figure. Le mouvement est uniforme le 
long de l’axe des :, et il est naturel de supposer qu'il sera purement 
radial, c'est-à-dire que vo = v, — 0, v, = v(r, p). Les équations 
(15,16) donnent 


dv 1 ôp dv 1 dv 1 © v\,. 9 
patetragtre #)s (35) 
1 ôp 2v dv 
20) _p 


ôr 


Toi L'intégration numérique a été effectuée également pour un autre problè- 
me analogue dans lequel le fluide possède à l'infini sa propre rotation uniforme, 
le disque étant au repos (Büdewadt, ZAMM, 20, 241, 1940). 
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Il résulte de la dernière équation que rv est fonction de œ seul. 
Introduisant la fonction 
Â 9° 

u (p) = "2 (23,7) 
on déduit de (23,6) 
d'où 

12v2 

Fr u(p)+f(). 

Substituant cette expression dans (23,5), on obtient l'équation 


d? 2_ À sy 
ar Au + Gu*? = rsf (r). 


Le premier membre de cette équation dépendant de q seul, el le 
second de r seul, les deux membres sont constants ; nous désignerons 
par 2C, leur valeur commune. Ainsi, 


, 9, 1 
fr =12Ci—, 


d'où 
2 
f (r) = — F4 + const, 
et on obtient finalement pour la pression 
F= cs (2u—C;) + const. (23,8) 


On à pour u(œp) l'équation 
u” + 4u + Gu? — 2C:, 


qui donne après multiplication par u’ et une première inlégration 
+ + 2u8 + 2u8 —2Cqu — 20: — 0. 


On déduil de cette dernière équation : 


du N ï 
2 | + 23,9 
VE Venere che, 
ce qui détermine la vitesse en fonction de @; la fonction u(œp) peut 
être exprimée au moyen des fonctions elliptiques. Les trois constan- 
tes C1, Co, Ca se déterminent à partir des conditions aux limites sur 
les parois 


u (+ 5) =0 (23,10) 
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et de la condition que toute section r—const est traversée (en 1 
seconde) par la même quantité de fluide Q: 


+a/2 +a/2 
Q-p [ vrap=6w | udy. (23,11) 
—&/2 —a/2 


(? peut être aussi bien positif que négatif. Si Q > 0, l'arête est une 
source, c'est-à-dire que le fluide jaillit du sommet de l'angle 
(écoulement dans un diffuseur). Si Q << 0, l'arête est un puits et 
le fluide converge vers l’arête (écoulement dans un convergent). 


Le rapport [OI est sans dimensions et tient le rôle de nombre 
de Reynolds pour le mouvement envisagé. 

Traitons d'abord le mouvement convergent (Q 0). Pour faire 
la discussion des solutions (23,9) à (23,11), nous supposerons, ce qui 
sera justifié par la suite, le mouvement symétrique par rapport au 
plan @ — 0 [c'est-à-dire que u (g) = u (—wp)l, la fonction u (y) 
étant partout négative (la vitesse est partout dirigée vers le sommet 
de l'angle) et variant d'une manière monotone de la valeur 0 pour 


œ « . . 
qg = + à la valeur —uo (uo 0) pour @ — 0, si bien que # 
est un maximum pour |w |. Alors, pour u = — uo on doit avoir 
u « a . . A 
ni 0, d'où l'on déduit que w — — u9 est racine du polynôme 


du troisième degré sous le radical dans (23,9), de sorte qu'on peut 
écrire 

— un Cu + Ca (ut) | —u?—(1 —uo) u i-g], 
4 élant une nouvelle constante. Ainsi donc: 


uw 


du 
2 = a ———————————— < 2 
Pre Î Vu Eu) Lu (À no) u + gl" re 


—un 


les constantes w, et q étant déterminées par les conditions 


ne ( du \ 
A VER 7 | 
u | (2,13) 
R = | u du 
6 Viutup lu (Au) ut 


— ur 


(où R = 11) ; la constante g doit être positive, sinon ces intégrales 


seraient complexes. Ces deux équations ont, comme on pourrait le 
montrer, des solutions pour uw, et g pour des R quelconques et 
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a << x. En d’autres termes, un écoulement symétrique convergent 
(fig. 9) est possible pour toute ouverture & << x et pour tout nombre 
de Reynolds. Examinons plus en détail le mouvement pour les 
très grands R. Aux grands R correspondent également des grandes 
valeurs de w,. Ecrivant (23,12) (pour @ >>0) sous la forme 


0 
9 (a ” du 
2 (+) Écererierr perl 


on voit que la quantité sous le signe somme est maintenant petite 
dans tout le domaine d'intégration, pourvu que | # | ne soit pas voi- 


Fig. 9 Fig. 10 


sin de wo. Cela signifie que | uw | ne peut différer notablement de u, 
ee œ S . . . e je 

que pour les @ voisins de + -, c'est-à-dire au voisinage immédiat 

des parois !. C'est dire que presque dans tout l'intervalle des angles 


on obtient u Æ const — — us, avec, comme il résulte des égalités 
‘ R ' À : 
(23,13), wo Ge La vitesse v elle-même vaut v — el , ce qui Cotr- 


respond à un écoulement non visqueux potentiel à vitesse indépendan- 
te de l'angle et de grandeur décroissant en raison inverse de r. De 
sorte que pour les grands nombres de Reynolds l'écoulement dans le 
convergent diffère très peu de l'écoulement potentiel d'un fluide 
parfait. L'influence de la viscosité ne se manifeste que dans une 
couche très fine au voisinage des parois, où la vitesse décroît très 
vite de la valeur correspondant à l'écoulement potentiel à zéro 
(fig. 10). 

Soit à présent Q =0, cas de l'écoulement dans un diffuseur. 
Supposons encore le mouvement symétrique par rapport au plan 


1 On pourrait se demander comment cette intégrale peut devenir non petite 
même pour des u Æ — us. En réalité, pour des «, très grands, une des racines 
du trinôme —u® — (4 — u9) u + q est aussi voisine de —u, si bien que l’ex- 
pression tout entière sous le radical a deux racines quasi coïncidentes, ce qui 
explique la « quasi-divergence » de l'intégrale pour u = — us. 
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= 0 et u(p) (on à maintenant u =>0) monotone et croissant de 
zéro pour = ++àu—uo >0 pour p—0. Nous écrirons 
à présent au lieu de (23,13): 


RE | 
4 Vo) lu+ (ao) ua | 


ua 


LEE u du 
S VU +(+Fuura 


Si l'on considère que u, est donné, & croît d'une manière monotune 
lorsque g décroît et atteint pour g — 0 sa plus grande valeur possible 


L0 


du 
J'Vu ou) (+uo+ D 


Par ailleurs, on verrait facilement que, pour q donné, & est une 

fonction monotone décroissante de wo. Il en résulte que la fonction 

& de q pour & donné est monotone décroissante, de sorte que sa plus 

grande valeur correspond à q = 0 et est déterminée par l'égalité 

écrite. Au maximum de w, correspond aussi le maximum de R: 
. . c u 

R--Rmax. Par la substitution 4? — Tr” u = üg COS? x on peut 
: PR 0 La . 

mettre la dépendance Ra, de & sous forme paramétrique : 


1/2 | \ 
a- 2 VT—2% [ nee 
l 


VIE sin? x" 


max — 


us (23,15) 


= | VTT sin sde. 
U 


1— 12 
AIRE ca VIE 


De la sorte, un écoulement symétrique partout divergent dans 
un diffuseur (fig. 11, a) n’est possible, pour l'angle donné, que pour 
des nombres de Reynolds non supérieurs à une limite déterminée. 
Lorsque & — x (à quoi correspond # —+ 0), Rmax — 0. Lorsque & —+ U 


(à quoi correspond # —> 1/2), Rmax tend vers l'infini suivant la loi 
188 


Rmax Sr 


Rmax Fe. ba 5 


Lorsque R > Rmax l'hypothèse d’un écoulement symétrique par- 
tout divergent dans le diffuseur n'est plus légitime, les conditions 
(23,14) ne pouvant être remplies. Dans l'intervalle des angles — < 


œ . . n & atbs 
LP< F la fonction u (@) aura ici plusieurs maxima et miniina. 
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Les valeurs de uw (p) correspondant à ces extrema doivent, comme 
auparavant, tre des racines du polynôme sous le radical. Aussi est-il 
bien clair que le trinôme u? + (1 +- 5) u + q (avec uo 0, q 0) 
doit avoir dans ce domaine deux racines réelles négatives, si bien 
que l’expression sous le radical peut s'écrire 


(49 —u) (u +u,)(u + uw), 
avec Ugo >0,u, œU, u, 0; soit u, << uw. La fonction u (p) peut, 
évidemment, varier dans l'intervalle u9 > u > — u;, u = uo cor. 
respondant au maximum positif de uw (@), et u — — u, au minimum 
négatif. Sans insister sur la discussion des solutions ainsi obtenues, 
indiquons que pour R > Rax apparaît d'abord une solution pour 


a) 


Fig. 11 


laquelle la vitesse a un maximum et un minimum, le mouvement 
étant asymétrique par rapport au plan @ = 0 (fig. 11,b). Lorsque 
R continue à croître. il apparaît une solution symétrique avec un 
maximum et deux minima de la vitesse (fig. 11,c), etc. On a donc 
dans toutes ces solutions, à côté des domaines où le fluide diverge, 
des domaines où il converge (mais, bien entendu, le débit total du 
fluide Q > 0). Lorsque R — , le nombre des minima et maxima 
alternés croît indéfiniment, de sorte qu’on n’a pas de solution limite 
déterminée. Soulignons que, dans le cas de l'écoulement dans un 
diffuseur, la solution ne tend donc pas, lorsque R — , vers la solu- 
tion des équations d'Euler, comme c'était le cas pour l’écoulement 
dans un convergent. Enfin, notons que. R croissant, le mouvement 
stationnaire du type décrit dans un diffuseur devient instable peu 
après Ja valeur R -- Ryax, et il apparaît en réalité un mouvement 
non stationnaire (turbulent, cf. chap. IIT). 

3. On demande de déterminer le mouvement dans un jet fluide 
jaillissant du bout d'un tube fin dans un milieu illimité rempli de ce 
même fluide. Ce problème est celui du jet immergé (L. Landau. 
1943). 

Choisissons des coordonnées sphériques r, U, @ d’axe polaire dirigé 
suivant la direction de la vitesse du jet au point où celui-ci sort du 
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tube, ce point étant pris pour origine. Le mouvement est doué de 
symétrie axiale autour de l’axe polaire, de sorte que v, = 0, # et 
&, n'étant fonctions que de r, 6. Toute surface fermée contenant l'ori- 
gine (la surface à l'infini. en particulier) doit être traversée par le 
mème flux d’impulsion total (l’« impulsion du jet »). A cet cffet. 
il faut que la vitesse décroisse en raison inverse de la distance r à 
l'origine, de sorte que 


1 1 9 dc 
r an F (6), Lo —= Î (8), (23.16) 
F et f étant certaines fonctions de 6 seul. Equation de continuité : 


4 d(rv 14 à ,. 
= LE D (sin 0-v0) : 0. 


On en déduit 


F(8)=— jy. (23,17) 


Les composantes Il,,, Ils, du tenseur flux d'impulsion dans le 
jet sont identiquement nulles, ne serait-ce que par raison de symétrie. 
Supposons aussi nulles les composantes Ils, Il, (cette hypothèse 
est justifiée par le fait que la solution obtenue satisfait à toutes les 
conditions requises). A l’aide des expressions (15,17) des composantes 
a; et des formules (23,16) et (23,17), on s’assurerait sans peine 
qu'on a entre les composantes Ils, Ip et I,o du tenseur flux 
d'impulsion dans le jet la relation 

sin? 811,0 = 5% [sin 0 (How — 100)]. 
Les composantes IT, et 1159 étant nulles, on voit qu'il en est de même 
de Tl,9. Ainsi, de toutes les composantes Il;,, seule est non nulle IT,,, 


Le 1 : : A : 
qui dépend de 7 comme +. Il est facile de voir qu'alors les équations 


of]; 
lu mouvement Er 


EE Q sont automatiquement vérifiées. 
Nous écrirons ensuite : 

1 1 yo ’ 

ri (oo — [lyn) = 5 (+ 2v/ctg 0 — 2vf") 0, 


ot! 


La solution de cette équation est 


2v sin 0 


nr rt 


(23.1K) 
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et, en vertu de (23,17), on obtient à présent pour F: 
A2—1 
F2 {ao — 1}: (23,19) 
La distribution de la pression est délerminée par l'équation 


1 _P, + = 

5 [oo For (f+2vctg0) —0, 
et on obtient 

__ 4pv® Acosô—1 9: 

P—— x (A— cos UE (23,20) 


La constante À peut être reliée avec l’«impulsion du jet», c’est- 
à-dire avec le flux total d'impulsion dans le jet. Ce flux est égal 
à l'intégrale sur la surface sphérique : 


a 


P & 11,, cos 0 df = 21 | re, cos 0 sin 0 dB. 
0 


La quantité TI, vaut : 


ES ue NÉS te 
p TO r2 U(4—cos8)  A4—cos0 J 
el le calcul de l'intégrale donne le résultat 
4 A, A+! 3 
P = 167v’pA {1 FIAT? In T5} . (23,21) 
Les formules (23,16) à (23,21) résolvent le problème posé !. 


: PTT qe : d dû 
Les lignes de courant sont définies par l'équation = s 


Ur vo 
dont l'intégration donne 


r sin? 0 
A— cos 0 
On a représenté sur la fig. 12 les lignes de courant dans le jet (pour 
A > 1). 


= const. 


1 La solution ici déduite cst exacte lorsqu'on considère quo le jet jaillit 
d'une source ponctuelle. Si l’on tient compte des dimensions finies de l'ouverture 
du tube, cette solution représente le premier terme du développement suivant 
les puissances du rapport des dimensions de l'ouverture à la distance r à cette 
ouverture. On doit à ce fait que si on calcule à l’aide de la solution obtenue le 
flux total du fluide passant à travers une surface fermée avec l’origine à l'inté- 
rieur, on trouve qu'il est nul. Mais ce flux ne serait plus nul si l’on tenait compte 
des termes suivants du développement suivant les puissances du rapport indiqué 
es Mes oumer, Mathématiques appliquées et mécanique, 16, fascicu- 
e 2, 2). 

Le cas du jet laminaire immergé à moment de rotation non nul autour ile 
l'axe a été traité par L. Loytsiansky (dito, 17, fascicule 1, 1953). 
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Envisageons les deux cas limites du jet faible (l'impulsion P est 
petite) et du jet puissant (impulsion grande). Lorsque P — 0 la 
constante À tend vers l'infini; on déduit de (20,21): 


___ 161v2p 
PE e 
On obtient pour la vitesse dans ce cas: 
, _ ___P sin8 __P cosû 
PO Ba r ? 7 Emwp r 


Lorsque P > (jet puissant!) À lend vers l'unité ; (23,21) donne 
__ 32nv°p 
M pes 


+ Le 


EE ————————_j— 


a  — 


Fig. 12 


a? S 
A=1+—, ou 


Pour les grands angles (0 < 1) la vitesse est déterminée par les 
formules 


et on a pour les petits angles (6 — @): 


_____4v0 
a+ 02 ? 


» 


œ= 
v, = 8 


Up — V (ar 0% 02 * 


$ 24. Mouvement oscillatoire dans un fluide visqueux 


Le mouvement engendré dans un fluide visqueux par les oscilla- 
tions de corps solides immergés dans ce fluide possède un certain 
nombre de particularités spécifiques. Pour étudier ces particularités, 
il est commode d'envisager pour commencer un cas simple typique. 
Soit en l'occurrence un fluide incompressible en contact avec une 
surface plane illimitée accomplissant (dans son plan) un mouvement 
oscillatoire harmonique simple avec la fréquence w. On demande 


1 Mais il faudra avoir en vuc que le mouvement devient turbulent dans un 
jet suffisamment puissant ($ 35). 
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alors de déterminer le mouvement induit dans le fluide. Nous pren- 
drons la surface solide pour plan y, z; les x positifs seront pris du 
côté du fluide, et l’axe des y sera pris dans la direction des oscilla- 
tions de la surface. La vitesse v de la surface oscillante est une fonc- 
tion du temps de la forme À cos (ot + a). Il est commode d'écrire 
une telle fonction sous forme de partie réelle d’une expression com- 
plexe: u = Re {use”ivt} (la constante wo étant, en général, com- 
plexe: us — Ae-is; cette constante peut toujours être rendue réelle 
par un choix approprié de l’origine du temps). 

J'ant que dans les calculs u ne sera soumis qu’à des opérations 
linéaires, on pourra ignorer la présence du signe Re et procéder com- 
me si uw était complexe, prenant la partie réelle du résultat final. 
Nous écrirons en conséquence: 


Uy = u = uger iv! (24,1) 


La vitesse du fluide doit satisfaire à la condition à la limite vu, 
savoir : 

Ux=v;=0, v,-u 
pour z = (0. 

Par raison de symétrie, il est évident que toutes les quantités 
ne dépendront que de la coordonnée x (et du temps t). Ceci étant, 
l'équation de continuité div v = 0 donne 
dx 
ôx —0: 
d'où v, — const, cette constante étant nulle en vertu des conditions 
aux limites ; on a donc v. — 0. Comme toutes les quantités ne dépen- 


Q 
— V, et comme 
ôx 


v, =: Ü, on a identiquement (vV) v = 0. L'équation du mouvement 
(15.7) prend la forme 


dent pas des coordonnées y, z, on a (vV)v — v, 


av 1 94 9 
Fr n grad p +- vAv. (2 1.2) 
Cette équation est linéaire. Sa composante en + donne 
Lie 
dx ©? 


soil p = const. 

Puis, vu la symétrie, il est évident que la vitesse v est partout 
dirigée suivant l'axe des y. Pour v, = v on ohtient en vertu de (24,2): 
êv CU 

a V4 (3) 
équation du type de celle de la chaleur (à une dimension). Nous 
allons chercher sa solution périodique en x et t sous la forme 
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d'amplitude (complexe) w,, de sorte qu'on ait v —u lorsque x — {). 
Substituant dans (24,3), on ORHSN d'où 


Lit 
k— vi ; 
7% v 
si bien qu'on a pour la vitesse 
_ Z x w1 
V =: uye n° e (VE 2v (24,4) 


(nous avons pris pour la parlie réelle de * le signe +, sinon la 
vitesse croîtrait indéfiniment en profondeur dans le liquide, chose 
physiquement absurde). 

La solution obtenue est une onde transversale : sa vitesse v, = 
est dirigée perpendiculairement à la direction de sa propagation. 
La propriété majeure de cette onde est qu'elle s’amortit rapidement 
en profondeur dans le fluide: son amplitude décroît exponentielle- 
ment lorsque la distance x à la surface solide croît ?. 

De sorte que dans un fluide visqueux peuvent exister des ondes 
transversales. Cependant, elles s’amortissent rapidement avec la 
distance à la surface du corps solide dont le mouvement crée ces 
ondes. 

Appelons « profondeur de pénétration » 6 de l'onde la distance 
à laquelle son amplitude est réduite de e fois. (24,4) montre que 


TN ne 
ô=} æ. (24,5) 


Ainsi donc, la profondeur de pénétration de l'onde décroît lorsque 
la fréquence croît, et elle croît en mème temps que la viscosité ciné- 
matique du fluide. 
alculons la force de frottement agissant sur l'unité d’aire du 
plan accomplissant des oscillations dans un fluide visqueux. Cette 
force est, évidemment, dirigée suivant l’axe des y; elle est égale à la 
composante 
dy 
Ov Nr ôz 
du tenseur des contraintes ; la valeur de la dérivée doit être prise 
sur la surface elle-même, c'est-à-dire pour x=—0. Substituant (24,4), 


on obtient : _ 
= 1)u. (24,6) 


En supposant # réelle et prenant la partie réelle de (24,6), on 


obtient : 
Oxy = — V opnu cos (ut + +) : 


1 Sur l'extension d'une période spatiale l'amplitude est réduite de et 
æ 540 fois. 
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Pour ce qui est de la vitesse de la surface oscillante, elle s'écrit 
u = Un COS ol. On voit que la vitesse et la force de frottement sont 
déphasées !. 

11 est également facile de calculer la valeur moyenne (dans le 
temps) de la dissipation d'énergie au cours du mouvement considéré. 
On peut procéder conformément à la formule générale (16,3); mais 
dans le cas précis il est plus simple de calculer la dissipation cherchée 
directement comme le travail des forces de frottement. À savoir, la 
dissipation de l'énergie dans l’unité de temps et par unité d'aire du 
plan oscillant est égale à la valeur moyenne du produit de la farce 
®,n par la vitesse u, = u: 


2 œwpn : 
— Oxyll = _ AZ ; (24,7) 


Elle est en raison de la racine de la fréquence des oscillations et de 
la viscosité. 

On peut aussi obtenir une solution close pour le problème général 
d’un fluide animé par une surface plane qui se meut (dans son propre 
plan) suivant une loi arbitraire 4 = u (t). Nous ne ferons pas ici les 
calculs, la solution cherchée de l'équation (24,3) coïncidant formel- 
lement avec celle du problème analogue de la théorie de la chaleur. 
lequel problème sera traité au $ 52 [cette dernière solution est 
donnée par la formule (52,15)]. Notamment. la force de frottement 
éprouvée par la surface solide (par unité d’aire) est donnée par la 
formule 


l 
fnp ( dut d 
_ np ( dur) _ dr 24 8 
Oxy = VY n of dt Vi (2 1,8) 


Icomparer avec (52,16)]. 
Considérons maintenant le cas général d'un corps oscillant de 
forme quelconque. Dans le cas précédemment étudié des oscillations 


1 Lors des oscillations d’un demi-plan (parallèles à son Lord) il apparaît 
une force de frottement supplémentaire due aux effets de bord. Le problème 
du mouvement d’un fluide visqueux lors des oscillations d’un demi-plan (ainsi 
que le problème plus général des oscillations d'un dièdre d'angle au sommet 
arbitraire) peut être résolu dans la classe des solutions de l'équation Af -- K?f — 
= U utilisée par À. Sommerfeld dans la théorie de la diffraction par un dièdre 
(cf. par exemple, l’article de M. Lauc « Interférence et diffraction des ondes 
élcctromagnétiques » dans Handb. d. Exper. Physik. tome 18, page 333, 1928) 

A titre de référence, nous nous bornerons à indiquer le résultat suivant: 
l'accroissement de la force de frottement sur le demi-plan par suite de l'effet 
de bord peut être décrit comme le résultat de l'accroissement de l’aire lorsque 
le bord du demi-plan se déplace de 


Le VA 
TRE 20 ° 
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d'une surface plane le terme (vV) v dans l'équation du mouvement 
du fluide était identiquement nul. Pour une surface de forme quel- 
conque, il n'en est plus évidemment ainsi. Néanmoins, nous suppo- 
serons ce terme petit devant les autres, de sorte qu’on pourra tout 
de mème en faire abstraction. Les conditions dans lesquelles une 
telle abstraction est possible seront explicitées par la suite. 

Ainsi donc, nous partirons, comme auparavant, de l’équation 
linéaire (24,2). Appliquons aux deux membres de cette équation 
l'opération rot. Le terme rot grad p disparaît identiquement, et on 
obtient : 

_ rot v = vA rot v, (24,9) 
c'est-à-dire que rot v satisfait à une équation du type de l’équation 
de la chaleur. 

Or, nous avons vu plus haut qu'une telle équation entraîne 
l'amortissement exponentiel de la quantité qu'elle décrit. On peut 
donc affirmer que le rotationnel de la vitesse s’amortit vers l’inté- 
rieur du fluide. En d’autres termes, le mouvement du fluide provo- 
qué par les oscillations du corps est rotationnel dans une certaine 
couche entourant le corps, mais il devient bien vite potentiel aux 
grandes distances. La « profondeur de pénétration » du mouvement 
rotationnel a pour ordre de grandeur 


< 
ô Lo d VE . 

Ceci étant, deux cas limites importants sont possibles. À savoir, 
& peut être grand ou petit devant les dimensions du corps oscillant 
dans le fluide. Soit / l’ordre de grandeur de ces dimensions. Soit 
d'abord & ÿ l; cela signifie que doit être observée la condition 
E© < v. Outre cette condition, nous supposerons encore le nombre 
de Reynolds petit. Si a est l’amplitude des oscillations du corps, 


sa vitesse a pour ordre de grandeur aw. C’est pourquoi pour le mouve- 


| Ju l 
ment envisagé le nombre de Reynolds est eu . Nous supposerons donc 


remplies les conditions 
wla . 


Po &v, KL. (24,10) 


C'est là le cas des petites fréquences des oscillations. Mais dire que 
la fréquence est petite, c’est dire que la vitesse varie lentement dans 
le temps, et dans l'équation générale du mouvement 


ôv 1 
a tTOVv= — 5 VP+vAv 


S— sub 
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je 


on peut négliger la dérivée a . Quant au terme (vV) v, il peut être 
négligé du fait que le nombre de Reynolds est petit. 
L'absence du terme = dans l'équation du mouvement signifie 


que le mouvement est stationnaire. Ainsi, lorsque 8 Ÿ ! le mouve- 
ment peut être considéré à tout instant donné comme étant stationnai- 
re. Cela signifie que le mouvement du fluide est, à tout instant donné, 
celui qu’il serait si le corps était en mouvement uniforme avec la 
vitesse qu’il possède en réalité à cet instant. Si, par exemple, il s'agit 
des oscillations d’une sphère immergée dans un fluide, la fréquence 
vérifiant les inégalités (24,10) (£ étant maintenant le rayon de la 
sphère), on pourra affirmer que la force de résistance éprouvée par 
la sphère est donnée par la formule de Stokes (20,14) déduite pour le 
mouvement uniforme de la sphère dans le cas de nombres de Reynolds 
petits. 

Envisageons à présent le cas limite opposé où ! S 6. Pour 
qu'on puisse négliger de nouveau le terme (vV) v, on devra exiger 
simultanément dans ce cas que l'amplitude des oscillations du corps 
soit petite vis-à-vis de ses dimensions 

lo Sv, a<l (24,11) 
(notons qu'alors le nombre de Reynolds ne doit nullement être 
petit). En effet, évaluons le terme (vV) v. L'opérateur (vV) signifie 
dérivation dans la direction de la vitesse. Or. au voisinage de la 
surface du corps la vitesse est essentiellement dirigée suivant la 
tangente. Dans cette direction la vitesse ne varie notablement que 
sur une extension de l’ordre des dimensions du corps. C’est pourquoi 


v? au? : a 

Nr (la vitesse elle-même a pour ordre de grandeur 
7 +. +. OV 

aw). La dérivée Ti 


les deux expressions, on voit que, pour a & !, on a effectivement 


av av sir re à 
(V)v < _ . Quant aux termes et vAv, on verrait aisément qu'ils 


, elle, est de l’ordre de vw — aw°. Rapprochant 


at 
sont du même ordre de grandeur. 

Etudions maintenant le caractère du mouvement d'un fluide 
autour d’un corps oscillant alors que sont observées les conditions 
(24,11). Dans une couche fine au voisinage de la surface du corps le 
mouvement est rotationnel, mais il est potentiel dans la masse 
même du fluide !. De sorte que partout, sauf dans la couche à même 


1 Lors des oscillations d’une surface plane, à la distance 8 s’amortit non 
seulement rot v, mais aussi la vitesse v elle-même. Lau raison en est qu'au cours 
de ses oscillations le plan ne chasse pas le fluide, lequel reste immobile loin 
du plan. Mais si les corps oscillants sont de forme différente, le fluide est chassé, 
il est mis en mouvement. et la vitesse de ce mouvement ne s'amortit notable- 
ment qu'à des distances de l'ordre des dimensions du corps. 
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la paroi, le mouvement du liquide est décrit par les équations 


rotv—0, divv—0. (24,12) 


Il en résulte qu'on a aussi Av = 0, et donc que l’équation de Navier- 
Stokes se réduit à l'équation d’Euler. Ainsi donc, partout, sauf dans 
la couche à même la paroi le mouvement du fluide est celui d’un 
fluide parfait. 

Cette couche étant mince, résolvant les équations (24,12) afin 
de déterminer le mouvement dans la masse même du fluide, on 
devrait prendre pour conditions aux limites celles qui doivent être 
vérifiées à la surface du corps, c'est-à-dire l'égalité de la vitesse du 
fluide à celle du corps. Cependant, les solutions des équations du 
mouvement d’un fluide parfait ne peuvent satisfaire à ces conditions. 
La seule chose qu’on puisse exiger c'est la vérification de cette condi- 
tion pour la composante de la vitesse du fluide normale à la surface. 

Îl est vrai que les équations (24,12) sont inapplicables dans ladite 
couche, mais comme la distribution des vitesses obtenue en résolvant 
ces équations vérifie déjà les conditions aux limites requises pour la 
composante normale de la vitesse, l'allure effective de cette compo- 
sante ne révèle pas de particularités essentielles quelles qu'elles 
soient au voisinage de la surface. Pour ce qui est de la composante 
tangentielle, résolvant les équations (24,12), nous obtiendrions pour 
celle-ci une valeur différente de la composante correspondante de la 
vitesse du corps, alors que ces vitesses doivent, elles aussi, être 
égales. Ceci étant, la composante tangentielle de la vitesse doit 
rapidement varier dans la couche mince à même la paroi. 

On détermine aisément l'allure de cette variation. Considérons 
une région quelconque de la surface du corps, de dimensions grandes 
devant ô, mais petites devant celles du corps. On peut considérer 
approximativement que cette région est plane, et utiliser pour cette 
région les résultats déduits plus hauts pour une surface plane. Suppo- 
sons l'axe des x dirigé suivant la normale à la région considérée, 
l'axe des y étant pris dans le plan tangent suivant la direction de la 
composante tangentielle de la vitesse de l'élément de surface. 
Désignons par v, la composante tangentielle de la vitesse du mouve- 
ment du fluide par rapport au corps; sur la surface elle-même v, 
doit s’annuler. Soit, enfin, voe”i®! la valeur de v, obtenue en résol- 
vant les équations (24,12). En vertu des résultats déduits au début 
de ce paragraphe, on peut affirmer que dans la couche à même la 
paroi v, décroît en même temps que la distance à la surface suivant 
la Joi 


vy = voeriot [—e-t-ùx Vu/2v], (24,13) 
gx 
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Enfin, l'énergie totale dissipée dans l'unité de temps est égale 
à l'intégrale 


È 12//pno : 
cn = 5 PE SE df, (24,14) 


étendue à toute la surface du corps oscillant. 

Dans les problèmes mis à la fin de ce paragraphe, on a calculé 
les forces de résistance agissant sur divers corps oscillant dans un 
fluide visqueux. Faisons en l'occurrence la remarque générale suivan- 
te au sujet de ces forces. Ecrivant la vitesse du mouvement du corps 
sous forme complexe u = uge”it, nous obtenons la force de résistan- 
ce F, proportionnelle à la vitesse u, aussi sous forme complexe : 
F = Bu, où f = Bi + if: est une constante complexe; on peut 
mettre cette expression sous la forme de la somme de deux termes: 


F = (Bi ip) u = pu— Peu, (24,15) 


proportionnels à la vitesse u et à l'accélération u, les coefficients 
étant réels. 

La dissipation d'énergie moyenne (dans le temps) est déterminée 
par la valeur moyenne du produit de la force de résistance et de la 
vitesse ; alors, il va sans dire qu’on prendra préalablement les parties 
réelles des expressions écrites ci-dessus, c'est-à-dire qu'on écrira: 


= _ (ue ist + uñeiol), 
F= + (ue ist + uWp*eiut), 
Notant que les moyennes de e*2i*! sont nulles, on obtient : 
T,, 1 > a ‘ û 
Fu = 2 (B+B*) [of = Êt vo fe. (24,16) 


De la sorte, on voit que la dissipation d'énergie n'est liée qu'à la 
partie réelle de B; la partie correspondante (proportionnelle à la 
vitesse) de la force de résistance (24,15) peut être appelée dissi- 
pative. La deuxième partie de cette force, proportionnelle 
à l'accélération (déterminée par la partie imaginaire de f) et indé- 
pendante de la dissipation d'énergie peut être dite d'inertie. 

Des considérations analogues valent pour le moment des forces 
agissant sur un corps effectuant des oscillations rotatoires dans un 
fluide visqueux. 


Problèmes 


1. Déterminer la force de frottement agissant sur chacun des deux plans 
solides parallèles entre lesquels se trouve une couche de fluide visqueux, l’un 
d'entre eux offectuant un mouvement oscillatoire dans son propre plan. 
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Solution. Nous chercherons la solution de l'équation (24,3) sous la 
forme ! 


v= (A sin kz+ B cos kz) e— 10! 


et nous déterminerons À et B à partir des conditions v=u=uge tot pour 
z=0 et v—0 pour r—kh (h est la distance entre les deux plans). On obtient 
finalement : 
sin k(h—zx) 

sinkh 


La force de frottement (par unité d'aire) agissant sur le plan mobile est 


ôe 
Pix=1n EE — kun ctg kh. 
celle agissant sur le plan fixe étant 
. dv __ mku 
Pa 13], sin &n 


(on sous-entend partout les parties réelles des expressions correspondantes). 
2. Déterminer la force de frottement agissant sur un plan oscillant couvert 

d'une couche fluide (d'épaisseur À) dont la surface supérieure est libre. 
Solution. Conditions aux limites sur le plan solide: v = u pour z = 


= 0, et sur la surface libre: Oxy = 1 : = 0 pour r — h. On trouve pour la 
vitesse : 

_ cos k (h—x) 

s coskh 


La force de frottement est : 
ôv 
Pr=nz = nuk tg kh. 


3. Un dique plan de grand rayon R effectue des oscillations rotatoires de 
faible amplitude autour de son axe (l'angle de rotation du disque 8 = 6, cos ot, 
6, € 1); déterminer le moment des forces de frottement agissant sur le disque. 

Solution. Dans le cas d'oscillations de faible amplitude le terme 


(VV) v dans l'équation du mouvement est toujours petit devant a , quelle que 


soit la fréquence w. Si R © 6. lorsqu'on déterminera la distribution des vitesses 
on pourra admettre que le plan du disque est infini. Prenons des coordonnées 
cylindriques d'axe des z confondu avec l’axe de rotation, et cherchons la solution 
sous la forme v, = v, = 0, y = v = rQ(z, t). On obtient pour la vitesse angu- 
laire du fluide Q (z, t) l'équation 

2 _,#0 

ôt 02° 


1 Dans tous les problèmes de ce paragraphe 6 désigne la quantité (24,5): 


D 'ÆT = ii 
m Ô 
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La solution de cette équation se réduisant à — 0, sin @t pour 2—0 et s’annu- 
lant pour :—00 est 


z 
Q= —oûye ° sin (w—+) , 


Le moment des forces de frottement agissant sur les deux faces du disque 
vaut : 


R 
dv fl 
M=2 Î r2nrn |, à = 6007 V@pn R4 cos (ot) : 
0 


4. Déterminer le mouvement du fluide compris entre deux plans parallèles, 
si l’on a un gradient de pression qui varie au cours du temps suivant une loi 
harmonique. 

Solution. Choisissons le plan x, z équidistant des deux plans; l'axe 
des x est dirigé suivant le gradient de pression, que nous écrirons sous la forme 
— < 2e = ae7l®t, La vitesse est partout dirigée suivant l'axe des x et est déter- 
minée par l'équation 

ôv o2v 
ôt 9y? ” 


La solution de cette équation satisfaisant aux conditions 0 pour y — +h/2 est 
vit ,—iot FL . ki | : 
o 


=aertot+ 


La valeur moyenne (suivant la section) de la vitesse est : 
= ia it (4 2 Ê) 
Frog (1 Eh 8 2 ‘ 
Pour hk/ô & 1 cette expression devient 


—iot Lu 
12v ? 


ce qui est conforme à (17,5), et on obtient pour k/ô © 1 


vÆue 


—iot 


_ ia 
v&s—e 
o 


on accord avec le fait que, dans ce cas, la vitesse doit être presque constante 
suivant la section, ne variant notablement que dans la couche mince à même 
la paroi. 

5. Déterminer la force de résistance éprouvée par une sphère (de rayon AR) 
vffectuant dans un fluide des oscillations de translation. 


Solution. Ecrivons la vitesse de la sphère sous la forme u = ue of, 
Ainsi que nous l'avons fait au $ 20, nous chercherons la vitesse du fluide sous 
la forme 


v=e7iol rot rot fus, 


f étant fonction de r seul (l'origine des coordonnées est prise au point où se trouve 
le centre de la sphère à l'instant donné). Substituant dans (24,9) et effectuant 
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des transformations analogues à celles faites au $ 20, on obtient l'équation 
A2f+ 2 Af—0 
v 
(au lieu de l'équation A?f O0 du & 20). On en déduit : 


eikr 
Af= const. 


, 


r 


la solution a été choisie exponentiellement amortie, et non croissant avec r. 
1l vient en intégrant : 


df  eikr 1 b 
ar (—x)te (Le 


{on n'a pas à écrire la fonction f elle-même, étant donné que seules les dérivées 
f' et f” por dans la vitesse). Les constantes a et b se déterminent à partir 
de la condition v = u pour r = R. On a: 


3R ip R3 3 3 , 
De no à 7 U-5-7x) (2 


3 
Notons qu'aux hautes fréquences (R > 6) a —+ 0, b —+ — x , Ce qui correspord 


(en conformité avec les affirmations du $ 24) au mouvement potentiel (défini 
au prob. 2 du $ 10). 

La force de résistance se calcule d'après la formule (20,13) dans laquelle 
l'intégration s'effectue sur la surface de la sphère. Résultat: 


R np 2R\ du 

= —— L 2 pre LES es | con 

F=6nnR (1+ s)"+aR V = (1+55) = 

Pour w :0 cette formule se réduit à la formule de Stokes. Pour les wrandes 
fréquences. par contre : 


(3) 


9= —— 
F = _. pR3 & +3nR? VEnpo u. 


Le premier terme dans cette expression correspond à la force d'inertie pour 
l'écoulement potentiel autour de la sphère [cf. prob. 1. $ 11]. le second donnant 
l'expression limite de la force dissipative. 

6. Déterminer la force de résistance agissant sur une sphère se mouvant 
A AS [la vitesse de la sphère est une fonction donnée du temps u — 
= u (t)]. 


Snlution. Nous développerons w(t) en intégrale de Fourier: 


de 
u(t)— \ uye 70! du, 
“ee 
oo 
me | u (t) ei! a. 


— 
En verlu de la linéarité des équations, la force totale de résistance peut s’écrire 
sous forme d'intégrale des forces de résistance qui résultent du mouvement avec 
des vitesses égales aux diverses composantes de Fourier u,e7%! ; ces forces sont 
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déterminées par l'expression (3) du problème précédent et sont égales à 


apRsu er tot D — 2 VP 1-9 V5 } ; 


du : . 
Notant que a) — —iou,, nous recopierons cela sous la forme 


2v,®, 1+i 
3,—1ot u Tr 
sphere [Eu +5 (oo + RE DT} - 
Intégrant sur do les premier et second termes, on obtient respectivement « (1) 
et u (t). Pour intégrer le troisième terme, notons tout d'abord que, pour les w 


négatifs, il faut prendre le conjuuué complexe de ce terme, en y écrivant & nu 
w 

au lieu de ! A (du fait que la formule (3) du problème 5 a été déduite pour la 

vitesse u = uge 121 ot, on obtien- 


avec ane ; pour ce qui est de la vitesse ue! 

drait une expression complexe conjuguée). Dès lors, au lieu de l'intégrale sur 

Fe de —0o à +00, on pourra écrire Je double de la partie réelle de l'intégrale de 
à oo. Nous écrirons: 


ame {49 [Du as} 2 ne {oo Ÿ 
0 _ 


2e —io (tt) 
= Re {+5 À (ue do dr +(1+i) 


(x) eo (T—t) 


Vo 


É () eio (T—t) 
0 


Vo 


à 
(x) 2 u(t) 
-VEn{f u (9) u &}- = À y dr. 
Ve. J Vr—t VIT 
Ainsi donc, on obtient une définitive _ la force de résistance 


: 4 du V + di 
.- 210R3 . 4 
FR a +R u +7 (# y =} 5 


Vi+ 


du de } = 


du dr} _ 


7. Déterminer la force de résistance pour une sphère qui entre en mouvement 
uniformément accéléré à l'instant & = 0 suivant la loi u = at. 

Solution. Posant dans la formule (4) du problème 6 # = 0 pour t < 0 
et u = aœt pour t = 0, on obtient (pour t => 0): 


CARE } 
= CPS ME SE EE eut ns 
pra {+++ 12 ‘ 
8. Même problème pour une sphère mise instantanément en mouvement 


uniforme. 
Solution. Onau= 0 pour t <0et u = u, pour t > 0. La dérivée 


s est toujours nulle, sauf à l’instant : — 0 où elle devient infinie, et ceci de 


telle façon que l'intégrale de S sur le temps soit finie, sa valeur étant us. On 
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obtient finalement pour tout le temps t > 0 
R 21pR3 
D RE 
nvt 
6 (t) étant la fonction-ô. Lorsque t —+ o cette Ge sg tend asymptotique- 
ment vers la valeur donnée par la formule de Stokes. L’impulsion de la force 
de résistance éprouvée par la sphère durant un laps de temps infiniment petit 
autour de t — 0 s'obtient en intégrant par rapport au temps le dernier terme 
dans F et est égale à 2/3 np Ru. 

9. Déterminer le moment des forces agissant sur une sphère qui effectue 
dans un fluide visqueux un mouvement d'oscillations rotatoires autour de l'un 
de ses diamètres. 

Solution. Pour les mêmes raisons qu'au problème 1 du $ 20, dans 
l'équation du mouvement on n’a pas à écrire le terme avec le gradient de pres- 
sion, de sorte qu'on a 


F = 6n1pvRuo {1+ uoÔ(e) ; 


av 
3e = BY. 


Nous chercherons lu solution sous la forme 

v= rot f Qpe7 io, 
G@=Qpe7%% étant la vitesse de rotation angulaire de la sphère. Pour 
on obtient à présent au lieu de l'équation Af= const : 

Af+k?f= const. 
Omettant le terme constant sans importance dans la solution de cette équation. 
on en déduit j = _ eîkr (nous choisissons la solution qui s'annule à l'infini). 
La constante a se détermine à partir de la condition à la limitev—Q@xr 
sur la sphère; on a finalement: 

pe ER, Sid (LA) tem 


(R est le rayon de la sphère). Le calcul, qui se fait comme au prob. 1 du & 20, 
conduit à l'expression suivante du moment des forces avec lesquelles le fluide 
agit sur la sphère: 


3+4-6R/0 +6 (R/6)2 + 2 (R/0)3—2i (R/Ô)2 (1+ R/Ô) 
THZRIO+2(ROE 
Lorsque «-+ 0 (c'est-à-dire ô — oo) on obtient l'expression A1 - 


5: — 8anR°Q correspondant à la rotation uniforme de la sphère (cf. prob. 1, 
$ 20). Dans l'autre cas limite R/6 S$ 1on a: 


TE 


4 f . 
M=° 2 a Rs V/npo (i —1) Q. 


Cette expression se déduit aussi directement : lorsque 6 & R chaque élément 
de surface de la sphère peut être assimilé à un plan, et la force de frottement 
qui agit sur lui peut être déterminée par la formule (24,6) dans laquelle on 
substitue la vitesse u = QR sin 6. 

40. Déterminer le moment des forces agissant sur une sphère creuse remplie 
de fluide visqueux, cette sphère étant en mouvement d'oscillation rotatoire 
autour d’un diamètre. | 
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. Solution. Cherchons la vitesse sous la même forme qu'au problème 
précédent. Prenons pour f la solution finie dans tout le volume intérieur, 


y compris le centre: f-= a su . Déterminant a à partir de la condition à lu 
limite, on obtient : 
PAU ( R ) rk cos kr —sin kr 
EXT UT) Récos#kR=sMER 


Le calcul du moment des forces de frottement conduit à l'expression 
8 k2R?sin kR+3KkR cos kR—3 sin kR 
= 3 ee. SR 
su 3 HE kR cos kR—sin &R 


.. L'expression limite pour Rd > 1 coïncide, naturellement, avec l'expres- 
sion correspondante du problème précédent. Mais si R/d € 1. alors 


8 T4 
M :-— Q fi 
M 75 po R°Q (: : 


Le premier terme dans cette formule correspond aux forces d'inertie engendrées 
lors de la rotation d'ensemble de toute la masse fluide. 


$ 25. Amortissement des ondes de gravitation 


Un raisonnement analogue à celui développé plus haut peut être 
refait en ce qui concerne la distribution des vitesses au voisinage de 
la surface libre d'un fluide. En l'occurrence, considérons le mouve- 
ment oscillatoire qui s'effectue au voisinage de la surface d’un fluide 
(des ondes de gravitation, par exemple). Supposons satisfaites les 
conditions (24,11), la longueur d'onde X y jouant à présent le rôle 
des dimensions l: 


ho SV, a<h (25,1) 


(a est l'amplitude de l’onde, « sa fréquence). On pourra alors affir- 
mer que la solution n’est rotationnelle que dans une couche mince 
au voisinage de la surface du fluide, le mouvement étant potentiel 
dans le volume même, tel qu’il serait pour un fluide parfait. 

Le mouvement d’un fluide visqueux doit satisfaire au voisinage 
de la surface libre aux conditions aux limites (15,14), qui exigent 
l'évanescence de certaines combinaisons des dérivées de la vitesse 
par rapport aux coordonnées. Quant au mouvement déduit de la 
résolution des équations de l’hydrodynamique d’un fluide parfait, 
il ne satisfait pas à cette condition. Ainsi qu'il a été fait au paragra- 
phe précédent pour la vitesse v,. on peut déduire que dans une couche 
fine au voisinage de la surface du fluide les dérivées correspondantes 
de la vitesse décroîtront rapidement. Il est essentiel de noter que 
le gradient de la vitesse n’est pas alors anomalement grand, ainsi 
qu'il en était au voisinage d’une surface solide. 
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Calculons la dissipation d'énergie dans une onde de gravitation. 
Il y aura lieu de parler ici non pas de la dissipation de l'énergie 
cinétique, mais de celle de l'énergie mécanique Er, qui contient. 
outre l'énergie cinétique, l'énergie potentielle dans le champ de 
pesanteur. Mais il est clair que la dissipation d'énergie par suite des 
processus de frottement interne dans le fluide ne saurait être influen- 
cée du fait de l'existence ou de l’absence d'un champ de pesanteur. 


C'est pourquoi Bi est déterminée par la même formule (16,3): 


S (E +52) 

Eméc =: — + (+ 7) "av. 
Lors du calcul de cette intégrale pour une onde de gravitation, on 
notera que, le volume de la couche superficielle du mouvement 
rotationnel étant petit, et le gradient de la vitesse n’y étant pas 
anomalement grand, le fait de l'existence de cette couche peut être 
négligé, contrairement à ce qu’on avait dans le cas des oscillations 
d'une surface solide. En d'autres termes, l'intégration devra être 
étendue à tout le volume du fluide, dans lequel, ainsi qu'on l’a vu, 
le mouvement est celui d’un fluide parfait. 

Nous avons déjà déterminé au $ 12 le mouvement dans une 
onde de gravitation dans un fluide parfait. Ce mouvement est poten- 
tiel, de sorte que 

dvi __  od? _dh 
Ôz OrRÔr Or; 


? 


et 


Le potentiel q a la forme 
p= Po cos (ki — ct + a) ee. 


Certes, ce n’est pas l'énergie de dissipation instantanée qui nous 


intéresse, mais la moyenne dans le temps de l’énergie dissipée Emcc. 
Notant que les moyennes des carrés du cosinus et du sinus sont égales, 
on obtient: 


Émée = — Sn Î p°dY. (25,2) 


En ce qui concerne l'énergie Emce elle-mème de l'onde de gravi- 
lation, on pourra pour la calculer se servir du fait connu en mécani- 
que que, pour tout système accomplissant des petites oscillations 
(des oscillations de faible amplitude), les énergies cinétique et poten- 


tielle moyennes sont égales. Dès lors on pourra écrire Emee Simple- 
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ment comme le double de l'énergie cinétique: 


ef Î DE dV =p | (SE) av. 


Ennée = 2p#k° ( pe dy. (25,3) 


Il est commode de caractériser l'amortissement des ondes par 
le facteur d'amortissement y défini comme le rapport: 


= lEméel, (25,4) 
2E 
Au cours du temps l'énergie de l’onde décroît suivant la loi E = 
= const-e-2v{; en ce qui concerne l’amplitude de l'onde, l'énergie 
étant en raison de son carré, la loi de sa décroissance dans le temps 
est déterminée par le facteur e”v{. 
On trouve à l'aide de (25,2) et de (25,3) : 


= 2vk?. (25,5) 


Substituant (12,7) dans cette expression, on obtient le facteur 
d'amortissement des ondes de gravitation sous la forme 


y=2, (25,6) 


Problèmes 


1. Déterminer le facteur d'amortissement de grandes ondes de gravitation 
se propageant dans un canal de section constante ; la fréquence est supposée si 
grande que V/v/o est petit par rapport à la profondeur du fluide dans le canal. 

Solution. La dissipation d'énergie a lieu essentiellement dans la cou- 
che fluide à même la paroi, où la vitesse varie de zéro sur la paroi même à sa 
valeur v = ve! dans l'onde. La dissipation moyenne d'énergie (rapportée 
à l'unité de longueur du canal) est, en vertu de (24,14), 


lvol? à, — 
EL ——— $ 
V2 V/npo 
l'est la longueur de la partie du contour de la section du canal baignée par le 
fluide. Quant à l'énergie moyenne du fluide (également rapportée à l'unité de 
longueur du canal), elle vaut Sp? Sp PE (S est l’aire de la section du fluide 
dans le canal). Le facteur d'amortissement est 


Ve. 


L 
T2 yes 
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Ainsi, pour un canal de section rectangulaire (largeur «, profondeur h) 


2hk+a 
= —_—_— V vo. 
Lo V2oh 


2. Déterminer le mouvement dans une onde de gravitation se propageant 
à la surface d’un fluide de grande viscosité. 

Solution. Le calcul du facteur d'amortissement fait dans le texte ne 
s'applique que dans les cas où ce facteur est petit, de sorte qu’en première appro- 
ximation le mouvement peut être considéré comme celui d’un fluide parfait. 
Pour une viscosité arbitraire nous chercherons une solution des équations du 


mouvement 
CR LR RE 
ôt Or? | 022 p êxz" 
dvz _. (Ov, , dv, 4 ôp 
= (+3) po € () 
dv , Oz 
EU 


dépendant de { et z au moyen du facteur e7iot+ikx ot s'amortissant lorsque z 
croît en profondeur (z > 0). On obtient : 


ve iotHikx(4ehzt Bemr), ve iotHihx ( —iAehz— ; E pen) ; 
m 


LP 2 Q-iot+ikx © Aekt—gz, où m— V LES 
p k Ÿ 


Conditions aux limites à la surface du fluide : 
… on Oz _ dx , Oz 
Ozz= —p+2n ae 0 Oxz=N (= F)=0 
(pour z = &). Dans la seconde de ces conditions on pourra écrire directement 
: = 0 au lieu de z = #. Quant à la première, nous la dériverons d’abord par 
rapport à {et nous écrirons gv, au lieu de g & , puis nous poserons : — Ü. La 


condition de compatibilité des deux équations homogènes ainsi obtenues pour 
A et B donne: 


. N°, EE CR : 

(2—: 5) += iV is: +31 
Cette équation détermine la dépendance de © par rapport au vecteur d'onde k. 
Alors © est complexe; sa partie réelle donne la fréquence des oscillations, et sa 
partie imaginaire le facteur d'amortissement. Seules les solutions de l'équation 
(2) à partie imaginaire négative (amortissement de l'onde) sont douées de sens 
physique; il n’en est ainsi que de deux des racines de l'équation (2). Si vk? < 
& V/gk (condition (25,1), le facteur d'amortissement est petit et (2) donne appro- 
ximativement © = + V'ek — i-2vk?, résultat déjà connu. Dans l'autre cas 
limite vk? > Ver l'équation (2) a deux racines purement imaginaires corres- 
pondant à un mouvement purement apériodique amorti. L'une des racines est 

ig 

7 2" 
et l’autre, étant bien plus grande (de l’ordre de vk?), ne présente pas d'intérêt 
(le mouvement qui lui correspond s’amortit rapidement). 


O = 


CHAPITRE II 


TURBULENCE 


$ 26. Stabilité du mouvement stationnaire d’un fluide 


Résolvant les équations du mouvement stationnaire d’un fluide 
visqueux, on doit souvent, par suite de difficultés mathématiques, 
se borner à certaines approximations. L'application de ces solutions 
approchées ne vaut, naturellement, qu'entre certaines limites. Telle. 
par exemple, la solution du problème de l'écoulement autour d’une 
sphère ($ 20), dont le domaine d'application est limité aux petits 
nombres de Reynolds. 

Cependant, il doit exister, en principe, pour tout problème, 
c'est-à-dire pour tout mouvement dans des conditions extérieures 
stationnaires données, une solution stationnaire exacte des équations 
hydrodynamiques (quelques-unes de ces solutions exactes ont été 
envisagées aux $$ 17, 18, 23). Ces solutions existent formellement 
pour n'importe quel nombre de Reynolds. 

Mais toute solution des équations du mouvement, même si elle 
est exacte, n'est pas forcément réalisable dans la nature. Outre 
qu'elles doivent vérifier les équations hydrodynamiques, les mouve- 
ments réalisables dans la nature doivent encore être stables. Pour 
que le mouvement soit stable, il faut que les petites perturbations 
s'amortissent au cours du temps après leur apparition. Mais si, par 
contre, des perturbations arbitrairement petites, qui prennent 
inévitablement naissance dans le courant fluide, ont tendance à 
croître au cours du temps, le mouvement sera absolument instable. 
Un tel mouvement instable vis-à-vis de perturbations infinitésima- 
les ne saurait aucunement exister. 

L'étude mathématique de la question de la stabilité de tel ou tel 
mouvement vis-à-vis de perturbations infinitésimales doit se faire 
suivant le schéma ci-après. On superpose à la solution stationnaire 
étudiée [avec vo (x, y, z) pour distribution des vitesses] une petite 
perturbation non stationnaire v; (x, y, z, {) prise de manière que 
le mouvement résultant v — vo - v1 satisfasse aux équations du 
mouvement. L’équation qui détermine v, s'obtient en substituant 
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dans les équations 
Eu + (VV) v = —T+vav, divv=0 


la vitesse et la pression sous la forme v— vs+ vs, p— po—+ pi 
les fonctions connues vs et po satisfaisant aux équations non 
perturbées 


(Vo) Vo= — _ +vAvo, divvo—0. 


Omettant les termes d'ordrcs supérieurs par rapport à la petite 
quantité vs, il vient : 

DA + (v0V) Vi (VV) Vo= — LvyAvy, divvi=0. (26.1) 
La condition à la limite est que v, soit nulle sur les surfaces solides 
fixes. 

De sorte que vi vérifie un système d'équations différentielles 
linéaires avec des coefficients qui sont fonctions des seules covr- 
données, mais non du temps. La solution générale de telles 
équations peut être représentée par la somme de solutions parti- 
culières où v; dépend du temps par l'intermédiaire d’un facteur 
de la forme e”iet, Les « fréquences » w elles-mêmes des perturbations 
ne sont pas arbitraires, mais sunt déterminées après résolution des 
équations (26,1) avec les conditions aux limites correspondantes. Ces 
« fréquences » sont, en général, complexes. Mais s’il est des wo de 
partie imaginaire positive, alors e"itt croîtra indéfiniment au cours 
du temps. En d'autres termes, une fois apparues, de telles perturba- 
tions iront croissant, c'est-à-dire que le mouvement sera instable 
vis-à-vis de ces perturbations. La stabilité du mouvement exige 
que toutes les « fréquences » possibles w aient leurs parties imaginai- 
res négatives. S'il en est ainsi, les perturbations apparues s'amorti- 
ront exponentiellement au cours du temps. 

Toutefois, une telle étude mathématique de la stabilité est extré- 
mement complexe. Jusqu'à présent, la question de la stabilité de 
l'écoulement stationnaire autour de corps de dimensions finies n’a 
reçu aucune élaboration théorique. Nul doute que, pour des nombres 
de Reynolds suffisamment petits, l'écoulement stationnaire autour 
des corps soit stable. Les données expérimentales témoignent vraisem- 
blablement du fait que, R croissant, on atteint finalement une valeur 
déterminée, notée R.,11, à partir de laquelle le mouvement est insta- 
ble vis-à-vis de perturbations infinitésimales, si bien que pour des 
nombres de Reynolds suffisamment grands (R >R,,it) l'écoulement 
stationnaire autour de corps solides est impossible. Il va sans dire 
que la valeur critique du nombre de Reynolds n'est pas universelle ; 
chaque type de mouvement a son R,,:.. Ces valeurs sont, semble-t-il, 
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de l'ordre de quelques dizaines (ainsi, lors de l'écoulement transver- 

sa] autour d'un cylindre, un mouvement non stationnaire non amorti 
22e ud ° & s 5 

est observé déjà pour R —  — 34, d étant le diamètre du cylindre : 


les mesures exactes de R n'ont pas été faites). 
crit 


$ 27. Apparition de la turbulence 


Venons-en à l'étude du caractère du régime non stationnaire qui 
s'établit par suite de l'instabilité absolue du mouvement stationnaire 
pour les grands nombres de Reynolds. 

Commençons par expliciter les propriétés de ce mouvement 
lorsque les nombres de Reynolds sont un peu plus grands que R,;11. 
Lorsque R< Roux, les «fréquences » complexes & = &1 + y: 
de toutes les petites perturbations possibles de la vitesse ont leurs 
parties imaginaires négatives (y; 0). Pour R = R;;5t apparaît 
une fréquence dont la partie imaginaire est nulle. Pour R >Rerst 
cette « fréquence » a sa partie imaginaire positive, et pour les R 
voisins de Rorit, 1 est petit en comparaison de la partie réelle w: !. 
La fonction v, correspondant à cette fréquence s'écrit 


vi A (t)Î (x, y, 2), (27,1) 


Î étant une fonction complexe des coordonnées, et l’eamplitude» 
complexe A(é) s'écrivant ? 


A(t) const-evite-ieit, (27,2) 


Toutefois, cette expression de A(t) ne convient, en réalité, que pour 
une petite durée après l’instant où le régime stationnaire est rompu : 
le facteur evif croît rapidement au cours du temps, alors que la 
méthode de détermination de v; décrite au $ 26, conduisant à une 
expression du type (27,1), (27,2), ne s'applique que si v; est suffi- 
samment petit. En réalité, certes, le module | À | de l'amplitude 
du mouvement non stationnaire ne croît pas indéfiniment, mais 
tend vers une limite finie. Pour les R voisins de R,s (il s'agit par- 
tout de R > Rex), cette limite finie est, elle aussi, encore petite. 
et pour la déterminer on pourra procéder comme suit. 


1 I] faudra avoir en vue que l'ensemble (ce qu'on appelle le « spectre ») 
de toutes les valeurs possibles (pour chaque type donné de mouvements) des 
fréquences contient aussi bien des valeurs isolées (« spectre discret ») que des 
fréquences remplissant continûment des intervalles entiers de valeurs (e spectre 
continu »). Mais on pourrait voir que les fréquences qui nous intéressent à partie 
imaginaire positive ne peuvent, en général, être que du nombre des fréquences 
du spectre discret. 

2 Jls'agit, comme toujours. de la partie réelle de l'expression (27,2). 
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Trouvons la dérivée par rapport au temps du carré de l'amplitude 


14 2. Pour les temps les plus petits, alors que (27,2) s'applique enco- 
re, On a: 


d|Af ; 
Her. 


Cette expression n’est en fait que le premier terme du développement 
en série des puissances de À et A*. Le module | À | croissant (mais 
alors qu’il est encore petit), il faudra tenir compte des termes suivants 
de ce développement. Les termes suivants immédiats sont du troisiè- 
me ordre par rapport à À. Toutefois, ce n’est pas la valeur exacte 
de la dérivée 21£ Ê qui nous intéresse, mais sa valeur moyenne par 
rapport au temps, la médiation étant faite dans des laps de temps 
grands devant la période 2x/, du facteur périodique e”ivif (rappelons 
que, eu égard à l'inégalité w1 © Y1, cette période est petite par rap- 
port au temps 1/y; au cours duquel le module de l'amplitude |A | 
varie notablement). Or les termes du troisième ordre contiennent 
forcément un facteur périodique, et s’annulent lorsqu'on en prend 
la moyenne !. Pour ce qui est des termes du quatrième ordre, il en 
est un proportionnel à A°*4*? = | À [*; il est évident que ce terme 
ne disparaît pas par médiation. Ainsi donc, on a en se limitant 
au quatrième ordre 


d'AF 
dt 


œ& pouvant être plus grand ou plus petit que zéro. 

Supposons « une constante positive *. Nous ne mettons pas sur 
14 [et |A [* de barre, étant donné que la médiation porte exclusi- 
vement sur des laps de temps petits devant 1/y;. Pour cette même 
raison, résolvant cette équation, on pourra ignorer la présence de la 
barre sur la dérivée dans le premier membre. La solution de l’équa- 
tion (27,3) s'écrit 


=21AF—&|Af, (27,3) 


- E= DE + const-e—2vit. 


On voit que | A[? tend asymptotiquement vers la limite finie 
| À [max 2 . (27,4) 


La quantité y, est une fonction du nombre de Reynolds. Au voisi- 
nage de Ron elle peut être développée en série des puissances de 


1 A strictement parler, les termes du troisième ordre ne s’annulent pas par 
médiation, mais ils donnent des quantités du quatrième ordre ; ces quantités sont 
supposées être incluses dans les termes du quatrième ordre du développement. 

2 Il est plausible que ce soit précisément ce cas qui corresponde aux écoule- 
ments usuels autour des corps. 
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R — Ron. Or Yi (Rent) = 0 en vertu de la définition même du 
nombre de Reynolds critique. Ceci étant, le terme d'ordre zéro du 
développement n'existe pas, et on a au premier ordre 


ya = const-(R—Rort). 


Substituant cette expression dans (27,4), on voit que la valeur 
absolue | A| de l'amplitude est en raison de la racine de la dif- 


férence R—Ronut: 
|A Imax Tr P R—Rorte (27,5) 


Résumons les résultats obtenus. L’instabilité absolue du mouve- 
ment pour R > R&i conduit à l’apparition d’un mouvement pério- 
dique non stationnaire. Pour les R voisins de Rc,:, ce mouvement 
peut être représenté par la superposition du mouvement stationnaire 
Vo (z, y, z) et du mouvement périodique v: (x, y, z, t) d'amplitude 
petite mais finie croissant avec R proportionnellement à la racine 
de R — Rerys. La distribution des vitesses dans ce mouvement est 
de la forme 

Va (x, y, z)e7iC@rt-+Bn), (27,6) 


f étant une fonction complexe des coordonnées, et B;, une certaine 
phase initiale. Pour les grands R — R.;,1, la séparation de la vitesse 
en deux parties vos et v, n’a plus de sens. Nous avons alors affaire 
tout simplement à un mouvement périodique de fréquence w:;. Si, 
au lieu du temps, on prend pour variable indépendante la phase 
Pi = Of + Gi, il sera loisible de considérer v (x, y, z, @:) comme 
une fonction périodique de æ;, de période 2x. Mais on n’a plus là 
une fonction trigonométrique simple. Son développement en série 
de Fourier 


v= Ÿ A) (zx, y, z)e-imr (27,7) 
P 


(la sommation met en jeu tous les entiers p positifs et négatifs) 
contient non seulement des termes de fréquence fondamentale 1, 
mais aussi des termes correspondant aux fréquences entières mul- 
tiples de la fondamentale. 

Il convient d'indiquer encore la particularité essentielle suivante 
du mouvement non stationnaire envisagé. L'équation (27,3) ne déter- 
mine que la valeur absolue du facteur temporel À (f), mais non sa 
phase. La phase pi = wit + 6, du mouvement périodique reste, 
en fait, indéfinie et dépend de conditions initiales fortuites qui 
ont lieu au début du mouvement. En fonction de ces conditions, la 
phase initiale B, peut avoir n'importe quelle valeur. De sorte que le 
mouvement périodique étudié n’est pas déterminé d’une manière 
unique par les conditions extérieures stationnaires données dans 
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lesquelles s'effectue le mouvement. Une grandeur — la phase initiale 
de la vitesse — reste arbitraire. C'est dire, en quelque sorte, que ce 
mouvement est à un degré de liberté, alors que le mouvement sta- 
tionnaire, étant complètement déterminé par les conditions exté- 
rieures, n’en jouit pas. 

Passons à présent à l'étude des phénomènes qui prennent naissance 
lorsque le nombre de Reynolds continue à croître. Au cours de cette 
croissance vient à la longue l'instant où le mouvement périodique 
envisagé ci-dessus devient instable à son tour. L'étude de cette 
instabilité devrait se faire ! par une méthode analogue à celle mise 
en œuvre plus haut pour déterminer l'instabilité de l'écoulement 
stationnaire fondamental. Le rôle du mouvement non peiturbé est 
tenu à présent par le mouvement périodique vo (x, y, 2, t) (de fré- 
quence w1), et il faudra substituer dans les équations du mouvement 
V = Vo + Ve, V2 étant une petite correction. Ici encore on obtient 
pour v. une équation linéaire, mais les coefficients de cette équation 
ne sont plus fonctions des seules coordonnées, mais encore du temps. 
par rapport auquel elles sont périodiques avec la période 21/61. La 
solution d'une telle équation devra se chercher sous la forme 


Vo=T(x,y,2,t)e-iet, 


I (x, y, z, t) étant une fonction périodique du temps (de période 
2x/w1). L'instabilité survient de nouveau en même temps que la 
« fréquence » © = @2 + y», de partie imaginaire y: positive, la 
partie réelle correspondante w2 déterminant la nouvelle fréquence. 

Ainsi donc, il apparaît au total un certain mouvement quasi 
périodique caractérisé par deux périodes différentes. De même 
qu'après l'apparition du premier mouvement périodique l’écoule- 
ment possédait un degré de liberté, deux quantités (les phases) sont 
maintenant arbitraires, c’est-à-dire que le mouvement possède deux 
degrés de liberté. 

Le nombre de Reynolds croissant encore, de nouvelles périodes 
apparaissent successivement. Les intervalles entre les nombres de 
Reynolds correspondant aux apparitions successives des nouvelles 
fréquences se resserrent rapidement. Pour ce qui est des mouvements 
nouvellement apparus, ils se font à des échelles de plus en plus peti- 
tes. Cela signifie que l’ordre de grandeur des distances sur lesquelles 
la vitesse du mouvement varie sensiblement est d'autant plus petit 
que le mouvement envisagé apparaît tard. 

De la sorte, pour R >R,,;: le mouvement acquiert rapidement 
un caractère complexe et inextricable. Un tel mouvement est dit 
turbulent; ses propriétés seront étudiées en détail dans les 


1 Mais ne l’a été en aucun cas à cause des difficultés mathématiques excep- 
tionnelles. 
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paragraphes suivants. À l'encontre de l'écoulement turbulent, on 
appelle laminaire l'écoulement régulier d'un fluide qui se 
meut en quelque sorte en couches douées de différentes vitesses. 

Ecrivons la forme générale de la fonction v (x, y, z, t), dont la 
dépendance par rapport au temps est déterminée par un certain 
nombre »r de différentes fréquences w; (à = 1, 2, ..., n). Au lieu 
d'une seule phase , = œif + B1, on a à présent n différentes phases 
pi = it + fi. La fonction v peut être considérée comme une fonc- 
tion de ces phases (et des coordonnées), de chacune d’elles périodique 
de période 21. Une telle fonction peut être écrite sous forme de série : 


v (x, y, 2, t) Fe à Ai, +. PR (x; VE 2) e ar (27,8) 
P1, Pas ..., Pn 

(la sommation porte sur tous les entiers p1, Ps, . . ., Pn), Cette série 
étant une généralisation de la formule (27,7). Notons que le choix 
lui-même des fréquences fondamentales w1, . .., w, n’est pas uni- 
que, ainsi qu’il résulte de (27,8) ; on pourrait aussi bien prendre pour 
fréquences fondamentales r combinaisons linéaires indépendantes 
quelconques des w; avec des coefficients entiers !. 

Un mouvement décrit par une formule du type (27,8) possède 
n degrés de liberté; il comprend nr phases arbitraires initiales f,. 
Lorsque le nombre de Reynolds croît, l'augmentation du nombre de 
fréquences entraîne celle du nombre de degrés de liberté du mouve- 
ment. À la limite lorsque R tend vers l'infini, le nombre de degrés 
de liberté devient lui aussi arbitrairement grand. 

11 faudra avoir en vue que, la vitesse étant une fonction périodi- 
que des phases (de périodes 2x), les états dont les phases ne diffèrent 
que par un multiple entier de 2x sont physiquement identiques. C’est 
dire autrement que toutes les valeurs essentiellement distinctes de 
chacune des phases sont contenues dans l'intervalle 0 < p; < 2n. 
Envisag eons deux phases quelconques p; = it + B, et p2 = wat + 
+ f2. Soit, à un certain instant, & la valeur de p:. En vertu de ce 
qu’on vient de dire, q, aura « la même » valeur & à tous les instants 


L= ab +- 2nn à , n étant un entier arbitraire. La phase 
1 1 


a à ces instants les valeurs me = 7 (a — B;) + PB: + 21 2. Or. 
Le ; 1 
les diverses fréquences sont, en général, incommensurables entre 
elles, .de sorte que me est un nombre irrationnel. Ramenant chaque 
1 


‘1 Ces combinaisons linéaires doivent être telles qu’on en puisse former tous 
les nombres possibles > Pi: il cst facile de voir qu'il en sera ainsi si le déter- 
minant des coefficients de la transformation faisant passer des anciennes fréquen- 
ces aux nouvelles est égal à l'unité. 
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fois, en retranchant le nombre voulu de fois 2x, la valeur de 2: 
à l'intervalle compris entre 0 et 2x, on obtient ainsi, lorsque n 
parcourt ses valeurs de O à l'infini, pour @, des valeurs aussi voisines 
que l’on voudra de tout nombre donné à l'avance dans cet intervalle. 
En d’autres termes, au cours d’un laps de temps suffisamment long, 
y. et > passeront simultanément aussi près que l’on voudra de tout 
couple de valeurs données à l'avance. Evidemment, ceci concerne 
aussi toutes les phases. De cette façon, le mouvement turbulent 
jouit des propriétés d’une certaine quasi-périodicité: au bout d'un 
temps suffisamment long le fluide passe par des états aussi voisins 
que l’on voudra d’un état arbitraire donné à l’avance, déterminé 
par n'importe quel jeu possible de valeurs simultanées des phases p;. 

Nous avons introduit la notion de nombre de Reynolds critique 
en tant que valeur de R pour laquelle apparaît l'instabilité du mouve- 
ment stationnaire dans le sens décrit plus haut. Mais la notion de 
Rerit peut aussi bien être caractérisée d’un point de vue quelque peu 
différent. Savoir, il n'existe pas pour R << R;,3 de solutions non 
stationnaires des équations du mouvement qui soient stables et non 
amorties dans le temps. Après que la valeur critique a été atteinte, 
il apparaît une solution non stationnaire stable effectivement réali- 
sée dans un fluide en mouvement. 

Pour les écoulements autour de corps finis usuels expérimentale- 
ment étudiés, il est vraisemblable que les deux définitions de Rcru 
coïncident. Mais, logiquement, ceci n’est pas obligatoire, et on peut 
avoir, en principe, des cas d'existence de deux valeurs critiques: 
une valeur au-dessus de laquelle peuvent exister des mouvements non 
stationnaires non amortis, et une valeur au-dessus de laquelle le 
mouvement stationnaire devient absolument instable (la seconde 
valeur est, de toute évidence, supérieure à la première). Néanmoins, 
étant donné qu'on n'a actuellement aucune indication sur l'existence 
réelle de cas d’instabilité de ce genre, nous ne nous attarderons pas 
sur leur étude !. 


$ 28. Stabilité du mouvement rotatoire d’un fluide 


Pour faire l'étude de la stabilité du mouvement stationnaire du 
fluide compris dans l'espace entre deux cylindres tournants ($ 18), 
on peut, dans le cas limite des nombres de Reynolds arbitrairement 
grands, utiliser une méthode simple analogue à celle appliquée au 
$ 4 lors de la déduction de la condition de stabilité mécanique d’un 
fluide immobile dans le champ de pesanteur (Rayleigh, 1916). L'idée 

1 Il ne s’agit pas ici de mouvements du type de l'écoulement dans une con- 


ra a perte de stabilité desquels possède des particularités spécifiques 
cf. : 
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en est la suivante. On considère un élément de fluide quelconque 
arbitrairement petit, et on le fait s'écarter de la trajectoire suivie 
dans l'écoulement envisagé. Alors des forces apparaissent qui agis- 
sent sur l'élément. Pour que le mouvement fondamental soit stable, 
il faut que ces forces aient tendance à rappeler l'élément dans la 
position initiale. 

Chaque élément fluide dans le courant non perturbé décrit une 
circonférence r — const autour de l'axe des cylindres. Soit pu (r) = 


L mr? le moment cinétique d’un élément de masse m ( est la 
vitesse angulaire). La force centrifuge agissant sur cet élément est 


_— ;: cette force est compensée par le gradient de pression radial 
correspondant engendré dans le fluide tournant. Supposons mainte- 
nant qu’un élément fluide se trouvant à la distance r, de l’axe soit 
écarté un peu de sa trajectoire, sa distance à l'axe devenant r > 
>ro. Le moment cinétique conservatif de l'élément reste alors égal 
à sa valeur initiale uo — up (ro). La dr centrifuge qui agit Sur 


l'élément dans sa nouvelle position est Æ%. Pour que l’élément ait 
tendance à retourner à sa position initiale, ele force centrifuge doit 
être inférieure à sa valeur d' équilibre À ,; qui est compensée par le 


gradient de pression existant à la distante r. Donc en vertu de la 
condition de stabilité nécessaire u° — up? >0; développant pu (r) 
d’après les puissances de la différence positive r — ro. nous écrirons 
cette condition sous la forme 


UE >0. (28,1) 


D'après la formule (18,3), la vitesse angulaire g des particules 
du fluide en mouvement s'écrit 


+ QoRÈ—QR?  (Qi—Qo) RÈRE 1 


Calculant pour up son expression mr°@ et omettant tous les facteurs 
a priori, positifs, nous écrirons la condition (28,1) sous la forme 


(QRÈ—QR?) p > 0. (28,2) 


La vitesse angulaire q varie d'une manière monotone avec r de 
la valeur Q, sur le cylindre intérieur à la valeur Q, sur le cylindre 
extérieur. Si les deux cylindres tournent en sens inverses, c'est-à-dire 


si ( et Q, sont de signes contraires, la fonction p change de signe 
dans l’espace entre les deux cylindres, et son produit par le nombre 
constant Q,7? — Q,R? ne peut être partout positif. Ainsi, dans ce 
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cas, la condition (28,2) n'est pas observée dans tout le volume du 
fluide, et le mouvement est instable. 

Supposons à présent que les deux cylindres tournent dans le 
même sens; prenant ce sens pour sens positif, on a Q; >0, Q: >0. 


Alors la dérivée p est partout positive, et l'observation de la condi- 
tion (28,2) exige que 


QRE> QE. (28,3) 


Mais si Q2R° est plus petit que Q,AR?, le mouvement est instable. 
Ainsi, si le cylindre extérieur est immobile (Q; — 0), et que seul 
tourne le cylindre intérieur, le mouvement est instable. Par contre, 
si c'est le cylindre intérieur qui est immobile (Q, = 0), le mouve- 
ment est stable. 

Soulignons que dans le raisonnement exposé on n’a aucune- 
ment tenu compte de l'influence des forces visqueuses de frottement 
lors de l'écart de l'élément fluide. De ce fait, la méthode mise en 
œuvre ne vaut que si la viscosité est assez faible, c'est-à-dire pour 
les R suffisamment grands. 

Pour étudier la stabilité du mouvement pour des R arbitraires, 
il faut, suivant la méthode générale, partir des équations (26,1) 
(G. I. Taylor, 1923). Dans le cas précis, la distribution non perturbée 
‘des vitesses v, ne dépend que de la coordonnée cylindrique r, et ne 
dépend ni de l’angle , ni de la coordonnée z suivant l'axe des cylin- 
dres. De la sorte, nous avons pour la perturbation v, un système 
d'équations linéaires dont les coefficients ne contiennent non seule- 
ment pas le temps, mais encore les coordonnées œ et z. Nous pouvons 
chercher les solutions de ces équations sous la forme 


vi = ei(k—ot)f (r) (28,4) 


de vecteur f arbitrairement dirigé; cette solution dépend de z par 
l'intermédiaire du facteur périodique eï*“, et le « vecteur d'onde » 
k détermine la périodicité de la perturbation le long de l'axe des z. 
Les fréquences admissibles w, qui s’obtiennent en résolvant les 
équations avec des conditions aux limites appropriées dans un plan 
perpendiculaire à l'axe des z (v, = 0 pour r = R,; et r = R2), sont 
alors des fonctions de # qui dépendent de R comme d'un paramètre : 
w = @(k, R). L'instant où apparaît l'instabilité est déterminé 
par la valeur de R pour laquelle la fonction y; — Im © s’annule pour 
la première fois pour un # quelconque. Pour R << KR. la fonction 
v1 (4, R) est partout négative, et pour R >R,,;, dans un certain 
intervalle des valeurs de k, y, > 0. Soit kc-1 la valeur de k pour la- 
quelle (pour = R,,11) y: s’ annule. La fonction correspondante (28,4) 
détermine le caractère du mouvement (venant se superposer au mou- 
vement fondamental) qui apparaît dans le fluide à l'instant où 
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l'écoulement principal devient instable; il est périodique le long 
de l'axe des cylindres, de période de longueur 2x/ke,it ?. 

Outre les solutions du type (28,4) indépendantes de l'angle ®, 
le système d'équations envisagé possède aussi des solutions dans 
lesquelles v; contient le facteur eï"® (m étant un entier). Toutefois, 
seule nous intéresse la solution correspondant à la première apparition 
d'instabilité. En ce sens, les solutions avec m =£ 0 n'ont jamais été 
étudiées. Cependant, l'hypothèse naturelle que l'instabilité apparaît 
tout d’abord vis-à-vis des perturbations avec m = 0, est complète- 
ment confirmée par les observations expérimentales. 

Il conviendra encore d’avoir en vue que la solution de la forme 
(28,4) n’est pas, elle non plus, pour # donné, unique. A k donné cor- 
respond, en général, une série de différentes solutions (28,4) avec 
divers w. Parmi celles-ci, c'est de nouveau la solution donnant la 
valeur minimum de R.,1t qui nous intéresse. 

I1 se trouve qu'il correspond à la solution conduisant à la valeur 
minimum de Rnt une fonction purement imaginaire w (k). Aussi 
pour # = kc,5r, a-t-on non seulement Im w = 0, mais w = 0. Cela 
signifie que la première perte de stabilité du mouvement stationnaire 
entre les cylindres tournants entraîne l'apparition d'un autre mouve- 
ment, également stationnaire. 

Par suite de leur très grande complexité, les calculs n'ont été 
poussés jusqu’au résultat numérique que pour le cas d’un petit 
espace entre les cylindres (R: — PR, < R2). Ils conduisent aux résul- 
tats suivants ?. 

La fig. 13 représente l'allure de la courbe qui sépare les domaines 
de stabilité et d’instabilité du mouvement (ce dernier domaine a été 
hachuré). La branche droite de la courbe, correspondant à la rotation 
des cylindres dans le même sens, a pour asymptote la droite GR? — 
= Q,R?. La croissance du nombre de Reynolds pour le type donné 


de mouvement entraîne la croissance dans le même rapport des deux 
8 2 : 
nombres 2% et EÈ . Sur la fig. 13 ceci se traduit par un déplacement 


vers le haut sur la droite de pente déterminée passant par l'origine. 
Sur la partie droite du diagramme (les deux vitesses angulaires Q, 
et Q: sont positives) toutes les droites de ce genre, pour lesquelles 


1 Lorsque R est un peu supérieur à Rcrjt, On a non pas une valeur de k. 
mais tout un intervalle de valeurs pour lesquelles Im © > 0. Mais il ne faudrait 
pas en déduire que lo mouvement qui en résulte est la superposition simultanée 
de mouvements de diverses périodicités. En réalité, il apparaît pour chaque R 
un mouvement de périodicité bien déterminée, lequel mouvement stabilise 
l'écoulement tout entier. Mais il n’est plus possible de déterminer cette périodi- 
cité à l’aide de l'équation linéarisée (26,1). 

2 On pourra trouver un exposé détaillé du cours des calculs dans: 
N. Kotchine, I. Kibel, N. Rozé, Hydromécanique théorique, 
deuxième partie, chap. III, $ 2, Moscou, 1963 (en russe). 
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Q2hR3 
QRi 
d'instabilité. Par contre, si D 4 ct si le nombre de Reynolds 
a été suffisamment accrü, es n. retrouve toujours dans le domaine 
d'instabilité en conformité avec la condition (28,3). Sur la partie 


gauche du diagramme (Q, et Q, sont de signes contraires) toute droite 
issue de l’origine finit toujours par couper ladite courbe, c’est-à-dire 


>1, ne coupent nulle ne la courbe délimitant le domaine 


ee; 
Fig. 13 


que Ê mouvement peut devenir instable pour n'importe quel rap- 
port 22/5 OR Mr , encore en conformité avec les résultats déduits plus haut. 


Lorsque io, = 0 (seul le cylindre intérieur tourne), l'instabilité sur- 
vient pour 

Q, — 41,3 —— TVA (28,5) 
(où h — Ra CE R;). 

La stabilité du mouvement dans le domaine non hachuré de la 
fig. 13 ne signifie pas, pour autant, que l'écoulement y reste effecti- 
vement stationnaire pour des valeurs arbitrairement grandes de 
R. L'expérience montre l'existence d'une frontière au-delà de laquelle 
un mouvement non stationnaire stable devient possible. Dans ce 
domaine le mouvement stationnaire est « métastable »: il est stable 
par rapport à des perturbations suffisamment petites, mais il ne 
l’est plus par rapport à des perturbations plus fortes. S'il apparaît 
sous l’action de telles perturbations dans une certaine région suivant 
la longueur des cylindres un mouvement non stationnaire, celui-ci 
« chasse » le mouvement laminaire de tout l’espace. Ce mouvement 
aon stationnaire possède dès son apparition un grand nombre de 
« degrés de liberté» (au sens du $ 27), c'est-à-dire que c'est une 
turbulence évoluée. 
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Dans le domaine hachuré sur la fig. 13 le mouvement devient 
aussi turbulent pour des R suffisamment grands; mais on sait fort 
peu de choses sur le caractère de son apparition. 

Un cas limite du mouvement entre deux cylindres tournants, 
alors que leurs rayons sont grands et que le jeu k = R: — R; est 
très petit, est celui d’un fluide entre deux plans parallèles en mouve- 
ment relatif (cf. $ 17). Ce mouvement est stable par rapport à des 
perturbations infinitésimales pour des valeurs arbitraires de R — L 
(U est la vitesse relative des plans). Pour ce qui est du mouvement 
turbulent stable, il devient possible pour des valeurs de R supérieu- 
res environ à 1500. 


$ 29. Stabilité du mouvement dans une conduite 


L'écoulement stationnaire dans une conduite (étudié au $ 17) 
possède un caractère très particulier de perte de stabilité. 

Le flux étant uniforme le long de l'axe des x (suivant la longueur 
de la conduite), la distribution non perturbée des vitesses vo ne 
dépend pas de la coordonnée x. Comme 
dans l'exposé du paragraphe précédent, 
on pourra donc chercher les solutions des 
équations (26,1) sous la forme 

vi = eitix-ot)f (y, z). (29,1) 
Il existera ici encore une valeur R=R,,;; 
pour laquelle y, — Im w s’annulera la 
première fois pour une certaine valeur 
de 4. Mais un fait important est que la 
partie réelle de la fonction «© (k) n'est 
plus nulle. 
; Pour les valeurs de R qui ne sont qu'un 
Fig. 14 peu supérieures à Roy, l'intervalle des 
valeurs de # où y: (4) > 0 est petit et situé 


R<Rorit 


autour du point où y, (#) a un maximum, c’est-à-dire que % = 0 (com- 
me il résulte de la fig. 14). Soit une perturbation faible prenant nais- 
sance en un point du flux ; c’est un paquet d'ondes qui s'obtient en su- 
perposant une série de composantes de la forme (29,1). Au cours du 
temps, celles des composantes qui ont leur y, (#) >0 iront en 
s’amplifiant ; quant aux autres, elles s’amortiront. Le paquet d'ondes 
ainsi apparu et qui s’amplifie sera en même temps « entraîné » en 


a val avec une vitesse égale à la vitesse de groupe du paquet _ ($ 66); 
étant donné qu'il s'agit à présent d'ondes dont les valeurs des vec- 
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teurs d'onde sont comprises dans un petit intervalle autour du 


point où m= 0, la quantité 
Jo 
dk © dk 


est réelle, et elle représente donc effectivement la vraie vitesse de 
propagation du paquet. 

Cette « dérive » en aval des perturbations est très importante 
et confère à tout le phénomène de perte de stabilité un caractère 
absolument différent de celui décrit au $ 28. 

Nous avons vu que lors du mouvement entre deux cylindres 
tournants pour R > R4,1 (alors qu’on a des fréquences avec Im wo > 
> 0) l'écoulement stationnaire fondamental est impossible, car des 
perturbations tant soit peu petites une fois apparues s'’intensifient 
jusqu’à une amplitude finie. Pour ce qui est de l'écoulement dans 
une conduite, en même temps qu'elle s’amplifie, la perturbation 
est entraînée par le courant ; si l’on considère le mouvement en un 
lieu donné de la conduite, on constate que la perturbation ne s'y 
amplifie pas, mais qu'elle s’amortit avec le temps. On aura aussi 
en vue que, puisqu'on a en réalité affaire à des conduites de longueur 
finie, bien que grande, une perturbation apparue quelque part peut 
se retrouver hors de la conduite avant d’avoir provoqué la vraie 
rupture de l'écoulement laminaire. De sorte que le mouvement sta- 
tionnaire dans la conduite est, en fait, stable aussi bien pour R > 
>Renu vis-à-vis des petites perturbations, et peut, en principe, 
être réalisé pour des valeurs de R beaucoup plus grandes que R:,:.. 

Etant donné que les perturbations s'amplifient avec la coordonnée 
x en aval, et non au point donné de l’espace au cours du temps, 
étudiant ce type d’instabilité, il sera logique de poser la question 
comme suit. Supposons qu'en un lieu donné de l’espace vienne à se 
superposer au courant une perturbation à action continue de fré- 
quence donnée ©, et voyons ce qu'il en advient lorsqu'elle est « en- 
traînée » par le courant. En inversant la fonction © = w (k), on 
trouve le « vecteur d'onde » # correspondant à à la fréquence (réelle) 
donnée w. Si Im £< 0, le facteur ei** croît avec x, c'est-à-dire que 
la perturbation est amplifiée en aval. La courbe du plan ©, R, déter- 
minée par l'équation Im # (w, R) = 0, donne la frontière de stabi- 
lité, séparant pour chaque R les domaines des valeurs de la fréquence 
des perturbations amplifiées et amorties en aval. 

Le calcul effectif est très pénible. Une telle étude n'a été poussée 
jusqu'au bout que pour l'écoulement entre deux plans parallèles 
(Lin, 1946) ?. Mais il est naturel de penser que le caractère qualitatif 

1 On trouvera un exposé détaillé du cours des calculs dans: N. Kotchi- 


ne, I. Kibel, N. Rozé, Hydromécanique théorique, deuxième partie. 
chap. IT. $ 3. Moscou. 1963 (en russe). 
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des résultats sera aussi le même pour l'écoulement dans une conduite 
de section circulaire. 

La courbe de la frontière de stabilité pour l'écoulement entre 
deux plans est représentée schématiquement sur la fig. 15. Le domai- 
ne hachuré dans la courbe correspond à l'instabilité. Lorsque R — 
les deux branches de la courbe tendent asymptotiquement vers l’axe 
des abscisses !. Pour la valeur minimum de R pour laquelle les 
perturbations non amorties sont possibles les calculs donnent la 


valeur Rer1 & 7700, R étant défini comme le rapport 12 , Où h est 


la distance entre les plans, et U la vitesse moyenne du fluide suivant 
la section. 

De sorte que, pour toute valeur non nulle de la fréquence non 
supérieure à une certaine valeur maximum, il existe un intervalle 

fini des R dans lequel des per- 

turbations ayant cette fré- 

quence vont en s'’amplifiant. 

I1 est curieux qu'une viscosité 

faible, mais finie, du fluide 

exerce, dans un certain sens, 

une action déstabilisante vis- 

à-vis de ce qui aurait lieu pour 

un fluide rigoureusement par- 

fait. En effet, pour R —+ o des 

perturbations avec une fré- 

quence arbitraire finie s’amor- 

R tissent; mais si l’on introduit 

Æ une viscosité finie, on se re- 

Fig. 15 trouve à la longue dans le do- 

maine  d'instabilité, tant 

qu'une croissance ultérieure de la viscosité (décroissance de R) ne 
nous fasse pas sortir de nouveau de ce domaine. 

Mais ces calculs ne donnent pas de réponse à la question de savoir 
s'il n’apparaît pas (pour les R suffisamment grands), lors de l’écoule- 
ment dans une conduite, aussi bien une vraie instabilité vis-à-vis 
des perturbations infinitésimales, c'est-à-dire une instabilité qui 
a pour résultat d'amplifier au cours du temps les perturbations au 
point donné de l’espace. Formulons en traits généraux ce que signi- 
fierait une telle instabilité au point de vue mathématique. Envi- 


s 


sageons une petite perturbation qui fait son apparition à l'instant 


[A] 


Rent 


1 Les équations asymptotiques des deux branches de la courbe frontière 
stipulent pour les R grands: 


wh __5,0 wh 11,2 


URI Ù RYT 
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t = 0 dans une région finie de l'espace. Développant cette pertur- 
bation en intégrale de Fourier suivant la coordonnée x, nous l'écri- 
rons sous la forme 


| Fr@ ee -0 dE dk, 


{ (x) étant une certaine fonction décrivant la perturbation initiale. 
Avec le temps, chacune des composantes de Fourier de la perturbation 
variera en raison du facteur e—ivt avec la fréquence w = w (4, R), 
de sorte que la perturbation tout entière est déterminée à l'instant 
t par l'intégrale 


Î Î f (E) eikte-E)-iot dE dk. 


{ (x) n'étant non nulle que dans une région finie de l’espace, x — E 
parcourt un intervalle fini de valeurs. Ceci étant, l'allure limite 
de l'intégrale ci-dessus pour les grands £ est principalement déter- 
minée par le comportement de l'intégrale 


tou dx. 


Si cette intégrale tend vers l'infini avec {, c'est donc qu'on a une 
vraie instabilité absolue de l'écoulement. 

Jusqu'à ce jour une telle étude n'a été faite pour aucun cas. Les 
données expérimentales sur l'écoulement dans les conduites permet- 
tent, cependant, de penser qu'il ne saurait y avoir de vraie instabi- 
lité vis-à-vis de perturbations arbitrairement petites quelles que 
soient les valeurs de R. On y est induit par la circonstance que l’écou- 
lement Jlaminaire dans une conduite est observée à des valeurs 
d'autant plus élevées de R que les perturbations apparaissant dans 
le fluide à l'entrée sont éliminées avec soin !. 

Dans le même temps, les données expérimentales prouvent l’exis- 
tence d'un autre nombre de Reynolds critique (désignons-le R;it) 
indiquant la frontière jusqu'à laquelle il ne peut y avoir de mouve- 
ment non stationnaire stable (cf. fin $ 27). S'il apparaît un mouve- 
ment turbulent dans un tronçon quelconque le long de la conduite, 
si R<R;;5, la zone de turbulence, qui est « entraînée » par le 
courant, est en même temps réduite jusqu'à disparition complète ; par 
contre, si R > Ré, elle ira en s’élargissant et occupera un secteur 
grandissant du flux. Si les perturbations de l'écoulement ont lieu 
continüment à l'entrée de la conduite, pour R << R;;5t elles s'amor- 


1 En fait, l'écoulement laminaire a été observée jusqu’à R Æ 50 000, avec 
R © , d étant le diamètre de la conduite, U la vitesse moyenne suivant sa 
section. 
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tissent forcément à quelque distance de l'entrée, si fortes soient-elles. 
Mais si R >Rixt. le mouvement devient turbulent tout le long 
de la conduite, et il suffira pour cela de perturbations d’autant plus 
faibles que R est grand !. De sorte que le mouvement laminaire dans 
une conduite est métastable pour R > Rixit, étant instable vis-à-vis 
de perturbations d'intensité finie, d'autant plus petite que R est 
grand. 

Ainsi qu'il a été dit à la fin du paragraphe précédent, le mouve 
ment non stationnaire apparaissant à la « rupture » de l'écoulement 
laminaire métastable est alors d'emblée complètement turbulent. 
En ce sens, le caractère de l'apparition de la turbulence dans une 
conduite diffère essentiellement de l'apparition de la turbulence 
à cause de l'instabilité absolue de l'écoulement stationnaire autour 
de corps finis. Dans ce dernier cas, l'apparition du mouvement non 
stationnaire au passage de R,,1, s'opère, selon toute vraisemblance. 
d’une manière continue, sans sauts, avec augmentation progressive 
du « nombre de degrés de liberté » (ainsi qu'il a été expliqué au: 
$$ 26, 27). Mais pour l'écoulement d'un fluide dans une conduite 
l'apparition de la turbulence se fait par saut. On doit, notamment. 
à cette différence que la dépendance de la résistance par rapport au 
nombre de Reynolds varie d’un cas à l’autre. Si, par exemple, il 
s'agit du mouvement d’un corps quelconque dans un fluide, la force 
de résistance F qu’il éprouve ne subit pas de saut pour R = R.,i, 
(alors que l'écoulement stationnaire autour de ce corps devient abso- 
lument instable). En ce point la courbe F(R) ne peut que présenter 
un angle, conformément à la variation du caractère du mouvement. 
Mais pour l'écoulement dans une conduite, on a en fait pour R > 
> Rerit deux lois de résistance différentes : l’une pour l'écoulement 
stationnaire, l'autre pour l'écoulement turbulent. Quelle que soit 
la valeur de R pour laquelle s'effectue la transition de l’un à l’autre. 
la force de résistance subit un saut. 


$ 30. Instabilité des discontinuités tangentielles 


Un écoulement au cours duquel deux couches de fluide se 
mouvraient, «glisseraient » l’une sur l’autre serait le mouvement d'un 
fluide incompressible absolument instable dans un fluide parfait : 
la surface de séparation de ces deux couches serait une surface de 
«discontinuité tangentielle », sur laquelle la vitesse du fluide (con- 
tenue dans le plan tangent) subirait un saut. Nous verrons par la 


! Pour une conduite de section circulaire R°,;, est compris entre 4600 et 
1700. Pour l'écoulement entre des plans parallèles le mouvement turbulent 
a été observé à partir de R — 1400. 
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suite à quelle figure de mouvement réalisable conduit cette instabi- 
lité ($ 35), nous bornant ici à démontrer cette proposition. 

Envisageant un petit élément de surface de discontinuité et 
l'écoulement du fluide dans son voisinage, on pourra considérer que 
cet élément ect plan, et que les vitesses v, et v: de part et d'autre 
sont constantes. Sans nuire à la généralité, on pourra supposer l’une 
de ces vitesses nulle; ceci est toujours réalisable par un choix con- 
venable du système de coordonnées. Soit donc v: =— 0 et désignons 
simplement v, par v; nous prendrons la direction de v pour axe des 
x, et nous dirigerons l'axe des z suivant la normale à la surface. 

Supposons que la surface de discontinuité éprouve une petite 
perturbation au cours de laquelle toutes les quantités — coordonnées 
des points de la surface elle-même, pression et vitesse du fluide — 
sont des fonctions périodiques proportionnelles à eit#*-w!), Considé- 
rons le fluide du côté de la surface de discontinuité où sa vitesse est 
v, et désignons par v’ la petite variation de la vitesse lors de la per- 
turbation. En vertu des équations (26,1) (où la constante vo — v 
et v = 0), on a pour la perturbation v' le système suivant: 

RE av’ , Vp' 
div v —0, sr + OV) v Fe ph: 

Etant donné que v est dirigée suivant l'axe des x, on peut recopier 
la seconde équation sous la forme 


ôv’ av" Vp° 

PU ge ps (30,1) 

Si l'on applique aux deux membres l'opération div, en vertu de la 

première équation, le premier membre s'annule, de sorte que p’ doit 
satisfaire à l'équation de Laplace 

Ap' =0. (30,2) 

Soit & = & (x, t) le déplacement suivant l’axe des z des points 

de la surface de discontinuité lors de la perturbation. La dérivée 

2 est la vitesse de variation de la coordonnée & de la surface pour 

x donné. Etant donné que la composante de la vitesse du fluide 


normale à la surface de discontinuité est égale à la vitesse de 
déplacement de la surface elle-même, on a à l’approximation exigée: 


DE te (30,3) 
(bien entendu, on prendra pour v; sa valeur sur la surface elle-même). 
Nous chercherons p” sous la forme 
p'=f (8) dan, 
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La substitution dans (30,2) donne pour f(z) l'équation 
dif 
7 AÉ RL 


d'où f—const-et#, Supposons que l'espace du côté considéré de la 
surface de discontinuilé (côté 7) corresponde aux z positifs. On devra 
prendre alors f—const-e"“*, de sorte que 


p’ =const-eitkx-w)ets, (30,4) 


Substituant cette expression dans la composante en z de l'équation 
(30,1), on trouve !: 
ce kpi € 
DE mp (30,5) 
Nous chercherons le déplacement & lui aussi sous la forme pro- 

portionnelle à ce même facteur exponentiel eit#*-ut): on déduit 
de (30,3): 

v, == i (kv — o). 
Avec (30,5) ceci donne 


| ko —w)? on 
pi= 5er. (80,6) 


La pression p, de l’autre côté de la surface s'exprime par la même 
formule, dans laquelle on devra poser à présent v = 0 et changer 
le signe (étant donné que dans ce domaine z << 0 et que toutes les 
quantités doivent être proportionnelles à e“*, ct non pas à e“). 
Si bien que 


pt. (30,7) 


Nous avons écrit différentes densités p; et p2 dans le but d’embrasser 
par le même coup le cas où il s’agit de la surface de séparation de 
deux fluides immiscibles. 

Enfin, on déduit de la condition d'égalité des pressions p, et p, 
sur la surface de discontinuité: 


Pa (Av —@)° = — pau, 
d'où l’on trouve la dépendance cherchée entre w et k: 
pit à Vhipe 
o = 0 Te, 3 
ù Pit Pe (2038) 
On voit que w est une quantité complexe, et qu’on a toujours des 
w à partie imaginaire positive. Ainsi donc, les discontinuités tangen- 


1 Le cas où kv = &, possible en principe, ne présente pas d'intérêt pour nous, 
D ne pouvant être duc qu'à des « fréquences » w complexes, et non 
elles. 
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tielles sont absolument instables ; elles sont déjà instables vis-à-vis 
des perturbations infinitésimales. Sous cette forme ce résultat vaut 
pour une viscosité arbitrairemet petite, c’est-à-dire pour des R 
arbitrairement grands. Il n’y a plus alors lieu de distinguer l’insta- 
bilité du type « entraînement » de l'instabilité absolue vraie, puis- 
que, 4 croissant, la partie imaginaire de w croît indéfiniment, ce qui 
fait que le « facteur d'amplification » de la perturbation lors de son 
entraînement peut être arbitrairement grand. 

Si l'on tient compte de la viscosité finie, la discontinuité tan- 
gentielle perd son acuité; la variation de la vitesse d’une valeur 
à l’autre a lieu dans une couche d'épaisseur finie. La question de la 
stabilité d'un tel mouvement est, au point de vue mathématique, 
tout à fait analogue à la question de la stabilité du mouvement dans 
la couche limite laminaire avec inflexion dans le profil des vitesses 
($ 41). Les données expérimentales témoignent du fait que, dans le 
cas précis, l'instabilité survient très tôt. 


$ 31. Turbulence développée 


Le mouvement turbulent d’un fluide est, pour des valeurs suffi- 
samment grandes de R, caractérisé par l'existence d’une variation 
extrèmement irrégulière, chaotique de la vitesse au cours du temps 
en chaque point du flux («turbulence développée »). La vitesse 
oscille sans cesse autour d'une certaine valeur moyenne, et indi- 
quons ici même que l’amplitude de ces pulsations n’est pas en général 
petite par rapport à la grandeur de la vitesse elle-même. L'irrégu- 
larité des variations de la vitesse se répète d’un point à l’autre du 
flux considéré à l'instant donné. Les trajectoires des particules 
fluides dans le flux turbulent sont extrêmement complexes, d'où 
brassage intense du fluide. 

Ainsi qu’il a été dit au paragraphe précédent, le mouvement 
turbulent jouit d’un très grand nombre de degrés de liberté. Les 
valeurs des phases initiales B, correspondant à ces degrés de liberté 
sont déterminées par les conditions initiales du mouvement. Mais 
la donnée des conditions initiales exactes qui détermineraient les 
valeurs d'un si grand nombre de grandeurs est à tel point irréelle 
que la position du problème sous cette forme est dénuée de sens 
physique. 

L'état de choses est ici analogue à celui qui aurait lieu si l'on 
essayait d'étudier le mouvement de toutes les molécules composant 
un corps macroscopique quelconque à l'aide des équations de la 
mécanique. Ici encore il est physiquement absurde de poser la question 
de la donnée des conditions initiales, qui déterminent les valeurs 
initiales des coordonnées et des vitesses de toutes les molécules, 


10—406 
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et de l'intégration des équations du mouvement. On peut pousser 
encore plus loin l'analogie. Un corps macroscopique, considéré 
comme étant constitué par diverses molécules, possède un très grand 
nombre de degrés de liberté. Une description microscopique exacte 
de l’état du corps exigerait qu'on détermine les valeurs des coordon- 
nées et des vitesses de toutes les particules constituantes. Le cours 
exact de la variation de ces quantités dans le temps dépend de leurs 
valeurs à l'instant initial. Mais vu l'extrême complexité et la chao- 
ticité du mouvement des molécules, on peut poser qu'au cours d’un 
laps de temps important les vilesses et les coordonnées des molé- 
cules passent par tous les choix possibles de leurs valeurs, si bien 
que l'influence des conditions initiales finit par disparaître. Cette 
circonstance conduit au résultat bien connu qu’on peut considérer 
les corps macroscopiques du point de vue statistique. 

La situation est analogue pour le mouvement turbulent. La 
description exacte de la variation temporelle de la distribution des 
vitesses dans le fluide en mouvement exige la donnée de toutes les 
phases iniliales B;, ce qui détermine les valeurs de toutes les phases 
pi = œil + B; à chaque instant. Nous avons vu qu'indépendam- 
ment des valeurs des phases initiales f;, le fluide passe, au bout 
d'un laps de temps suffisamment grand, aussi près qu'on le voudra 
d'un état arbitraire donné à l’avance, déterminé par un choix possi- 
ble quelconque de valeurs simultanées des phases @;. Il en résulte 
que si l’on suit le mouvement turbulent au cours de laps de temps 
suffisamment grands, les conditions initiales concrètes cessent de jouer 
un rôle quelconque. Cette circonstance prouve le caractère statistique 
de la théorie du mouvement turbulent. Actuellement, une théorie 
quantitative complète du mouvement turbulent n'est pas encore cons- 
truite. Néanmoins, on a déduit un certain nombre de résultats 
qualitatifs majeurs, dont l'exposé fera l’objet des paragraphes sui- 
vants. 

Introduisons la notion de vitesse moyenne du mouvement, valeur 
qui s'obtient en prenant, dans de grands intervalles de temps, la 
moyenne de la vraie vitesse en chaque point de l'espace. A l'issue 
d'une telle médiation l’irrégularité de la variation de la vitesse 
se nivelle, et la vitesse moyenne se trouve être une fonction réguliè- 
rement variable le long du flux. Nous noterons par la suite la vites- 


se moyenne u — v. La différence v’ = v — u entre les vitesses 
vraie et moyenne, qui révèle la variation irrégulière caractéristique 
de la turbulence, sera appelée partie « pulsatoire » de la vitesse. 

Examinons de plus près le caractère du mouvement « pulsatoi- 
re » irrégulier qui vient se superposer au flux moyen. Ce mouve- 
ment peut, à son tour, être qualitativement considéré comme le 
résultat de la superposition de mouvements (de « pulsations tur- 
bulentes ») de différentes « échelles » (nous entendons par échelle 
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d’un mouvement l'ordre de grandeur des distances sur lesquelles 
la vitesse du mouvement varie notablement). Le nombre de Reynolds 
croissant, on voit d’abord apparaître les pulsations de grande 
échelle; les pulsations de ce genre apparaissent d’autant plus tard 
que l'échelle du mouvement est petite. Pour des nombres de Rey- 
nolds très grands, on trouve dans le flux turbulent des pulsations 
qui vont des échelles les plus grandes aux échelles les plus petites. 
Le rôle majeur dans tout flux turbulent revient aux pulsations de 
grande échelle — de l’ordre de grandeur des longueurs caractéristi- 
ques qui déterminent les dimensions de l’espace qui est le siège 
du mouvement turbulent; dorénavant, nous désignerons l’ordre 
de grandeur de cette échelle fondamentale de chaque mouvement 
turbulent donné par !. Les «amplitudes » de ces mouvements de 
grande échelle sont les plus grandes. Leur vitesse est comparable 
quant à l'ordre de grandeur aux variations de la vitesse moyenne 
sur Ja distance / (nous désignerons l’ordre de grandeur de ces varia- 
tions par Au)!. Les fréquences correspondant à ces mouvements 
sont de l’ordre du rapport u/l de la vitesse moyenne x (et non de 
sa variation Au) aux dimensions /. En effet, la fréquence détermine 
la période de reproduction de l’image du mouvement observée à par- 
tir d’un certain référentiel fixe. Mais relativement à un tel système 
cette image tout entière se meut avec le fluide avec une vitesse de 
l’ordre de u. 

Les pulsations à petites échelles, elles, qui correspondent aux 
grandes fréquences, participent au flux turbulent avec des ampli- 
tudes bien moindres. On peut les assimiler à une fine structure 
de détail venant se superposer aux mouvements turbulents fonda- 
mentaux de grande échelle. Les pulsations de petite échelle ne 
recèlent qu'une partie relativement faible de toute l'énergie ciné- 
tique du fluide. 

L'image décrite du mouvement turbulent permet de tirer des 
conclusions sur le caractère de la variation de la vitesse pulsatoire 
le long du flux (considéré à l'instant donné). Sur de grandes distan- 
ces (comparables à !) la variation de la vitesse pulsatoire est déter- 
minée par la variation de la vitesse des pulsations de grande échelle 
et est, de ce fait, comparable en grandeur à l’ordre de Au. Mais aux 


1 I] s’agit ici non pas de l’ordre de grandeur de la vitesse moyenne elle- 
même, mais de sa variation (sur des distances de l’ordre de 1), puisque c'est 
précisément cette variation Au qui caractérise la vitesse du mouvement turbu- 
lent. La valeur absolue de la vitesse moyenne, elle, peut être arbitraire, suivant 
le référentiel auquel le mouvement est rapporté. 

Notons également que, d’après les données expérimentales, les échelles du 
mouvement turbulent fondamental sont en réalité plusieurs fois plus petites 
que le dimensions caractéristiques £, et sa vitesse est plusieurs fois plus petito 
que Au. 
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distances petites (devant /) elle est déterminée par les pulsations 
de petite échelle, et pour cela elle est petite (devant Au) !. On retrou- 
ve une image analogue si l’on observe la variation de la vitesse 
au cours du temps au point donné de l’espace. Au cours de petites 
(devant le temps caractéristique T — l/u) durées la vitesse subit 
une variation insignifiante ; mais si les durées sont grandes, la vitesse 
éprouve des variations de l’ordre de Au. 

Le nombre de Reynolds R, déterminant les propriétés de l’écou- 
lement donné du fluide tout entier, contient à titre de dimensions 
caractéristiques la longueur !. À côté de ce nombre de Reynolds, 
on peut introduire la notion qualitative de nombres de Reynolds 
des pulsations de diverses échelles présentes dans le flux turbulent. 
Si À est l’ordre de grandeur de l'échelle du mouvement donné, et 
l'ordre de grandeur de sa vitesse, le nombre de Reynolds corres- 
pondant a pour définition R1 — me . I est d’autant plus petit 
que l'échelle du mouvement est petite. 

Lorsque les nombres de Reynolds R sont grands, il en est de 
même des nombres de Reynolds R; des mouvements de grandes 
échelles. Or, des nombres de Reynolds grands équivalent à des 
viscosités petites. Nous sommes donc conduits à ce résultat que pour 
le mouvement de grande échelle, qui est précisément le mouvement 
fondamental dans tout flux turbulent, la viscosité du fluide ne joue 
pas de rôle et peut être posée égale à zéro, de sorte que ce mouve- 
ment est décrit par l'équation d'Euler. Il en résulte, en particu- 
lier, qu'il n’y a pas dissipation d'énergie notable dans le mouve- 
ment de grande échelle. 

La viscosité du fluide n'intervient que pour les pulsations aux 
échelles les plus petites, de nombre de Reynolds comparable 
à l'unité (nous noterons À, l'échelle de ces mouvements; elle sera 
déterminée au paragraphe suivant). C'est précisément dans ces pul- 
sations de petite échelle, qui sont mineures au point de vue de 
l'image générale du mouvement du fluide dans le flux turbulent. 
que s'effectue la dissipation d'énergie. 

Ainsi donc, on est conduit à la représentation suivante de la 
dissipation d'énergie dans un mouvement turbulent. L'énergie 
passe des pulsations aux échelles les plus grandes aux pulsations 
aux échelles les plus petites sans être pratiquement dissipée. C'est 
dire qu'on a en quelque sorte un « flux d'énergie » continu qui passe 
des pulsations de grande échelle aux pulsations de petite échelle, 
c'est-à-dire des petites fréquences aux grandes. Ce flux d'énergie 


1 Mais celle est grande devant la variation de lu vitesse moyenne sur cette 
même petite distance. 
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est dissipé, c'est-à-dire que l'énergie cinétique est transformée en 
chaleur, dans les pulsations aux échelles les plus petites !. 

La viscosité du fluide n'intervenant que pour les pulsations 
aux échelles les plus petites, on peut affirmer que toutes les quan- 
tités relatives au mouvement turbulent aux échelles À Ÿ 2.5 ne peu- 
vent dépendre de v (plus exactement, ces quantités ne doivent pas 
varier avec v, les autres conditions dans lesquelles le mouvement 
s'effectue restant inchangées). Cette circonstance réduit la sphère 
des grandeurs déterminant les propriétés du mouvement turbulent, 
d'où l'importance majeure des considérations de similitude liées 
aux dimensions des grandeurs en présence pour l'étude de la tur- 
bulence. 

Appliquons ces considérations à la détermination de l'ordre 
de grandeur de la dissipation d'énergie au cours du mouvement tur- 
bulent. Soit e la quantité d'énergie moyenne dissipée par unité 
de temps dans l'unité de masse du fluide ?. Nous avons vu que cette 
énergie est empruntée au mouvement de grande échelle, d'où elle 
passe progressivement aux échelles moindres, jusqu'à ce qu’elle 
soit dissipée dans les pulsations d'échelle A9. Voilà pourquoi, bien 
que la dissipation provienne en dernier ressort de la viscosité du 
fluide, l’ordre de grandeur de e peut être déterminé à partir des 
seules grandeurs caractéristiques des mouvements de grande échelle. 
Telles sont la densité du fluide p, les dimensions L et la vitesse Au. 
À partir de ces trois grandeurs on ne peut former qu’une seule com- 


binaison ayant les mêmes dimensions que e, savoir + er | 
On obtient de la sorte: 
3 
Er 19 : (31,1) 


ce qui détermine l'ordre de grandeur de la dissipation d'énergie 
dans un flux turbulent. 

Un fluide en mouvement turbulent peut, sous certains rapports, 
être qualitativement décrit ainsi qu'un fluide doué d'une certaine 
« viscosité turbulente », terme en usage, Viurr, différente de la 
viscosité cinématique vraie v. Caractérisant les propriétés du mou- 
vement turbulent, viurr doit, quant à son ordre de grandeur, être 
déterminée par les quantités p, Au, L. La seule quantité formée à par- 
tir de ces dernières et possédant les dimensions de la viscosité ciné- 
matique étant Au-l,ona 


Vturb — Au. (31,2) 


! Pour entretenir l’état « stationnaire », il faut, bien entendu, qu'il y ait 
des sources extérieures d'énergie, qu’elles cèdent continûment au mouvement 
fondamental de grande échelle. 

? Dans ce chapitre, la lettre e désignera la dissipation moyenne d'énergie, 
et non l'énergie interne du fluide. 
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Le rapport de la viscosité turbulente à la viscosité ordinaire à, en 
vertu de cette formule, pour ordre 


Vturh D R 
m ? 


c'est-à-dire qu'il croît avec le nombre de Reynolds!. 
La dissipation d'énergie e s'exprime au moyen de Vurp par la 
formule 


E = Viurb (+) : (31,3) 


en conformité avec la définition usuelle de la viscosité. Alors que v 

détermine la dissipation d'énergie d'après les dérivées de la vraie 

vitesse par rapport aux coordonnées, viurn relie la dissipation au 
Au 


gradient (- +) de la vitesse moyenne du mouvement. 

Appliquons encore les considérations de similitude à la déter- 
mination de l'ordre de grandeur de la variation Ap de la pression 
sur l'extension de la région du mouvement turbulent. La seule 
quantité douée des dimensions de la pression qu'on puisse former 
à partir de p, / et Au est p(Au)*. Aussi doit-on avoir: 


Ap = p (Au! (31,4) 


$ 32. Turbulence locale 


Venons-en à l'étude des propriétés de la turbulence à des échelles 
À petites par rapport à l'échelle fondamentale Z de la turbulence. 
Nous en parlerons comme de propriétés locales de la turbulence. 
et nous considérerons le fluide loin des parois solides, plus précisé- 
ment, à des distances de ces parois grandes devant À. 

Il est tout naturel de supposer qu’une telle turbulence à petite 
échelle loin des corps solides soit douée d’isotropie. C’est dire que, 
dans des régions de dimensions petites devant /, les propriétés du 


1 Mais en réalité doit encore figurer dans ce rapport un coefficient numéri- 
que assez considérable. Ceci résulte de la circonstance mentionnée plus haut que 
l'et Au peuvent assez notablement différer des vraies échelles et vitesses du mou- 


v dns 
vement turbulent. Le rapport “un peut s'écrire plus exactement sous la forme 


Vturb R 
v Rerit ? 


où il est tenu compte du fait que vturt et v doivent en réalité être comparables, 
quant à l'ordre de grandeur, non pas pour R — 1, mais pour R = Rest. 
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mouvement turbulent sont identiques dans toutes les directions; 
notamment, elles ne dépendent pas de la direction de la vitesse du 
mouvement moyen. Il importe de souligner qu'ici et partout ailleurs 
dans ce paragraphe où il sera question des propriétés du mouvement 
turbulent dans une petite région du fluide, on aura en vue le mou- 
vement relatif des particules fluides dans cette région, et non le 
mouvement absolu auquel participe la région dans son ensemble, 
et qui est lié au mouvement à de plus grandes échelles. 

Ï1 se trouve qu'il est possible de déduire toute une série de résul- 
Lats majeurs sur les propriétés locales de la turbulence par des con- 
sidérations de similitude. Ces résultats appartiennent à À. Kolmogo- 
rov et À. Oboukhov (1941). A cet effet, voyons d’abord quels sont 
les paramètres susceptibles de déterminer les propriétés du mou- 
vement turbulent dans des régions petites devant !, mais grandes 
devant les distances À, auxquelles intervient la viscosité du fluide ; 
telles seront les distances envisagées ci-dessous. Ces paramètres 
sont la densité p du fluide ainsi qu’une autre quantité encore carac- 
térisant chaque flux turbulent, savoir l'énergie & dissipée par unité 
de temps dans l'unité de masse du fluide. Nous avons vu que & est 
le « flux d'énergie » qui passe sans cesse des pulsations de grandes 
échelles aux pulsations d’échelles moindres. Aussi, bien que la dis- 
sipation d'énergie provienne en dernier ressort de la viscosité du 
fluide et qu'elle soit réalisée dans les pulsations des plus petites 
échelles, & définit quand même aussi bien les propriétés du mou- 
vement aux échelles plus grandes. Pour ce qui est des échelles / et 
Au des dimensions et de la vitesse du mouvement dans son ensemble, 
il est naturel de supposer que (pour p et e données) les propriétés 
locales de la turbulence ne dépendent pas de ces quantités. La visco- 
sité v ne peut non plus figurer dans aucune des quantités qui nous 
intéressent actuellement (rappelons qu'il s’agit de distances 
À S A). 

Déterminons l'ordre de grandeur v; de la variation de vitesse 
du mouvement turbulent sur une extension de l’ordre de À. Cette 
variation doit être déterminée exclusivement par p, e et, bien enten- 
du, par la distance À elle-même. A partir de ces trois quantités, 
on ne peut former qu’une seule combinaison possédant les dimen- 
sions de la vitesse; telle est la quantité (eA)!/%. En conséquence, 
on peut affirmer que 


vi (82). (32,1) 


Nous sommes conduits ainsi à un résultat très important : la varia- 
tion de la vitesse sur une certaine petite distance est en raison de la 
racine cubique de cette distance (loi de Kolmogorov- 
Oboukhov). La quantité v; peut aussi être considérée comme 
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os des mouvements turbulents dont l'échelle est de l’ordre 
e Ai, 

Posons maintenant la question d’une manière un peu différente. 
En l'occurrence, déterminons l’ordre de grandeur v. de la variation 
de vitesse au point donné de l’espace que subit la vitesse dans un 
laps de temps + petit devant le temps caractéristique 7 — l/u du 
mouvement dans son ensemble. A cet effet, remarquons que, vu 
l'existence du courant général, toute région donnée du fluide se 
déplace dans l’espace pendant le temps t d'une distance de l'ordre 
du produit tu de la vitesse moyenne v par le temps t. Aussi le point 
donné de l’espace sera-t-il occupé au bout du temps t par un élé- 
ment fluide qui se trouvait à l'instant initial à la distance ut de ce 
point. On peut donc obtenir la quantité v, cherchée en substituant 
dans (32,1) tu à À: 


VU (eur)*/ e (32,2) 


Ainsi donc, la fvariation de vitesse dans le temps + est en raison 
de sa racine cubique. 

I1 convient de distinguer de v, la variation v; de la vitesse de 
l'élément de fluide donné se déplaçant dans l’espace. Cette varia- 
tion ne peut, évidemment, dépendre que des quantités p, € déter- 
minant les propriétés locales de la turbulence, ainsi que, bien enten- 
du, du laps de temps + lui-même. Formant à partir de p, &, + la seule 
combinaison ayant les dimensions de la vitesse, il vient pour la 
variation cherchée 


vi = (et)!/°. (32,3) 


A la différence de la variation de la vitesse au point donné de l’espace, 
elle est en raison de la racine carrée, et non de la racine cubique 
de v. Il est facile de voir que pour les + petits (devant 7) v est 
toujours inférieure à v, ?. 


1 La variation va de la vitesse sur de petites distances est pour l'essentie} 
la variation de la partie pulsatoire de la vitesse ; la variation de la vitesse moyen- 
ne sur de petites distances est petite devant la variation de la vitesse pulsatoire 
sur ces mêmes distances. 

On peut arriver à la relation (32,1) par une autre voie en exprimant la quan- 
tité constante qu'est la dissipation e au moyen des quantités caractérisant les 
pulsations de l'échelle À. Savoir, e doit être en raison du carré du gradient de la 
vitesse va et du cocfficient correspondant de viscosité turbulente vturp à — va 
[cf. (31,2 et 3)]: 


Ua 2 vi 
8 — Vturb À (+) PE A 
d’où l’on déduit (32,1). 
2 L'inégalité r & v+ était en fait supposée lors de la déduction de (32,2). 
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A l’aide de l'expression (31,1) pour e on peut recopier (32,1) sous 
la forme 


va — Au (5) Pa (32,4) 
De même, on peut écrire v. sous la forme 
v, Au (+) (32,5} 


(où T — l/u). 

Voyons à présent à quelles distances la viscosité du fluide com- 
mence à entrer en jeu. Ces distances À déterminent dans le même 
temps l’ordre de grandeur des échelles des pulsations aux plus peti- 
tes échelles dans le flux turbulent (cette quantité s'appelle « échelle 
interne » de la turbulence, contrairement à l’« échelle externe » L). 


Pour cela, formons le « nombre de Reynolds» R1 — mA ; on obtient à 
l’aide de (32,4): 


Au-A0/3 


R vi1/3 


du mouvement dans 


introduisant le nombre de Reynolds R - ue 


son ensemble, recopions ceci sous la forme 
4/3 
R=R(£)". 


L'ordre de grandeur de À, est déterminé par le fait qu'on doit avoir 
Rio — 1. On en déduit: 


h - . (32 6) 


TT RA 


On peut retrouver cette expression en formant la seule combinaison 
possédant la dimension de la longueur à partir de p, &, v: 


v3 \1/4 
lo (=) , 
après quoi e peut être exprimé en fonction de Au et l'au moyen 
de (31,1). 
De sorte que l'échelle interne de la turbulence décroît lorsque 


le nombre de Reynolds croît en raison inverse de ce nombre à la puis- 
sance 3/4. On a pour la vitesse correspondante : 


A 
Dao TE: (32,7) 
Elle aussi elle décroît lorsque R croît. Enfin l'ordre de grandeur 


des fréquences correspondant aux mouvements à ces échelles est 
D u/ ho 
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ou bien 
U 3/4 Se 
Up T R ie . (32 :8) 


Ceci détermine l'ordre de grandeur de la limite supérieure du 
spectre de fréquences du mouvement turbulent ; sa limite inférieure 
est’ située dans les fréquences de l’ordre de u/l. Ainsi, la bande des 
fréquences croît en raison de la puissance 3/4 du nombre de Reynolds. 

Des considérations analogues permettent de déterminer l’ordre 
de grandeur du nombre de degrés de liberté du mouvement turbu- 
lent. Désignons par nr le nombre de degrés de liberté par unité de 
volume du fluide; r a pour dimension 4/em*. Ce nombre ne peut 
dépendre que de p, & et, en outre, de la viscosité v, puisqu'elle déter- 
mine la limite inférieure des échelles des mouvements turbulents. 
On peut former à partir de ces trois quantités une seule combinaison 


k : 3/4 : à : 
de dimension 1/cm”, savoir _ ‘; ce n’est rien d'autre que 1/4, 
résultat qu'il était naturel d’espérer. On a de la sorte: 
1 1 9/4 : 


Le nombre total V de degrés de liberté s'obtient en multipliant 
par le volume du mouvement turbulent, d'ordre de grandeur (#1: 


N = R°/". (32,10) 


Enfin, arrêtons-nous aux propriétés du mouvement dans des 
régions de dimensions À petites devant À. Dans de telles régions 
le mouvement possède un caractère régulier, et sa vitesse varie d’une 
manière continue. Ceci étant, on peut ici développer v, en série 
des puissances de À et, en se bornant au premier terme, on obtient 
v — const-À. L'ordre de grandeur de la constante peut être déter- 
miné à partir de la condition v1 = v;, pour À — Ào. Ceci donne 


DU 
const = et on obtient en substituant (32,6) et (32,7): 


or SERV, (32,11) 


1 Les formules (32,6) à (32,10) déterminent la loi de variation des quantités 
correspondantes en fonction du nombre de Reynolds. Toutefois, pour ce qui est 
du côté quantitatif, on devra avoir en vue qu'un coefficient numérique impor- 
tant peut figurer en réalité dans toutes ces formules. Ainsi, le nombre de degrés 
de liberté doit être de l'ordre de l'unité non pas pour R — 1, mais pour R — 
— Recrne Aussi devra-t-on écrire dans (32,10) au lieu de R Île rapport R/Rou 


si bien que 
| R \9/4 
-(" 
Rerit 
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Cette formule peut être aussi déduite en égalant directement les 
deux expressions de la dissipation d'énergie e: l'expression (31,1) 


(Au)3 / . , 5 L 2 # 
ru déterminant e d’après les quantités caractérisant le mouve- 


N : , . U1 \s pee 5 
ment à grande échelle, et l'expression + +) définissant € d’après 


le gradient de vitesse (—v1/À) de celles des pulsations dans lesquelles 
la dissipation d'énergie a lieu en fait. 


Problème 


Deux particules fluides se trouvent à faible distance À, l'une de l'autre (grande 
devant À). Déterminer l'ordre de grandeur du temps t au cours duquel les par- 
ticules divergent à la distance Ào (A1 & A2 & l). 


Solution. Si À ÿ À. des considérations dimensionnelles donnent a ce 


= (#À)" 3, Intégrant cette relation et considérant que À: > M, on obtient: 


(2 


$ 33. Corrélation des vitesses 


Déjà la formule (32,1) définit qualitativement la corrélation 
des vitesses dans la turbulence locale, c’est-à-dire le lien entre les 
vitesses en deux points voisins du flux. Introduisons maintenant 
les grandeurs pouvant servir de caractéristique quantitative de cette 
corrélation !. Telles sont, par exemple, les composantes du tenseur 


Bin = (Uai— Vi) (ar — vx), (33,1) 
v. et v: étant les vitesses du fluide en deux points voisins du flux, 
et la barre désignant la médiation temporelle. Le rayon vecteur 
entre les points Z et 2 (dirigé de Z vers 2) sera noté r; on supposera 
sa longueur r petite devant ! (mais pas forcément grande devant 
l'échelle interne de turbulence À). 

En vertu de l’isotropie de la turbulence locale, le tenseur B;, 
ne saurait dépendre d'aucune direction privilégiée dans l’espace. 
Le seul vecteur qui puisse figurer dans l'expression de B;4 est le 
rayon vecteur r. Ën d’autres termes, seuls peuvent figurer dans B;,, 
outre la valeur absolue r de r, le tenseur unité 6;,, et le vecteur unité n 
dans la direction r. La forme la plus générale d’un tel tenseur de 


1 Les résultats exposés dans la suite de ce paragraphe appartiennent à 
T. Kérmän et L. Howarth (1938) et à A. Kolmogorov (1941). 

Des relations analogues pour les pulsations de la température dans un flux 
turbulent non uniformément chauffé sont données ci-dessous (cf. problèmes 3, 


4 $ 54). 
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rang deux est 
Bin = A (r) Ôih + B (r) Niln. (33,2) 


Choisissons les axes de coordonnées de façon que la direction 
de l’un des axes coïncide avec la direction de n; nous désignerons 
la composante de la vitesse sur cet axe par v,, et nous spécifierons 
par l'indice { sa composante normale à n. La composante B,, est 
alors la valeur moyenne du carré de la vitesse relative de deux par- 
ticules fluides voisines dans leur mouvement l’une vers l’autre. 
De même, B;: est le carré moyen de la vitesse du mouvement de 
rotation d’une particule par rapport à l’autre, et B,, la moyenne 
du produit de ces deux composantes de la vitesse. Comme n, = 1, 
n; —= 0, on déduit de (33,2) 


Br=A+8B, Bu=A, Bn—0. (33,3) 


Etablissons la relation entre B,, et B,:. 

A cet effet, notons d’abord que la variation de la vitesse aux 
petites distances est duc essentiellement aux pulsations à petites 
échelles. Par ailleurs, les propriétés de la turbulence locale ne dé- 
pendent pas du mouvement à grande échelle coexistant. Ceci étant, 
il suffit pour calculer B;, d'envisager le cas particulier du mouve- 
ment turbulent entièrement isotrope et homogène, qui est exempt 
de mouvement moyen du fluide !. Développons les parenthèses dans 
la définition (33,1): 


Bin = ViiVin + VaiVar — VaiVon — Vinboi. 


Le mouvement étant complètement homogène et isotrope, on a main- 
tenant DijUin — VoiVon el Lailon = Van. De sorte que 


Bin = 2Vyivin — 2Uyivon. (33,4). 


Dérivons cette expression par rapport aux coordonnées du point 2: 


Bin _ Oak 
ÊtR 204 tan | 
. A . . A U: . . 
Mais en vertu de l'équation de continuité + =0, si bien que 
Bin 
EEE =0(. 


B;r n'étant fonction que des seules composantes x; = za — 1, 
de r, dériver par rapport à x2, revient à dériver par rapport à 4. 


1 On peut se représenter un tel mouvement comme celui dans un fluide 
fortement « agité » puis abandonné à lui-même. 11 va de soi que ce mouvement 
s’amortit dans le temps. La moyenne dans (33.1) n'est pas alors, en toute rigueur, 
la moyenne par rapport au temps, mais celle par rapport à toutes les positions 
possibles des points 1 et 2 (à distance r donnée entre ces points) au même instant. 
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Substituant (33,2), on obtient après un calcul simple la relation: 
4°+8+28-0 
(l'accent ” désigne la dérivation par rapport à r). Substituant (33,3) 
dans cette relation, nous la recopierons sous la forme 
Bir+ 2 (Brr— Bas) =0, 
d'où résulte la relation générale entre B,; et Bu: 
Bu (Br). (33,5) 


Aux distances r grandes devant A0, la différence des vitesses est 
en raison de r{/3 [conformément à (32,1)]. Aussi, pour ces r, les com- 
posantes de B;, sont-elles en raison de r°/3. Substituant dans (33,5) 
B,, = const -r?/3, B,, — const-r°?/%, on obtient la relation simple: 


Bu = Br. (33,6) 


En ce qui concerne les distances r petites devant As, la diffé- 
rence des vitesses est en raison de r, ce qui fait que B,, et B,, sont 
en raison de r°. La formule (33,5) conduit à présent à la relation 


Bu =2By. (33,7) 


Pour ces distances (r < A0), Be et B,, peuvent encore s'exprimer, 
séparément, en fonction de la dissipation moyenne d'énergie. 
Ecrivant B,, = ar°, où a est une constante, et combinant les for- 
mules (33,2) — (33,4), on obtient: 


—_— ar? 
Vailah = VaiV in — On + 5 lil. 


On trouve en dérivant cette relation : 


dis Ori 150 dus Ov 
Oxir den  Oau dr 


Ceci ayant lieu pour des r arbitrairement pelits, on peut poser ici 
Zu = Ta, de sorte que 


dv; \2 dvi Où 
(5) = 15a, Oz, Ür;i 9 


Par ailleurs, en vertu de la formule générale (16,3), on a pour la 
dissipation moyenne d'énergie: 


8 = & (22), [(2) 2 — 15av, 


2 ôx CET ôz1 0x, Ôti 
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d'où a. On obtient finalement les relations exprimant A,, 


et B,, en fonction de la dissipation moyenne d'énergie ! : 


D ET 1 e , _. 
Bu- es r, B;r = 57" (33,8) 


Arrêtons-nous encore au tenseur de «triple corrélation » 
Bin (Car — Vis) (Lan — Lin) (ar — Ca). (33,9) 
Nous supposerons ici encore le mouvement complètement homogène 
et isotrope. Envisageons d'abord le tenseur auxiliaire vi;vijvu. 
Ce tenseur est symétrique sur les indices à et , et en vertu de l'iso- 


tropie, il doit, ainsi que B;,, s'exprimer en fonction de nr; et de 6,4. 
La forme la plus générale d’un tel tenseur est 


Vailan0o = C (r) Our + D (r) (Gin + On) 4 F (7) rinmns. (33,10) 
Dérivant par rapport à 7, on obtient, en vertu de l'équation de 
continuité 


L (Culinlor) = Lait 2 (0) 
Er aibihtor) — VAiUtR Oxo mr Ve 


La substitution de l'expression de vysvinva conduit, par un calcul 
simple que nous omettrons, aux deux égalités : 


d oops 2 
Er VS (3C+2D+F)]=-0, 
C'+2(C+D)-0. 
L'intégration de la première donne 


SCLODLFEIEE. 


r® 


Or, pour r=-U les fonctions C, D, F doivent rester finies; aussi 
faudra-t-il poser const —0, de sorte que 


3C+-2D+F—0. 


1 On serail tenté de croire à l'existence d'une possibilité de principe de 
déduction d'une formule universelle (applicable à n'importe quel mouvement 
turbulent) déterminant B,, et B,, pour toutes distances r petites devant Z. Toute- 
fois. une telle formule ne saurait exister, ainsi qu'il résulte des considérations 
suivantes. La valeur instantanée de (2; — v,;) (ex — vx) pourrait, en principe. 
s'exprimer universellement au moyen de la dissipation d'énergie e à cet instant. 
Cependant, lors de la médiation de ces expressions joucra un rôle important la 
loi de variation de e au cours des périodes des mouvements à grandes échelles 
(échelles —1), laquelle loi varie suivant le cas concret de mouvement. C'est 
pourquoi le résultat de la médiation ne saurait être universel. 
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On déduit des deux équations ainsi vblenues : 


D-—(c+ }, F-rc-c. (33,11) 


rC’ 
D 
2 


Développuns à présent les parenthèses dans (33,9). Il est facile de 
voir qu’en vertu de l’isotropie du mouvement les moyennes vi;vintit 


et Votonvay Sont nulles. En effet, dans ces produits toutes les trois 
vitesses sont prises en un seul point ; aussi le seul tenseur au moyen 
duquel puisse s'exprimer le tenseur v;v,r, est 6;,. Or, on ne saurail 
former un tenseur symétrique de rang trois avec des tenseurs uni- 
tés. Pour ce qui est des moyennes telles que Divintar OÙ Vaivonlin, 
elles sont égales au signe près [lorsqu'on permute les points Z et 2, 
le signe du vecteur »; dans (33,10) change]. On obtient finalement: 


Bin = 2 (Ciilantar + Caitontyr + Loitint ar) 

I vient par substitution de (33,10) et (33,11): 
Bin =? —2 (rC’ —- C) (Ôinrts + dun + On) + 6 {rC'—C) mins, (33,12) 
Dirigeant de nouveau l'un des axes de coordonnées suivant n, on 
obtient pour les composantes de B;;: 

Br, = — 120, Bit = —2(C+rC), Bet =: Bin =0. 
Ceci montre qu'on a entre les composantes non nulles B,4 et B,,, 
la relation 


1 d 27 4° 
B,u FT (rB;,rr). (33,13) 


Enfin, il se trouve qu'il est possible de trouver un lien entre les 
composantes des tenseurs B;, et B;,;. On calcule pour cela la déri- 


oo d — de à 
vée 7 Viilon (rappelons qu’un mouvement entièrement homogène et 
isotrope s’amortil forcément au cours du temps). Exprimant les 

sue 6 di db A : : 
dérivées —E et — au moyen de l'équation de Navier-Stokes. 
on obtient 

q 
UTyI 

0 Piton Q Polti :vA DE 

— — (US) À NA sion 1 VA ol il on. 

Ori ( p ae Vo JT VAritml Aeaituu 
Utilisant les propriétés d'homogénéité et d'isotropie du mouvement, 
on aura en vue que la permutation des points Z et 2 change le signe 
de r, d’où la nécessité de changer le signe des dérivées (premières) 
par rapport aux coordonnées. Il en résulte l'égalité des deux pre- 


1] es 
TVR = — 


De ee d — 
ot (Catitan) — pers (Crilonlor) — 
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œiers termes, ainsi que des deux derniers. Pour ce qui est des troi- 
sième et quatrième termes, ils sont nuls. En effet, la moyenne pv: 
doit, eu égard à l'isotropie, nes de la forme f(r)n;. Par ailleurs, 
la divergence = Cw oh) = Pi3— a est nulle. Or, le seul vecteur 
2h 

central symétrique à aie partout nulle est le vecteur 


En 
nr ; un tel vecteur serait infini pour r = 0, chose impossible. 


on a donc const = 0. Ainsi donc, 


à 0 En 
Fe Vin = — 2 Gars VubuVrn + 2VAsvivan. (33,14) 


11 faudra substituer ici, en vertu des formules déduites plus haut, 


a a 1 
Dal = VaVah — 7 Bin, 


TBrrr 


+ 0 (ini + dits) — 


— _ (Tr Borr — Br) nn. (33,15) 


Le mouvement étant entièrement homogène et isotrope, nous rempla- 


cerons dans la première de ces expressions vanve; par 4/0», de 
sorte que 


B. 1 
Dal = — dir + 75 (= 


Œ 1 de AE 

DaiVah = Üir — 7 Bin. (33,16) 

Pour ce qui est de la dérivée de l'énergie cinétique de l'unité de volu- 

me cu par rapport au temps, ce n’est rien d'autre que la dissipa- 
tion d'énergie — £; par conséquent, 


9 2 
HET ge 


Un calcul simple bien qu'assez long conduit à l'équation 
2 4 OBrr 1 O(riBrr)  V 0 ( à ous) (83,17) 
. , 


3 2 ot 6r4 ôr rà gr 


Etant donné que r est supposé petit, on pourra poser dans le premier 
membre de cette équation, avec une précision suffisante, r = 0, 
c’est-à-dire qu’on pourra négliger B,, devant e. Multipliant l'équa- 
tion restante par r# et intégrant sur les r (en tenant compte du fait 
que les fonctions corrélatives s'annulent avec r), on obtient la rela- 
tion suivante, due à 4. Kolmogorov, entre B,, et B,,,: 


Re —+er+ Gv Br ee. (33,18) 
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La relation (33,18), ainsi que (33,13), est légitime pour des r 
aussi bien inférieurs que supérieurs à À,. Lorsque r © À, le terme 
contenant la viscosité est petit, et nous avons tout simplement 


Borr = — + er. (33,19) 


Mais si l'on substitue dans (33,18), pour r < À, l'expression (33,8) 
de B,,, on obtient zéro; la raison en est que B,,, doit alors être 
du troisième ordre par rapport à r, si bien que les termes du premier 
ordre doivent se réduire !. 


$ 34. Région de turbulence et phénomène de décollement 


Le mouvement turbulent est, en général, rotationnel. Cepen- 
dant, la distribution du rotationnel de la vitesse suivant le volume 
du fluide comporte en mouvement turbulent (pour les R très grands) 
des particularités essentielles. A savoir, lors de l'écoulement tur- 
bulent « stationnaire » autour des corps le volume tout entier du 
fluide peut habituellement être divisé en deux régions délimitées 
l'une de l’autre. Dans l’une d’entre elles le mouvement est rota- 
tionnel, et dans l’autre le rotationnel de la vitesse est nul et le 
mouvement est potentiel. De la sorte, le rotationnel de la vitesse 
se trouve être distribué non pas dans tout le volume du fluide, mais 
dans une partie seulement (qui est aussi, en général, infinie). 

La possibilité de l'existence d'une telle région délimitée du 
mouvement rotationnel est due au fait que le mouvement tur- 
bulent peut être considéré comme celui d’un fluide parfait décrit 
par les équations d'Euler ©. Nous avons vu ($ 8) que pour le mouve- 
ment d’un fluide parfait joue la loi de conservation de la circula- 
tion de la vitesse. Notamment, si le rotationnel de la vitesse est 
nul en un point quelconque d'une ligne de courant, il est aussi nul 
tout le long de cette ligne. Par contre, si rot vÆ£ 0 en un point d’une 
ligne de courant, il est non nul sur toute la ligne. Il en résulte que 
l'existence de régions délimitées de mouvements rotationnel 
et irrotationnel est compatible avec les équations du mouvement 
si la région du mouvement rotationnel est une région dont les 
lignes de courant ne traversent pas la frontière. Une telle distri- 


1 Lo rapport | BrrlB%?| dans les régions ! 5 r 5 À etr € À doit avoir 
des valeurs constantes. Les données expérimentales montrent que cette quantité 
est en fait approximativement constante pour tous les r, sa valeur étant —0,4. 

2 L'application de ces équations au mouvement turbulent est limitée aux 
distances de l’ordre de À. Dès lors, on ne pourra parler de frontière précise entre 
les régions de mouvements rotationnel et irrotationnel qu'à ces distances près. 
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bution du rotationnel de la vitesse est stable, et le rotationnel ne 
saurait « pénétrer » dans la région située de l'autre côté de la surface 
de séparation. 

Une des propriétés de la région du mouvement turbulent rota- 
tionnel est que l’échange de fluide entre cette région et l'espace 
environnant ne peut qu'être unilatéral. Le fluide peut y venir de la 
région de mouvement potentiel, mais jamais il n’en sort. 

Soulignons que les considérations qui viennent d'être formulées 
ne sauraient d’aucune façon tenir lieu de démonstration tant soit 
peu rigoureuse des affirmations faites ci-dessus. Cependant, la présen- 
ce de régions délimitées de mouvement turbulent rotationnel 
paraît être confirmée par l'expérience. 

Le mouvement est turbulent aussi bien dans la région rotation- 
nelle que dans la région irrotationnelle. Mais le caractère de cette 
turbulence est tout à fait différent dans les deux régions. Pour 
voir d'où vient cette différence, remarquons la propriété générale 
suivante du mouvement potentiel décrit par l'équation de Laplace 
A = 0. Supposons le mouvement périodique dans le plan x, y, si 
bien que dépend de x et y par l'intermédiaire du facteur eitix+ikay : 
alors 


PR — (HD p= — Hp 


et la somme des dérivées secondes devant être nulle, il est clair que 
la dérivée seconde par rapport à z doit être égale à @ multiplié par un 


coefficient positif: = kp. Mais alors la dépendance de œq par 


FpRSS à z sera déterminée par un facteur s'amortissant, de la forme 
pour z >0 (la croissance infinie comme e“* étant, évidemment, 
nocibler De sorte que si le mouvement potentiel est périodique 
dans un plan, il doit être amorti suivant la direction perpendiculaire 
à ce plan. Alors, plus #; et k, sont grands, c’est-à-dire plus est petite 
la période de répétition du mouvement dans le plan x, y, plus vite 
s'amortit le mouvement suivant l’axe des z. Tous ces raisonnements 
subsistent qualitativement lorsque le mouvement n'est plus stricte- 
ment périodique, mais qu'il accuse une certaine répétition quali- 
tative. 

Il en résulte d'emblée le résultat suivant. Les pulsations turbu- 
lentes doivent s’amortir en dehors de la région de mouvement tour- 
billonnaire, et d'autant plus vite que leur échelle est petite. En 
d'autres termes, les pulsations à petites échelles ne pénètrent pas 
profondément dans la région du mouvement potentiel. En définitive, 
seules jouent un rôle notable dans cette région les pulsations aux 
plus grandes échelles, qui ne s'amortissent qu'aux distances de 
l'ordre de grandeur des dimensions (transversales) de la région 
rotationnelle, ces distances jouant le rôle d'échelle fondamentale 


JET TURBULENT 163 


de la turbulence. Aux distances supérieures à ces dimensions 
la turbulence est pratiquement inexistante et le mouvement peut 
être supposé laminaire. 

Nous avons vu que la dissipation d'énergie au cours d'un mou- 
vement turbulent est liée aux pulsations aux échelles les plus peti- 
tes : les mouvements à grandes échelles s'effectuent sans dissipation 
notable, et c’est pourquoi on peut leur appliquer l'équation d'Euler. 
Eu égard à ce qui a été dit plus haut, nous sommes conduits à ce 
résultat important que la dissipation d'énergie est essentiellement 
localisée dans la région du mouvement turbulent rotationnel 
et qu’elle n’a pratiquement pas lieu en dehors de cette région. 

Ayant en vue toutes ces particularités des mouvements turbu- 
lents rotationnel et irrotationnel, nous appellerons par la 
suite, pour être laconiques, la région du mouvement turbulent 
rotationnel simplement région du mouvement 
turbulent ou région turbulente. Nous examine- 
rons aux paragraphes suivants la forme de cette région pour dif- 
férents cas. 

La région turbulente doit être limitée d’un côté quelconque par 
une partie de la surface du corps autour duquel le fluide s'écoule. 
La ligne qui délimite cette partie de la surface du corps est appelée 
ligne de décollement. De cette ligne part la surface 
de séparation de la région de turbulence du reste du volume du flui- 
de. La formation elle-même de la région turbulente lors de l'écoule- 
ment autour du corps est le phénomène de décolle- 
ment. 

La forme de la région turbulente est déterminée par les propriétés 
du mouvement dans le volume fondamental du fluide (c’est-à-dire 
en dehors du voisinage immédiat de la surface du corps). Une théorie 
complète, encore inexistante, de la turbulence devrait permettre 
par principe de déterminer cette forme au moyen des équations du 
mouvement du fluide parfait, si la position de la ligne de décolle- 
ment sur la surface du corps est donnée. En ce qui concerne la posi- 
tion réelle de la ligne de décollement, elle est déterminée par les 
propriétés du mouvement au voisinage immédiat de la surface du 
corps (dans la couche limite), où la viscosité du fluide joue un rôle 
important (cf. 8 40). 


$ 35. Jet turbulent 


La forme ainsi que certaines autres propriétés fondamentales des 
régions turbulentes peuvent, dans plusieurs cas, êtres déduites déjà 
par des considérations de similitude simples. Il en est ainsi en pre- 
mier lieu des jets turbulents libres de diverses espèces se propageant 
dans un espace lui-même rempli de fluide (L. Prandil, 1925). 
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A titre de premier exemple, envisageons la région turbulente qui 
se forme lorsqu'un flux « décolle » de l’arête de l'angle formé par 
deux plans infinis concourants (la fig. 16 représente ces plans en 
section transversale). En écoulement laminaire (cf. fig. 3), le fluide 
longeant un des côtés de l’angle (disons dans la direction de À vers 
O) devrait tourner régulièrement et longer l’autre plan (de O vers B). 
Mais en écoulement turbulent l'image est tout autre. 

Le fluide longeant un des côtés de l’angle ne tourne plus à présent 
une fois arrivé à l'arête, mais continue à se propager dans la même 
direction. Simultanément, un 
courant prend naissance le long 
de l’autre côté et converge vers 
le sommet de l'angle (de B vers 
O). Les deux flux se « mélangent » 
dans la partie turbulente ? (les 
frontières de la section de cette 
région sont indiquées sur la fig. 16 
en pointillé) On peut donner 
l'image suivante de la formation 
d'une telle région. Supposons 
qu'un écoulement soit tel que le 

Fig. 16 flux uniforme allant de À vers O 
continue son mouvement dansla 
même direction, remplissant tout l’espace au-dessus du plan ÀO et de 
son prolongement à droite en profondeur dans le fluide, et que le fluide 
soit immobile dans l’espace au-dessous de ce plan. En d’autres termes, 
on aurait alors une surface de discontinuité (prolongement du plan 
AO) entre le fluide s'écoulant à vitesse constante et le fluide immobi- 
le. Mais une telle surface de discontinuité est instable et ne saurait 
exister réellement (cf. $ 30). Cette instabilité provoque son « mélan- 
ge » et la formation d’une région de mouvement turbulent. Le flux 
qui converge de B vers O prend alors naissance du fait qu'il doit 
y avoir dans la région de turbulence apport de fluide extérieur. 

Déterminons la forme de la région du mouvement turbulent. 
Choisissons l'axe des z comme il est indiqué sur la fig. 16; l’origine 
des coordonnées est en ©. Désignons par Ÿ, et Ÿ: les distances du 
plan x, z aux frontières supérieure et inférieure de la région turbulen- 
te; on demande de trouver Ÿ, et Ÿ: en fonction de x. Il est facile 
de trouver ces fonctions directement par des considérations de simi- 
litude. Toutes les dimensions des plans étant infinies, nous ne dispo- 
sons d'aucun paramètre constant, caractéristique du mouvement 


1 Rappelons qu’en dehors de la région turbulente on a un mouvement tur- 
bulent irrotationnel qui devient progressivement Jlaminaire au fur et à 
mesure qu'on s'éloigne des frontières de cette région. 
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envisagé, ayant la dimension d’une longueur. Il en résulte que Yi 
et Ÿ: ne peuvent qu'être des fonctions linéaires de la distance x: 


Yi=tgou-r, Yo =tg Apr. (35,1) 


Les coefficients de proportionnalité sont simplement des constantes 
numériques ; nous les écrivons sous la forme tg &1, tg œ2, si bien que 
æ, et «2 sont les angles formés par les deux frontières de la région 
turbulente avec l'axe des z. De cette façon, la région du mouvement 
turbulent est délimitée par deux plans qui se coupent suivant l’arête 
de l'angle. 

Les valeurs des angles &, et «2 ne dépendent que de la valeur de 
l'angle dièdre contourné et ne dépendent pas, par exemple, de la 
vitesse du flux incident. Elles ne peuvent être calculées théori- 
quement; l'expérience donne dans le cas du contournement d’un 
angle droit les valeurs &; = 5°, &2 — 10° ?. 

Les vitesses des flux de part et d'autre de l'angle ne sont pas éga- 
les ; leur rapport est un nombre déterminé qui, lui aussi, ne dépend 
que de l'angle. Lorsque les angles dièdres ne sont pas très petits, 
l'une des vitesses est bien plus grande que l’autre, à savoir celle du 
flux « fondamental », dans la direction duquel est disposée la région 
turbulente (flux de À vers O). Ainsi, lors de l'écoulement autour d’un 
angle droit la vitesse du flux le long du plan 40 est 30 fois plus grande 
que celle du flux allant de B vers ©. 

Notons encore que la différence de pression du fluide de part et 
d'autre de la région turbulente est très petite. Ainsi, lors de l’écou- 
lement autour d’un angle droit on a 


Pa— p2=0,003pU}, 


U; étant la vitesse du flux dirigé de À vers O, p, la pression dans le 
flux supérieur (le long de AO), p, celle dans le flux inférieur (le long 
de BO). 

Dans le cas limite où l’angle dièdre est nul, nous avons simple- 
ment le bord d’une plaque le long des faces de laquelle coule le flui- 
de. L'angle d'ouverture «&; + «2 de la région turbulente est alors, 
lui aussi, nul, c’est-à-dire que la région turbulente disparaît; les 
vitesses des flux sur les deux faces sont égales. Lorsqu'on augmente 
l'angle AOB, survient l'instant où le plan BO tangente la frontière 
inférieure de la turbulence ; l'angle AOB est alors déjà obtus. L'angle 


1 Jci et dans les autres cas envisagés par la suite, on a en vue les données 
expérimentales sur la distribution des vitesses dans la section transversale du 
jet turbulent, qui ont été analysées à l’aide des résultats des calculs (Tollmien, 
1926) d’après la « théorie de la longueur de mélange » (cf. nota page 168). Cette 
théorie contient une constante arbitraire dont la valeur est choisie chaque fois 
de façon à assurer la meilleure concordance possible avec les données expérimen- 
tales. 
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AOB croissant encore, la région de turbulence reste limitée d’un 
côté par la paroi fixe. En fait, nous avons alors simplement affaire 
au phénomène de décollement, la ligne de décollement passant le 
long du bord de l'angle. L’angle d'ouverture de la région turbulente 
reste tout le temps fini. 

Nous allons maintenant envisager le problème d'un jet turbulent 
jaillissant de l’orifice d’un tube fin et se propageant dans un espace 
infini rempli de ce même fluide (le problème du mouvement lami- 
naire d'un tel jet « immergé » a été résolu au $ 23). Aux distances 

grandes par rapport aux dimensions 

\\ de l'orifice du tube (qui seules seront 

envisagées) le jet est à symétrie axiale 
quelle que soit la forme concrète de 


-Ÿ l'orifice. 
ES — e Déterminons la forme de la région 
7 = du mouvement turbulent dans le jet. 
Ts — Prenons l'axe du jet pour axe des x, et 
Ts désignons le rayon de la région de tur- 
{ 1 bulence par R; on demande de déter- 
miner R en fonction de x (x est rapporté 
Fig. 17 au point de sortie du jet). Ainsi que dans 


l'exemple précédent, cette dépendance 
peut être facilement déduite par des considérations de similitude. 
Aux distances grandes par rapport aux dimensions de l'orifice du 
tube, la forme concrète et les dimensions de l’orifice ne peuvent jouer 
de rôle en ce qui concerne la forme du jet. En conséquence, nous ne 
disposons d'aucun paramètre caractéristique ayant la dimension d'une 
longueur. Il en résulte de nouveau que RÀ doit être proportionnel à x: 


R=tga-x, (35,2) 


la constante numérique tg &« étant la même pour tous les jets. De 
sorte que la région turbulente est un cône; l’angle au sommet du 
cône 24 donné par l'expérience est compris entre 25 et 30° (fig. 17) 1. 

La distribution des vitesses (moyennes temporelles) dans la 
section transversale du jet possède le caractère suivant. Le mouve- 
ment est essentiellement dirigé le long du jet. La composante 
longitudinale de la vitesse décroît rapidement lorsqu'on s'éloigne 
de l’axe du jet ; elle est réduite à uo/2 (uo étant la vitesse sur l'axe) 
déjà à la distance 0,35 de l'axe, et sa valeur est de l'ordre de 0,01 w 


1 L'expérience révèle une certaine dépendance de la constante & par rap- 
port aux conditions initiales (du profil de la vitesse) à l'orifice du tube d'où 
s'échappe le jet. 11 est naturel de penser que cette dépendance est due au fait 
que, dans les conditions concrètes de l'expérience, les dimensions finies de l’ori- 
fice de sortie ont conservé leur influence, qui devrait s’effacer aux plus grande 
distances à l'orifice. 


JET TURBULENT 167 


à la frontière de la région turbulente. Quant à la composante trans- 
versale de la vitesse, elle conserve à peu près le même ordre de gran- 
deur suivant la section de la région turbulente, sa valeur étant d'en- 
viron —0,025 uo à la frontière ; elle est dirigée à l'intérieur du jet. 
C'est précisément grâce à cette composante transversale que le 
fluide est « aspiré » dans la région turbulente. La distribution des 
vitesses en dehors de la région turbulente (pour une valeur donnée 
de son angle d'ouverture) peut être trouvée théoriquement (cf. prob. 
1 à la fin de ce paragraphe). 

La vitesse dans le jet décroît également lorsque la distance 
à l’orifice croît, et il est facile de trouver la loi correspondante. A cet 
effet, nous aurons recours aux considérations suivantes. Le flux total 
d'impulsion à travers une surface sphérique (de centre à l’orifice) 
doit rester invariable lorsque le rayon varie. La densité du flux 
d'impulsion dans le jet est de l'ordre de pu*, u étant l’ordre d’une 
certaine vitesse moyenne dans le jet ; c'est la seule quantité de dimen- 
sions adéquates qu'on puisse former avec la densité du fluide p, 
la vitesse u et la distance x dont on dispose. L'aire de la partie de 
la section transversale du jet où w est notablement non nulle est 
de l'ordre de R°?. En conséquence, le flux total d'impulsion est de 
l'ordre de pu?R*. Egalant cette expression à une constante et subs- 
tituant R — const:-x, il vient: 


const 
Le. 4 , 
z 


(35,3) 


ce qui prouve que la vitesse décroît comme l'inverse de la distance 
à l’orifice. 

La quantité Q de fluide qui traverse en une seconde la section 
droite de la région turbulente du jet est de l’ordre du produit de son 
aire (— R?) par la vitesse moyenne uw. Il vient en substituant !: 


Q=Bz. (35,4) 


De sorte que le débit du fluide à travers la section de la région 
turbulente croît avec x (le fluide est, en quelque sorte, aspiré dans 
la région turbulente ?). La constante figurant ici peut se déterminer 
comme suit. Aux distances de l’ordre de grandeur de l'orifice du 
tube, Q doit se réduire à la quantité Q@ de fluide, caractéristique de 
chaque jet donné, éjectée du tube en une seconde. On voit que B — 
— Qo/a, a représentant les dimensions transversales de l’orifice du 


1 Si deux quantités variables dans de larges limites sont constamment du 
même ordre de grandeur, elles sont proportionnelles. Ceci étant, on peut écrire 
dans notre cas (et dans d’autres analogues) au lieu de Q — const-z la formule 
exacte Q == const-z. 

2 En ce qui concerne le flux total du fluide à travers tout le plan normal 
au jet, il est infini, c’est-à-dire qu’un jet jaillissant dans un espace infini entraîi- 
ne avec lui une quantité infinie de fluide. 
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tube (par exemple, le rayon d’un orifice circulaire). De sorte qu'on 
peut écrire: 


Q 
B=c, (35,5) 


c étant une constante numérique qui ne dépend que de la forme de 
l'orifice. Dans le cas d’un orifice circulaire, l'expérience donne 1,5 
pour valeur approximative de c. 

Le mouvement est caractérisé dans chaque tronçon de longueur 


du jet par le nombre de Reynolds de ce tronçon, défini par _ . Or, 


en vertu de (35,2) et (35,3), le produit uR reste constant le long du 
jet, si bien que le nombre de Reynolds est le même pour tous les 


tronçons. On pourra prendre pour valeur de ce nombre le rapport 2. 


La constante B ci-devant est le paramètre qui, à lui seul, détermine 
tout le mouvement dans le jet. Lorsque la « puissance » du jet @ 
croît (pour la dimension a donnée de l'orifice), une certaine valeur 


critique du nombre de Reynolds _ est atteinte à la longue, après 


laquelle le mouvement devient turbulent simultanément suivant 
toute la longueur du jet !. 


Problèmes 


1. Déterminer le mouvement moyen du fluide dans le jet en dehors de la 
région turbulente. 

Solution. Prenons des coordonnées sphériques r, 6, p, l’axe polaire 

étant dirigé suivant l’axe du jet, et l’origine des coordonnées prise au point 


1 Pour un calcul plus détaillé des divers cas de mouvement turbulent ou 
a habituellement recours à diverses théories « semi-empiriques » fondées sur cer- 
taines hypothèses pour la dépendance du coefficient de viscosité turbulente par 
rapport au gradient de la vitesse moyenne. Ainsi, dans la théorie de Prandt]. 
on pose (pour un écoulement plan) 
ôuz 
y 


le choix de la dépendance de ! (qui est appelé « longueur de mélange ») par rap- 
port aux coordonnées étant dicté par des considérations de similitude; pour les 
jets turbulents libres, par exemple, on pose { = ex, c étant une constante numé- 
rique empirique. Ces théories sont habitucllement fidèles à l'expérience, de là 
leur valeur pratique en tant que schémas interpolatoires de calcul. Mais on ne 
peut alors attribuer de valeurs universelles aux constantes numériques empiri- 
ques caractéristiques qui entrent dans la théorie; ainsi, le choix du rapport de 
la longucur de mélange ! aux dimensions transversales de la région turbulente 
se fait différemment selon le cas concret. Notons encore qu’on réalise une bonne 
concordance avec les données expérimentales en partant de diverses expressions 
pour la viscosité turbulente. 

On trouvera un exposé détaillé de ces théories dans les livres: L. Lo y- 
tsianski, Aérodynamique de la couche limite, Gostekhizdat, 1941; 
G. Abramovitoch, Jets fluides libres turbulents, Gosénergoïzdat, 1948. 


Vturb = l? , 
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de sa sortie. Par suite de la symétrie axiale du jet, la composante wQ de la vitesse 

moyenne est nulle, et ug, u, ne sont fonctions que doret 6. Les mêmes considé- 

rations que celles faites au Proplen du jet laminaire du $ 23 montrent que 
f (8) 


u”, ue doivent être de la forme ug=—— 1, = 20 . En dehors de la région tur- 
bulente le mouvement du fluide est potentiel, c'est-à-dire que rot u = 0, d'où 


dur G] E< 
"ar (ru)= 0. 
Or, rug ne dépendant pas de r, on a 2 = = 0, d'où F = const = —+, 
et donc 
b 
Ur = Te . (1) 


De l'équation de continuité 

1 9 1 à ,. 

_ < (r2 = = 

or V ur) +56 26 Find 0 
on déduit à présent : 
f= const —b cos 0 

a sin 8 

La constante d'intégration doit être prise égale à — pour que la vitesse ne de- 
vienne pas infinie pour 8 = x (le fait que / devienne infinie pour 0 — 0 est sans 
importance, étant donné que la solution ici envisagée ne concerne que pépise 


en dehors de la région turbulente, et que la direction 6 — 0 est contenue dans 
cette région). De sorte que 


La proiseuon de la vitesse sur la direction du jet (u,) et la valeur absolw 
de Îa vitesse valent : 
b cos 0 b 1 ; 
"Re MPTEE sin Fi " 
2 

La constante b peut être reliée à la constante B figurant dans la formule (35,4). 
Considérons le tronçon de cône de la région turbulente compris entre deux sec- 
tions droites infiniment voisines. La queue de fluide qui, de l’extérieur, entre 
en une seconde dans ce tronçon de la région turbulente, est 


dQ = —2arp sin & ug dr = 2nbp (1<+- cos a) dr, 


et la formule (35,4) donne dQ = B dz =B cos & dr. Rapprochant les deux expres- 
sions, on obtient 


B cos œ 
27 1+cos a * () 
A la frontière de la région turbulente la vitesse u est dirigée à l’intérieur de 


b=— 


cette région et forme l'angle 5 — _ avec la direction positive de l'axe des z. 


Rapprochons la vitesse moyenne 4, à l'intérieur de la région turbulente (de 


B 


on ee RE - 
définition HT pnhè Tpriga 


) de la vitesse (u:)pot sur la surface de cette 
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région. En prenant dans (3) la seconde expression avec 6 = «, il vient: 


(ux) pot __ 1—cosa 
Uz 2 

Pour & = 12° on obtient pour ce rapport la valeur 0,011, c’est-à-dire qu'à la 
frontière de la région turbulente la vitesse est petite par rapport à la vitesse 
moyenne dans la région. 

2. Déterminer Ja loi de variation des dimensions et de la vitesse dans un 
jet turbulent immergé jaillissant d’une fente mince infiniment longue. 

Solution. Pour les mêmes raisons que pour le jet axial, on déduit que 
la région turbulente est limitée à deux plans qui se coupent suivant la fente, 
c'est-à-dire que la demi-largeur du jet est 


Y =z tg a. 


Le flux d'impulsion dans le jet (rapporté à l'unité do longueur de la fente) 
est de l'ordre de pu?Y. On trouve en conséquence pour la dépendance de u*par 
rapport à z: 


const 

Vz 

Le débit du fluide à travers la section de la région turbulente du jet est 
Q — puY, d’où 


_ 


Q=const-V/x. 


Les valeurs expérimentales obtenues pour un jet plan d'ouverture 24 sont 
de 25 à 33° (cf. renvoi p. 166). 


$ 36. Sillage turbulent 


Lorsque les nombres de Reynolds dépassent de beaucoup la valeur 
critique, il se forme au-delà du corps dans le fluide qui s'écoule 
une longue région de mouvement turbulent qui est appelée sillage 
turbulent. Aux distances grandes (devant les dimensions du corps) 
des considérations simples permettent de définir la forme du sillage 
et la loi de décroissance de la vitesse du fluide dans le sillage 
(Prandil, 1926). 

Ainsi que pour l'étude du sillage laminaire faite au $ 21, dési- 
gnons par U la vitesse du flux incident, et prenons sa direction pour 
axe des x. Quant à la vitesse moyenne du fluide en chaque point par 
rapport aux pulsations turbulentes, elle sera notée U + u. Désignant 
par a une certaine largeur transversale du sillage, nous déterminerons 
a en fonction de x. En l'absence de portance, aux grandes distances 
du corps le sillage est doué de symétrie axiale et sa section est cir- 
culaire ; a peut être alors le rayon du sillage. Mais si la portance n'est 
pas nulle, une direction privilégiée prend naissance dans le plan 
y, z et le sillage ne possède plus de symétrie axiale quelle que soit 
la distance au corps. 
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La composante longitudinale de la vitesse dans le sillage est de 
l'ordre de U, et la composante transversale de l'ordre d’une certaine 
moyenne x de la vitesse turbulente. Pour cette raison l'angle entre 
les lignes de courant et l’axe des x est de l’ordre de grandeur du 
rapport u/U. Par ailleurs, on sait que la frontière du sillage est la 
limite au-delà de laquelle ne sortent pas les lignes de courant du 
mouvement turbulent rotationnel. Il en résulte que l'angle que 
fait le contour de la section longitudinale du sillage avec l’axe des 
x est aussi de l’ordre de u/U. Cela signifie qu’on peut écrire: 


Reg. (36,1) 


Puis, nous utiliserons les formules (21,1), (21,2) déterminant les 
forces agissant sur le corps d’après les intégrales de la vitesse du 
fluide dans le sillage (on entend à présent par vitesse sa valeur moyen- 
ne). Dans ces intégrales le domaine d'intégration est de l’ordre de 
a?. Ceci étant, l'évaluation de l'intégrale conduit à la relation 
F — pUua”, F étant l'ordre de grandeur de la traînée ou de la por- 
tance. De la sorte: 

F 
USD (36,2) 


Substituant ceci dans (36,1), on trouve: 


da LE 
dx  pUa?? 


d'où, par intégration, 


Fe (5e) ue (36,3) 


Ainsi, la largeur du sillage croît en raison de la racine cubique de 
la distance au corps. Pour la vitesse u on déduit de (36,2) et (36,3) : 


es (5), (36,4) 


pri 


c'est-à-dire que la vitesse moyenne du mouvement du fluide dans le 
sillage décroît comme l'inverse de x?/3. 
Le mouvement du fluide dans tout tronçon du sillage est caracté- 


risé par le nombre de Reynolds R — _ . Substituant (36,3) et 
(36,4), il vient: 
F 4 ( F? 1/3 
F. voUa TT pUz ) 
Nous voyons que ce nombre ne reste pas constant le long du sillage, 
contrairement à ce qui avait lieu dans le cas du jet turbulent. A des 
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distances suffisamment grandes du corps R devient si petit que le 
mouvement dans le sillage cesse d’être turbulent. Puis vient la région 
de sillage laminaire, dont les propriétés ont été déjà étudiées au $ 21. 

Nous avons déduit au problème 2 $ 21 les formules décrivant le 
mouvement du'fluide en dehors du sillage loin du corps. Ces formules 
s'appliquent au mouvement en dehors du sillage turbulent dans la 
même mesure qu'en dehors du sillage laminaire. 

Notons ici quelques propriétés générales de la distribution des 
vitesses autour du corps. Dans le sillage turbulent aussi bien qu'en 
dehors de celui-ci la vitesse (il s'agit partout de la vitesse u) décroît 
lorsque la distance au corps croît. Mais alors la vitesse longitudinale 
u, décroît en dehors du sillage bien plus vite (comme 1/r°) qu'à 
l'intérieur. Ceci étant, on peut considérer que, loin du corps, la 
vitesse u. n'existe que dans le sillage, en dehors duquel uv, = 0. 
C'est dire que u. décroît à partir d’une valeur maximum sur l’« axe » 
du sillage à zéro sur sa frontière. Quant aux vitesses transversales 
u,, U, elles sont à la frontière du sillage du même ordre de grandeur 
qu'à l’intérieur, et décroissent rapidement (à la même distance du 
corps) quand on s’en éloigne. 


$ 37. Théorème de N. Joukowski 


Le caractère de la distribution des vitesses autour d’un corps 
décrit à la fin du paragraphe précédent ne concerne pas les cas excep- 
tionnels où l'épaisseur du sillage formé derrière le corps est petite 
par rapport à sa largeur. Un tel sillage se forme lors de l'écoulement 
autour de corps dont l'épaisseur (dans la direction de l'axe des y) 
est petite par rapport à leur largeur dans la direction des z (quant 
à la longueur dans la direction de l'écoulement — axe des x — elle 
peut être arbitraire); en d’autres termes, il s’agit de l'écoulement 
autour de corps dont la section transversale (par rapport à la direction 
du mouvement) a une forme fortement allongée dans une direction. 
I] en est ainsi de l'écoulement autour des «ailes», corps de grande 
«envergure » devant toutes leurs autres dimensions. 

Il est clair que dans un tel cas il n’y a plus de raison pour que 
la vitesse u, perpendiculaire au plan du sillage turbulent décroisse 
notablement déjà aux distances de l’ordre de l'épaisseur du sillage. 
Au contraire, cette vitesse sera du même ordre de grandeur aussi bien 
dans le sillage qu'à des distances considérables (de l’ordre de l’« en- 
vergure » de l'aile) de celui-ci. Mais alors, il est bien entendu que 
la portance n'est pas nulle; sinon, la vitesse transversale est prati- 
quement nulle. 

Considérons la portance verticale F, développée au cours d’un 
tel écoulement. Conformément à la formule (21,2), elle est donnée par 
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l'intégrale 
Fy= —pÙ | ( u, dy dz, (37,1) 


l'intégration étant étendue ici, étant donné le caractère de la distri- 
bution de la vitesse u,, à tout le plan transversal. Plus encore, étant 
donné que l'épaisseur du sillage (suivant l’axe des y) est petite, et 
que la vitesse u, dans le sillage n'est nullement grande par rapport 
à cette même vitesse en dehors, 
on peut, dans le cas envisagé, 
avec une précision suffisante, dans 
l'intégration par rapport à y, se 
borner à intégrer dans le domaine 
extérieur au sillage, c'est-à-dire 
écrire: 

+ œ 

| u, dy & Î u, dy + 

—00 vi 
ÿ1 et y2 étant les coordonnées des Fig. 18 
frontières du sillage (fig. 18). 


: A à 
Or, en dehors du sillage le mouvement est potentiel et u, — _ : 
ayant en vue qu'à l'infini o = 0, il vient en conséquence 


À 2 dy = qe qu 


p2 et p1 étant les valeurs du potentiel de part et d’autre du sillage; 
c'est dire que 2 — p1 est le saut du potentiel à la surface de dis- 
continuité qui peut remplacer le sillage mince. Quant aux dérivées 


de @, la dérivée u, = 2 doit rester continue. Un saut de la compo- 


sante de la vitesse normale à la surface du sillage signifierait qu'une 
certaine quantité de fluide « entre » dans le sillage; or, à l'appro- 
ximation à laquelle l'épaisseur du sillage est négligée cet effet doit 
être absent. De cette façon, nous remplaçons le sillage par une surface 
de discontinuité tangentielle. Puis, à cette même approximation, 
la pression elle aussi doit être continue dans le sillage. La variation 
de la pression étant déterminée par la formule de Bernoulli à la 


première approximation par la quantité pUu, = pU %, il en résul- 


va 
\ uydy, 


; See 2 +. +. L s + À 
te aussi la continuité de la dérivée F2 Quant à la dérivée TS ; 


qui est la vitesse dans la direction de l’envergure de l'aile, elle 
subit, en général, un saut. 


La dérivée = étant continue, le saut @2 — p, ne dépend que de z, 
mais non de la coordonnée x le long du sillage. De sorte qu'on obtient 
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pour la portance la formule: 
Fy= —Ù | (pe) dz. (37,2) 


L'intégration sur les z ne s'étend en fait qu’à la largeur du sillage 
(en dehors du sillage, on a, bien entendu, @2 — m1 = 0). 

Cette formule peut être mise sous une forme quelque peu diffé- 
rente. À cet effet, notons que, en vertu des propriétés de l'intégrale 
du gradient d'un scalaire, on peut écrire la différence m2 — mp, sous 
forme d'intégrale curviligne: 


[ vo-at= [ (us dy + us de), 


prise sur une courbe issue du point y, et qui revient au point y2 
après avoir contourné le corps, passant ainsi partout dans le domaine 
où le mouvement est potentiel. Or, le sillage étant mince, on peut 
sans affecter l'intégrale aux infiniment petits d'ordre supérieur près. 
fermer ce long contour par un petit segment réunissant les points 
y1 et y2. Désignant par l la circulation de la vitesse le long du con- 
tour fermé € décrit autour du corps (fig. 18): 


r=Qud= qe, (37,3) 
on oblient pour la portance la formule! 
Fy= —pÙ Î T dz. (37,4) 


Cette formule, qui établit un lien entre la portance et la circula- 
tion de la vitesse, traduit le célèbre théorème de Joukow- 
ski, démontré en 1906 *. 


Problèmes 


1. Déterminer la loi de l'élargissement du sillage turbulent formé lors de 
l'écoulement transversal autour d'un cylindre infiniment long. 

Solution. On a pour l'ordre de grandeur de la force de résistance j, 
par unité de longueur du cylindre f, æ pUuY. Combinant ceci avec la relation 
(36,1), il vient pour la largeur du sillage Y : 


Y=A V # ; (1) 


1 Le signe de la circulation de la vitesse est toujours choisi pour la descrip- 
tion du contour dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. Le signe dans 
la formule (37.3) est aussi lié au choix du sens de l'écoulement: nous avons 
sartout supposé que l'écoulement se fait dans le sens positif de l'axe des z (le 
Fux se déplace de gauche à droite). 

? En ce qui concerne l'application de ce théorème aux ailes aérodynamiques. 


cf. $ 46. 
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A étant une constante. La vitesse moyenne u dans le sillage décroît suivant 


la loi Le. 
u— y . 
pz 
Le « nombre de Reynolds » R — de £ ne dépend pas de x, si bien que le 


sillage ne possède pas de tronçon laminaire. 

Indiquons qu'en vertu des données expérimentales, le coefficient constant 
dans (1) vaut À — 0,93 (Y étant la demi-largeur du sillage); si l'on convient 
que YF est la distance à laquelle la vitesse u, tombe à la moitié de sa valeur maxi- 
mum au milieu du sillage, on a À = 0,41. 

2. Déterminer le mouvement en dehors du sillage formé lors de l'écoulement 
transversal autour d’un corps infiniment long. 

Solution. En dehors du sillage le mouvement est potentiel (nous 
désignerons le potentiel par ® pour distinguer de l'angle q du système de coor- 
données cylindriques r, z, @ d’axe des z dirigé suivant la longueur du corps). 
De la même façon qu’on a procédé lors de la résolution du problème 2 & 21. on 
déduit qu'on doit avoir 


- tx 

Î uat= | voa, 

l'intégration étant faite à présent sur la surface d'un cylindre de grand rayon, 
d'axe dirigé suivant l'axe des z et de longueur égale à l'unité; f, est la force de 
résistance rapportée à l'unité de longueur du corps. La solution de l'équation 


de Laplace bidimensionnelle A®—0 vérifiant cette condition est ® — 5 1 OÙ nr. 


Puis, on a pour la portance, en vertu de la formule (37,2) j, — pU (D, — ®:). 
La solution de l’équation de Laplace décroissant le moins vite avec la distance 
et subissant un saut sur le plan @ — 0 est ® — const-p; comme ç: re L 

par 


= 21, on a const — — f}/2npU. Le mouvement du fluide est détermin 
la somme des deux solutions trouvées, soit 
1 
DU Gxlnr—/fyp). (1) 
Les composantes cylindriques de la vitesse u sont: 
u 290. fx _ ü, DURE fu (2 
7 or  2npUr’ 9 r op  2npür' : 


La vitesse u forme avec le rayon vecteur cylindrique un angle constant, de tan- 
gente f,/fx. 
3. Déterminer la loi de déformation du sillage au-delà d'un corps infini- 
ment long en présence de portance. Le 
Solution. En présence de portance, le sillage (considéré comme une 
surface de discontinuité) se déforme dans le plan x, y. La loi y = y (x) de cette 


déformation est déterminée par l'équation = 0 . En substituant ici, 
f ux+U  u, 
og 10 i 1 
conformément à (2), u, = ZRoUz et négligeant uv, par rapport à U, on obtient 
dy fu 


‘dx —  2npUtr 
d'où 


— t fu Inz 
y = const — ZhpUE À 
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$ 38. Turbulence isotrope 


Nous avons déjà mentionné au $ 33 un cas spécifique de mouve- 
ment turbulent, entièrement homogène et isotrope, de vitesse moyen- 
ne nulle dans tout le volume du fluide. On peut s’imaginer un tel 
mouvement comme celui dans un fluide fortement « secoué », puis 
abandonné à lui-même. Il est bien entendu que ce mouvement s'amor- 
tit avec le temps. 

L'étude ultérieure de la turbulence isotrope, notamment la déter- 

mination de la loi de son amortissement temporel, s'appuie sur une 
loi de conservation déduite pour la première fois par L. Loytsianski 
(1939). Cette loi spécifique de la turbulence isotrope est une consé- 
quence de la loi générale de conservation du moment cinétique, et 
peut être déduite comme suit. 
. Distinguons dans le fluide infini un volume suffisamment grand, 
et considérons le moment cinétique total du fluide (M) contenu dans 
ce volume. Il a, en général, une valeur aléatoire non nulle. A cause 
de l'interaction avec les régions voisines du fluide, M ne reste pas, 
en toute rigueur, constant. Mais cette interaction étant pour la partie 
envisagée du fluide un effet superficiel, il est clair que les temps T 
au cours desquels M peut varier notablement croissent avec les 
dimensions L du domaine distingué. Ces laps de temps, de même 
que les dimensions L, doivent être considérés comme étant arbitraire- 
ment grands, et en ce sens le moment cinétique M se conserve. 

Pour la commodité des calculs qui vont suivre, imaginons que 
le volume de fluide distingué soit compris dans une enceinte à parois 
fixes ; il est évident que les conditions aux limites sur la surface 
confinant un très grand volume ne peuvent affecter les propriétés 
volumiques du mouvement envisagées. 

Conformément à la définition générale, le tenseur moment 
cinétique total M,, est égal à l'intégrale 


Min — p Î (civr — Tnvi) dv, 
prise dans tout le volume. Transformons cette intégrale comme uit : 


| nv dV = [ _. (titnvi) dv — Ti TR dv _# Î TiUh dv. 
Une fois transformée en intégrale de surface, la première intégrale 
du second membre disparaît, étant donné que sur les parois délimi- 
tant le fluide la composante normale de la vitesse est nulle, de sorte 
que Un dfn = (vn) df = 0. La seconde intégrale, elle, disparaît 
en vertu de l'’incompressibilité du fluide (div v = 0). Ainsi donc, 


( Znv: dV = — ( Tivn dV, 
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et on peut recopier My, sous la forme 
Min = 2p TiUn dV. 


La somme des carrés des composantes de M;: est égale au double 
du carré de la valeur absolue du vecteur moment cinétique M — 


=p Î r x vdV. On a donc 


M?=2p° { | TiUk av}. 
Le carré de l'intégrale peut s'écrire sous forme d'intégrale double: 
M° = 2p° | i titivaUr dV dV”. 
Enfin, notons que cette expression peut se mettre sous la forme 
M= —p? | | (ai ri) avi dV dV' (38,1) 


(les intégrales contenant les carrés x? et zxi* disparaissent, étant 
donné que 


[ Î z'Evnv dV dV' = | zitvi dV' Î vx dV, 


et | v, dV = 0, puisque le moment cinétique total d’un fluide incom- 


pressible contenu dans une enceinte fixe est nul). 

Le produit v,v, = vv’ sous l'intégrale (38,1) est le produit des 
vitesses en deux points de coordonnées x, et x, de distance mutuelle 
r=V (zx). Prenons la moyenne de ce produit sur toutes les posi- 
tions des points x, et x, (pour r donné) dans le volume envisagé ; 
c'est précisément la médiation employée au $ 33 lors de la déter- 
mination des fonctions de corrélation. Le mouvement étant isotrope, 
la quantité vv’ n’est fonction que de r. Elle décroît rapidement lors- 
que r croît, puisque les vitesses du mouvement turbulent en deux 
points très éloignés l’un de l’autre peuvent être considérées comme 
étant statistiquement indépendantes ; la moyenne de leur produit 
se décompose alors en produit des moyennes, qui sont nulles (rappe- 
lons que le mouvement considéré est de vitesse moyenne partout 
nulle). 


Effectuant sous l'intégrale (38,1) une telle médiation, on obtient 
M® sous la forme 
M2=p! Î fdV, f=— [ (V)r° dv”. (38,2) 


L'expression sous l'intégrale dans f décroît rapidement lorsque r 
croît, de sorte que l'intégrale converge (cela signifie que lorsque les 
12—406 
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dimensions L du domaine tendent vers l'infini, / tend vers une limite 
finie). Le mouvement étant homogène !, la quantité f est constante 
dans tout le volume du fluide, et l’on peut écrire simplement 
2= p?fV. 

Notons bien que le moment cinétique du mouvement croît comme 
la racine carrée du volume du fluide en mouvement, et non comme sa 
première puissance. Cela provient de ce que le moment cinétique 
total est la somme d’un grand nombre de termes statistiquement 
indépendants (des moments des divers éléments de fluide) de valeurs 
moyennes nulles. 

Nous sommes donc conduits à cette conclusion que, dans le cas 
envisagé du mouvement turbulent isotrope, la condition de constance 
de M équivaut à 


f (vv’) r® dV = const. (38,3) 


Telle est la loi de L. Loytsianski*®. 

Dans (38,3) l'expression sous le signe somme est notablement 
différente de zéro dans un domaine de dimensions de l’ordre de l’échel- 
le fondamentale ! du mouvement turbulent (le volume de ce domaine 
est — Æ) et y a pour ordre de grandeur v*!?. Aussi déduit-on de (38,3) 
la relation 

v?l5 — const. (38,4) 

On peut déterminer à l’aide de cette relation la loi de l’amortis- 
sement de la turbulence isotrope au cours du temps. Pour ce faire, 
évaluons encore la dérivée par rapport au temps de l'énergie cinéti- 
que de l'unité de volume du fluide. D'une part, elle peut s'écrire, 


quant à l’ordre de grandeur, ee. D'autre part, elle doit être égale 
à l'énergie e dissipée dans l'unité de temps dans ce même volume. 

3 : PRE 
D'après la formule (31,1), e — D (le rôle de la vitesse caractéristi- 


que étant tenu maintenant par v). Rapprochant ces deux expressions, 
on trouve: 


L vt. (38,5) 

Substituant (38,5) dans (38,4), il vient 
t : 
DT (38,6) 


1 Dans tout le domaine, sauf une partie infime de ce domaine au voisinage 
de la surface. 

2 En toutc rigucur, la démonstration exposée n’exclut pas que l'intégrale 
écrite soit toujours nulle ou infinie, ce qui ferait perdre son sens à la loi de sa 
conservation. Néanmoins, nous ne voyons aucun fondoment à ces appréhen- 
sions. 
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De sorte que la vitesse du mouvement turbulent isotrope s'amortit 
avec le temps en raison inverse de t5/7. On a pour l: 


— const-#?/1, (38,7) 
c'est-à-dire que l'échelle fondamentale de turbulence est en raison de 


12/7, Ces résultats ont été déduits par À. Kolmogorov (1941). 
D'après les formules (38,6), (38,7), le nombre de Reynolds R — 


NE = « : 
_ = décroît au cours du temps comme {"3/7 et, à la longue, devient 


si petit que la viscosité commence à jouer un rôle important. L'éner- 
gie dissipée est alors déterminée, d’une part, par la formule usuelle 
(6,13), d'après laquelle 


__ pv ( dv; dh )- pvv? 


2 \oz Oz; BE 
D'autre part, e— Le . Rapprochant les deux expressions, on 
obtient : _ 
l 2 Vvt, (38,8) 
et on déduit à présent de (38,4) 
const . à 
TA : (38,9) 


Ces formules, dues à M. Milliontchikov (1939), déterminent la loi 
d'amortissement de la turbulence isotrope au stade ultime de cet 
amortissement, alors que l'influence de la viscosité devient prédo- 
minante. 

On peut réaliser un mouvement turbulent isotrope en faisant pas- 
ser un fluide à travers un réseau de turbulence, qui est un écran percé 
d'un grand nombre de trous régulièrement disposés. Désignons la 
vitesse du flux fondamental par U (et prenons l'axe des x dans la 
direction de U), et cherchons la vitesse réelle sous la forme U + v, 
de sorte que v est la vitesse du mouvement turbulent qui nous inté- 
resse. Si l’on introduit un référentiel se déplaçant avec la vitesse 
U, relativement à ce référentiel le fluide effectue un mouvement tur- 
bulent de vitesse v. En même temps qu'on s'éloigne du réseau, le 
mouvement turbulent moyen (de vitesse u = v) s’amortit plus vite 
que le mouvement pulsatoire. Ceci résulte du fait que le mouvement 
moyen a ses échelles de l’ordre des dimensions a des trous du réseau 
lesquels (cf. ci-dessous) sont petits par rapport aux échelles du mou- 
vement pulsatoire. En définitive, à des distances x suffisamment 
grandes du réseau, la vitesse moyenne u est pratiquement nulle et 
la vitesse turbulente v est purement pulsatoire. On peut considérer 
qu'à ces distances le mouvement turbulent est pratiquement complè- 
tement isotrope (dans des régions dont les dimensions sont petites 


12 
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devant z, mais non forcément petites devant l’échelle fondamentale 
de la turbulence). À l’amortissement de la turbulence au cours du 
temps dans le référentiel mobile correspond dans le référentielinitial 
fixe l'amortissement de la turbulence avec la distance au réseau. 
La loi de cet amortissement est déterminée par les formules déduites 
précédemment, dans lesquelles il suffira de remplacer £ par x/U. 
Notant qu'on doit avoir L — a aux distances du réseau de l’ordre 
de grandeur a de ses trous, on peut recopier la formule (38,7) sous la 


forme 
lea (+) re 


l 


On a pour la vitesse d'après (38,5) — , d'où 


vu (+). 


Problème 


A l'aide de l'équation (33,17) déduire pour le mouvement isotrope turbulent 
la loi quantitative d'amortissement de v,,v,, au stade où la viscosité du fluide 
intervient (L. Loytsianski, M. Milliontchikov). 

Solution. Dans le cas envisagé, on peut négliger dans l'équation 
(33,17) le terme contenant B,,, en tant que terme d'ordre supérieur par rapport 
à la vitesse déjà petite. Introduisant la quantité 


DB 
brr = rire = Es = 


{cf. (33,16)], on obtient pour elle l'équation 


Dbe 2 0. {4 de) 2 
ot ré ôr dr 


dont la solution qui nous intéresse est 
r2 
joe const — gy2 
Tr — 19/2 


fcf. solution analogue (51,6) de l'équation de la chaleur]. Elle détermine la 
forme asymptotique de la fonction b,,. pour des conditions initiales où b,, est 
une fonction arbitraire décroissant suffisamment vite lorsque r croît [de même 
que (51,6) donne la loi asymptotique de propagation de la chaleur localisée 
à l'instant initial dans une petite région de l'espace]. 


CHAPITRE IV 


COUCHE LIMITE 


$ 39. Couche limite laminaire 


Nous avons maintes fois mentionné la circonstance que des nom- 
bres de Reynolds très grands sont équivalents à une très faible viscosité, 
ce qui nous permet de considérer le fluide comme étant parfait pour 
ces R. Cependant, une telle approximation est certainement inadé- 
quate pour le mouvement du fluide au voisinage de parois rigides. 
Les conditions aux limites pour un fluide parfait n’exigent que la 
disparition de la composante normale de la vitesse ; quant à la com- 
posante de la vitesse tangente à la surface du corps autour duquel 
le fluide s'écoule, elle est, en général, finie. En ce qui concerne un 
fluide réel visqueux, la vitesse sur les parois rigides doit être nulle. 

D'où la conclusion que, pour les grands nombres de Reynolds, 
l'annulation de la vitesse se passe presque complètement dans une 
mince couche de fluide au voisinage de la paroi. C'est la couche limite 
caractérisée par le fait que les gradients de la vitesse y sont consi- 
dérables. Le mouvement dans la couche limite peut être aussi bien 
laminaire que turbulent. Nous envisagerons ici les propriétés de la 
couche limite laminaire. Bien entendu, cette couche n'est pas nette- 
ment délimitée, et la transition entre le mouvement laminaire dans 
cette couche et dans le flux fondamental est continue. 

La décroissance de la vitesse dans la couche limite est due, en 
définitive, à la viscosité du fluide, qui ne saurait être négligée ici, 
bien que R ait de grandes valeurs. Mathématiquement, les gradients 
de la vitesse dans la couche limite étant importants, les termes vis- 
queux dans les équations du mouvement, qui contiennent les déri- 
vées de la vitesse par rapport aux coordonnées, sont grands, bien que 
la viscosité v soit petite. 

La théorie mathématique de la couche limite a été construite par 
L. Prandil. 

Déduisons les équations du mouvement d’un fluide dans la couche 
limite laminaire. Pour la simplicité de la déduction, considérons 
l'écoulement bidimensionnel du fluide au voisinage d’un élément 
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de surface plan du corps. Nous prendrons ce plan pour plan x, z, 
et nous dirigerons l’axe des x dans la direction de l'écoulement. La 
distribution de la vitesse est indépendante de la coordonnée z; la 
composante en z de la vitesse est absente. 

Les équations hydrodynamiques exactes de Navier-Stokes et 
l'équation de continuité s’écrivent analytiquement : 


» ŸE - 4 oôp dv CÈM 
+0 Fe y 0e -v(SE+<) ; (39,1) 

. dy 1 ôp dvy &vy 
Uk y Vy dy __ p dy (= dy? ) : (39,2) 
x dy …. SE 
DE = 0. (39,3) 


Le mouvement étant supposé stationnaire, nous n’avons pas écrit 
les dérivées par rapport au temps. 

Comme la couche limite est mince, il est clair que le mouvement 
s’y fera principalement parallèlement à la surface, c'est-à-dire que 
la vitesse v, sera petite devant v, (ceci résulte déjà aussitôt de l’équa- 
tion de continuité). 

Suivant la direction de l’axe des y la vitesse varie très vite — 
sa variation est notable sur des distances de l’ordre de l’épaisseur 
6 de la couche limite. Mais dans la direction de l’axe des x la vitesse 
varie lentement ; sa variation devient notable sur des distances de 
l'ordre de la longueur caractéristique / du problème (disons, des 
dimensions du corps). Ceci étant, ses dérivées par rapport à y sont 
grandes en comparaison des dérivées par rapport à x. Il en résulte 
qu'on peut négliger dans l'équation (39,1) la dérivée Se par rapport 
à De et, en rapprochant la première De de la seconde, on voit 


que la dérivée e est petite devant 2 (leur rapport est du même 


ordre de grandeur que 2) . À l'approximation envisagée, on peut 
x 
simplement poser 
2p 
FT (39,4) 


c’est-à-dire considérer que le gradient de pression transversal est nul 
dans la couche limite. En d'autres termes, la pression dans la couche 
limite est égale à la pression p(x) dans le flux fondamental, cette 
dernière étant dans la résolution du problème de couche limite une 
fonction donnée de x. Dans l'équation (39,1) on peut maintenant 


écrire au lieu de > Se la dérivée totale ——— ste 2) , ; cette dérivée peut s'expri- 


COUCHE LIMITE LAMINAIRE 183 


mer au moyen de la vitesse U (x) du flux fondamental. Le mouvement 
étant potentiel en dehors de la couche limite, on a l'équation de 
Bernoulli 


prie —const, d'où Sa 


De sorte qu'on a le système d'équations du mouvement dans la 
couche limite laminaire sous la forme 


dx CA ve 1 dp _;, dU CD ôvy … : 
RE Mo Vo 7 p d Dr Lo ee (39,5) 


On pourrait facilement montrer que ces équations (déduites pour 
l'écoulement sur une paroi plane) sont vraies dans le cas plus général 
de l'écoulement bidimensionnel arbitraire autour d’un corps (écou- 
lement transversal autour d’un cylindre infiniment long de section 
quelconque). Alors, x est la distance évaluée le long du contour 
de la section transversale à partir d’un point de ce contour, et y la 
distance à la surface du corps (suivant la normale). 

Soit U, la vitesse caractéristique du problème donné (par 
exemple, la vitesse du flux incident à l'infini). Introduisons au 
lieu des coordonnées x, y et des vitesses v,, v, les variables sans 
dimensions x’, y’, vx, v, définies comme suit: 


ly’ , Uoy . 

xz—=lzx =——, CU, v,=——<+ 39,6 

, y VAR , x 0x [71 VR ( , ) 

(et on pose respectivement U=UQU"), où R— 2e . Alors, les 
équations (39,5) s'écrivent 

, dv. , dv dv". , dU" dv: dv, Un 

Dear + Voyage ar ge tag 0 (39,7) 


Ces équations (ainsi que leurs conditions aux limites) ne contien- 
nent pas la viscosité. C'est dire que leurs solutions ne dépendent 
pas du nombre de Reynolds. Ainsi donc, nous sommes conduits. 
à cet important résultat: le nombre de Reynolds variant, toute 
l'image du mouvement dans la couche limite n’est soumise qu'à 
une transformation de similitude qui conserve les distances et les 
vitesses longitudinales, les vitesses et les distances transversales 
variant en raison inverse de la racine de R. 

Puis, on peut affirmer que les « vitesses » sans dimensions v:, v, 
obtenues en résolvant les équations (39,7) doivent, en tant qu'in- 
dépendantes de R, être de l’ordre de grandeur de l'unité; ilenest 
de même de l'« épaisseur de la couche limite» ô en coordonnées 
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z°, y’. On peut donc déduire des formules (39,6) que 


Uy 


Uo 

VA: (39,8) 
c'est-à-dire que le rapport de la vitesse transversale à la vitesse 
longitudinale est en raison inverse de VR, et 

l 
0 ——, 39,9 
VR (9) 
ce qui prouve que l'épaisseur de la couche limite décroît comme 
R—1/2 lorsque le nombre de Reynolds croît. 

Appliquons les équations de la couche limite à l'écoulement plan 
autour d’une plaque plane. Supposons que le plan de la plaque coïn- 
cide avec le demi-plan x, z correspondant aux x positifs (de sorte 
que x = 0 soit le bord d'attaque de la plaque). La plaque est sup- 
posée infinie dans le sens des x positifs. La vitesse du flux fonda- 
mental est alors évidemment constante : U — const. Les équations 
(39,5) prennent alors la forme 

Lx dx __, Jr dx dy 
Ux ox Ta Vo , HP dr. — V. (39,10) 
Les conditions aux limites sur la surface de la plaque exigent 
l'annulation des deux composantes de la vitesse : 


Ux=vy=0 pour x>0, y=0. 


Lorsqu'on s'éloigne de la plaque, la vitesse doit tendre asymptoti- 
quement vers la vitesse incidente U, c'est-à-dire que 


vx =U lorsque y —>+ co. 


Dans la solution des équations de la couche limite, F et u, V4 = ne 


peuvent être, ainsi qu’on l’a vu, fonctions que de x” =T ety"=y V a ; 
Or, dans le problème envisagé de la plaque infinie on n’a pas de 


n se . D. . » 
paramètres caractéristiques de longueur /. Aussi D ne saurait dépen- 


dre que d’une combinaison de z’ et y” ne contenant pas /; telle est la 

À y" y f U : se : y 
combinaison Ve VV + Quant à v,, ici la fonction de V7 
doit être le produit v,Wz”. De sorte qu’on pourra chercher la solu- 
tion sous la forme 


avi +). = ny 2). ea 
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f, f1 étant certaines fonctions sans dimensions. Au moyen dela 
deuxième équation (39,10) on pourra exprimer f, en fonction de f. 
Ainsi, le problème revient à déterminer une seule fonction f de 
la seule variable E = y = LE 

Dans ce qui suit, nous ne considérerons que la distribution de la 
vitesse longitudinale v, (puisque la vitesse v, est petite). Déjà la for- 
mule (39,11), dans laquelle la fonction f n'est pas encore détermi- 
née, permet de faire l’importante déduction suivante. La vitesse v, 
croît de zéro sur la surface de la plaque à une certaine fraction de U 
pour une valeur déterminée de l'argument de f, c’est-à-dire pour 


y V L= const, la constante étant un certain nombre. Aussi peut-on 
déduire que l'« épaisseur » de la couche limite sur la plaque a pour 


ordre de grandeur 
zv 
5 V +. (39,12) 


Ainsi donc, avec la distance au bord de la plaque 6 croît en raison 
de la racine carrée de la distance à ce bord. 

La fonction f peut être trouvée par intégration numérique de 
l'équation correspondante; son graphique est représenté sur la 
fig. 19. On voit que f tend très vite vers sa valeur limite: l'unité ?. 

La force de frottement agissant sur l'unité d'aire de la surface 
de la plaque est 


1 On verrait facilement que si l’on introduit  (ë) telle que f (£) = æ’ (&). 
on aurait 


e- 1 E + 
fa G)=-- (ëp—p), 
y satisfaisant à l'équation 
qq" +29" =0 
avec les conditions p = 0, p’ = Ü pour ë = 0, et g’ = 1 pour Ë = oo. 


2 Onutilise parlois pour caractériser la largeur de la couche limite l’« épais- 
seur de déplacement » définie de sorte que 


Î (U — vs) dy = U6*, 
0 


#12) ©. 


Elle vaut 
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Un'calcul numérique donne : 
Guy = 0,332 VU. (39,13) 


Si la plaque est de longueur ! (le long de l'axe des x), la force 
totale de frottement (par unité de longueur dans la direction trans- 
versale — suivant l'axe des z) agissant sur la plaque est 

l 
F=2 [ Oxy ÀT. 
0 
Le facteur 2 tient compte du fait que la plaque est mouillée sur 
ses deux faces. Il vient en substituant (39,13): 


F —1,328 V nplUS (39,14) 


(Blasius, 1908). Notons que la force de frottement est en raison de la 
puissance 3/2 de la vitesse du flux incident. La formule (39,14) ne 


Fig. 19 


peut s'appliquer que pour des plaques suffisamment longues, pour 
lesquelles le nombre de Reynolds R — 7 est assez grand. Au lieu 
de la force, on introduit habituellement le coefficient de résistance 
défini comme le rapport sans dimension 


F 
a 1/2p02 ai * (39,15) 


En vertu de (39,14), cette quantité est, en écoulement laminaire autour 
de la plaque, en raison inverse de la racine carrée du nombre de 
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= : (39,16) 


Les formules quantitatives déduites ici ne concernent, bien enten- 
du, que l'écoulement autour d'une plaque plane. Quant aux résul- 
tats qualitatifs [par exemple (39,8), (39,9)], ils sont légitimes aussi 
bien pour l'écoulement autour d’un corps de forme arbitraire; alors 
L représentera les dimensions du corps dans le sens de l'écoulement. 

Faisons mention particulière des deux cas suivants de couche 
limite. Si l'on a un disque plan (de grand rayon) tournant dans un 
fluide autour de son axe normal à son plan, pour évaluer l'épaisseur 
de la couche limite il faut substituer dans (39,12) Qzx à U (Q est la 
vitesse angulaire). On trouve alors: 


ô-V+. (39,17) 


On voit que l'épaisseur de la couche limite peut être supposée cons- 
tante suivant la surface du disque (en conformité avec la solution 
exacte de ce problème déduite au $ 23). Pour ce qui est du moment 
des forces de frottement agissant sur le disque, le calcul au moyen 
des équations de la couche limite conduit, certes, à la formule (23,4). 
puisque c'est là une formule exacte, cet que, de ce fait, elle convient 
au mouvement laminaire quel que soit R. 

Enfin, arrêtons-nous à la question de la couche limite laminaire 
qui se forme sur les parois d'une conduite au voisinage de l'entrée. 
Le fluide entre habituellement dans la conduite avec une distribu- 
tion des vitesses presque constante dans toute la section transversale, 
et la décroissance de la vitesse n’a lieu que dans la couche limite. 
Quand on s'éloigne de l'entrée, des couches de fluide de plus en plus 
proches de l'axe commencent à être freinées. La quantité de fluide 
qui s'écoule devant rester constante, à mesure que le diamètre de la 
partie interne de l'écoulement décroît (le profil des vitesses y est 
presque constant), le courant est accéléré dans cette partie. Ce pro- 
cessus continue jusqu'à l'établissement asymptotique de la distri- 
bution des vitesses de Poiseuille, qui, de cette façon, n'est réalisée 
qu'aux distances suffisamment grandes de l'entrée de la conduite. 
Il est facile de déterminer l’ordre de grandeur de la longueur ! de ce 
« tronçon initial » du courant. Il est déterminé par le fait qu'à la 
distance / de l'entrée l'épaisseur de la couche limite devient de l’ordre 
de grandeur du rayon de la conduite a, si bien que la couche limite 
remplit en quelque sorte toute la section. Posant dans (39,12) x — ! 
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et Ô — a, on obtient: 
a?U 


Le 


- ar. (39,18) 


Ainsi, la longueur du tronçon initial est en raison du nombre de 
Reynolds 1. 


Problèmes 


1. Déterminer l'épaisseur de la couche limite au voisinage du point critique 
(cf. $ 10) sur le corps. 

Solution. Au voisinage du po d'arrêt, la vitesse du fluide (en dehors 
de la couche limite) est une fonction linéaire de la distance x à ce point, de sorte 
qu'on peut écrire U = cr. L'évaluation des termes des équations (39,5) mène 


à l'expression 
6 y” F3 
Tr: 


Ainsi, au voisinage du point critique l’épaisseur de la couche limite reste finie 
(et, notamment, elle ne s'annule pas au point critique lui-même). 
2. Déterminer le mouvement dans la couche limite lors de l'écoulement 
Fer convergent (cf. $ 23) constitué par deux plans concourants (Pohlhausen, 
Solution. Considérant la couche limite formée le long d’un côté de 
l’angle, nous évaluerons la coordonnée z le long de ce côté à partir du point 
O (cf. fig. 8). Lors de l'écoulement d’un fluide parfait, nous aurions pour la 


vitesse l'expression U = TZ: le gradient de pression correspondant est, en 
vertu de la formule de Bernoulli, 


EL SR EN 
p dr dx 2 œ2rsp? ‘ 


Il est facile de s'assurer que v. et v, doivent être cherchées sous la forme 
#20 ( y __@ y 
x px / +). Wa /1 (+). 


On déduit de l'équation de continuité = f, après quoi la première des 


équations (39,5) donne pour f 
PE jrs, 


Q 


1 Nous passerons totalement sur la théorie de la couche limite dans un fluide 
compressible. Les équations du mouvement dans une telle couche s'établissent 
suivant le même principe que pour un fluide incompressible, mais, bien entendu, 
elles sont beaucoup plus compliquées. 

On pourra trouver l’exposé de la théorie de cette question dans les livres: 
N. Kotchine, I. Kibel, N. Rozé, Hydromécanique théorique, 
deuxième partie, chap. II, 88 35, 36, sixième édition, Moscou, 1963 (en russe) ; 
H. Schlichting, Boundary layer theory, Pergamon Press, London, 1955; 
L. Howarth ed., Modern developments in fluid dynamics; High speed flow, 
vol. I. Oxford, 1953. 
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le signe ‘désignant la dérivée de f par rapport à son argument £ — L . Les condi- 


tions aux limites stipulent: f (0) = 0, f (>) = 1 (conformément au fait qu'on 


doit avoir ve [yo = 0, vx ly=o = &) . Cette équation a pour intégrale pre- 
mière 

Vap pay L° 

2Q Î =f 3 + const. 


Comme f tend vers l'unité lorsque y — ©, on voit que la dérivée f’ tend, elle 
aussi, vers une limite déterminée, et il est bien clair que cette limite ne peut 
qu'être nulle. Une fois la constante déterminée à partir de cette condition, on 
trouve: 


10 LA = 2 
Sole (AU +2. 


Le second membre étant toujours négatif dans l'intervalle 0 < f 1, on aura 
forcément Q < 0. En d’autres termes, la couche limite du type envisagé ne 
se forme qu’en écoulement dans un convergent (avec de grands nombres de Rey- 


nolds R = [C1 et elle n'est pas formée dans un écoulement dans un divergent 


conformément aux résultats du $ 23. Intégrant encore une fois, on obtient en 
définitive: 


f=3th? [in (V2+V3)+E D] 


$ 40. Mouvement au voisinage de la ligne de décollement 


Décrivant le phénomène de décollement ($ 34), nous avons déjà 
dit que la position réelle de la ligne de décollement sur la surface 
du corps est déterminée par les propriétés du mouvement dans la 
couche limite. Nous verrons plus loin qu’au point de vue purement 
mathématique la ligne de décollement est un lieu de points singuliers 
des solutions des équations du mouvement dans la couche limite 
(des équations de Prandtl). Le problème consiste à déterminer les 
propriétés de ces solutions au voisinage d’une telle ligne singulière !. 

On sait que la ligne de décollement donne naissance à une surface 
qui s'enfonce dans le fluide, cette surface délimitant la région du 
mouvement turbulent. Le mouvement est rotationnel dans toute 
la région turbulente, alors qu’en l'absence de décollement il ne serait 
rotationnel que dans la couche limite, où la viscosité est essentiel- 
le, et le rotationnel de la vitesse serait nul dans le flux fondamental. 
Aussi peut-on dire que lors du décollement le rotationnel de la vites- 


1 Cette interprétation de la question, différant quelque peu de l’exposé 
usuelle, est due à L. Landau. 
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se « pénètre » à partir de la couche limite à l’intérieur du fluide. 
Mais, en vertu de la loi de conservation de la circulation de la vites- 
se, une telle « pénétration » ne peut se faire que par déplacement 
direct du fluide s'écoulant au voisinage de la surface (dans la couche 
limite) vers l’intérieur du flux fondamental. C'est dire en quelque 
sorte que le courant « décolle » dans la couche limite de la surface 
du corps, et les lignes de courant sortent de la couche pariétale et 
s’enfoncent à l'intérieur du fluide. (De là le vocable « décolle- 
ment » ou « décollement de la couche limite ».) 

Les équations du mouvement dans la couche limite ont pour con- 
séquence, on l’a vu, que, dans cette couche, la composante tangen- 
tielle de la vitesse (v.) est grande par rapport à la composante norma- 
le à la surface du corps (v,). Une telle relation entre v, et v, est liée 
organiquement aux hypothèses fondamentales sur le caractère du 
mouvement dans la couche limite et doit être nécessairement véri- 
fiée partout où les équations de Prandtl ont des solutions douées 
de sens physique. Mathématiquement, cette relation est certaine- 
ment vérifiée en tous les points non situés dans le voisinage immé- 
diat des points singuliers. Or, si v, & v,, le fluide longe la surface 
du corps sans pratiquement s’en éloigner, de sorte qu’il ne saurait 
y avoir « décollement du courant ». De cette façon, nous déduisons 
que le décollement ne peut avoir lieu que sur une ligne dont les points 
sont singuliers pour la solution des équations de Prandtl. 

Le caractère de ces singularités résulte aussi directement de ce 
qui vient d'être dit. En effet, arrivé à la ligne de décollement, le 
courant s'écarte, passant de la région de la couche limite à l’intérieur 
du fluide. Autrement dit, la composante normale de la vitesse cesse 
d'être petite devant la composante tangentielle et devient, pour 
le moins, du même ordre de grandeur. Nous avons vu [cf. (39,8)] 


que le rapport ‘! est de l'ordre de 7 , et dire que v, croît jusqu'à 

Vx 
v, — v, revient à dire qu'elle est multipliée par VR. En consé- 
quence, pour des nombres de Reynolds suffisamment grands (qui seuls 
sont envisagés), on peut considérer que v, croît une infinité de fois. 
Si l'on passe dans les équations de Prandtl aux quantités sans dimen- 
sions [cf. (39,7)], la situation décrite signifie formellement que la 
vitesse sans dimensions v, dans la solution des équations devient 
infinie sur la ligne de décollement. 

Nous envisagerons, pour simplifier quelque peu l'étude qui suit, 
le problème « bidimensionnel » de l'écoulement transversal autour 
d'un corps infiniment long. Comme d'usage, x sera la coordonnée 
suivant la surface du corps dans le sens de l'écoulement, et y la 
distance à la surface. Au lieu de la ligne de décollement, on pourra 
dire en l'occurrence « point de décollement », ayant en vue l'inter- 
section de la ligne de décollement avec le plan x, y; c’est, dans les 
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coordonnées choisies, le point x = const = xo, y = 0. Soit x < 0 
le domaine antérieur au point de décollement. 

Conformément aux résultats déduits, pour x = xo on a pour tous 
les y! 


by (avr ÿ) = 00. (40,1) 
Or, dans les équations de Prandtl la vitesse v, est, en quelque sorte, 
une quantité auxiliaire que l’on ignore lors de l'étude du mouvement 
dans la couche limite (étant donné qu’elle est petite). Dès lors, il 


y a lieu d'’expliciter les propriétés de la fonction v, au voisinage de la 
ligne de décollement. 


âl 
Il résulte de (40,1) que pour x = x, la dérivée _ devient, elle 


dv 
RS 2 . . °, » OÙ. ° 
aussi, infinie. De l'équation de continuité Ÿe + à = 0 résulte alors 


que la quantité dx devient également infinie, ou bien 
0x | x=x0 
ôz 
dx =0, 


x étant considéré comme fonction de v, et de y. Désignons par xo(u} 
la valeur de v,. (x, y) pour x = xolvo (y) = v,(xo, y)l. Au voisinage 
du point de décollement les différences v, — vo et ro — x sont petites 
et on peut développer xo — x en série des puissances de v, — ty 
(pour y donné). En vertu de la condition ml ie 0, le terme du 
"x =v0 

premier ordre de ce développement doit être identiquement nul, et 
l’on a, en se limitant au second ordre: 


To— 2 = f (y) (0x — vo) 
ou 


Ux = Vo(y) + a (y) V'ro—x, (40,2) 


æ=—}_ étant une fonction de y seule. Ecrivant maintenant 


Vi 


dy dv __ œ(y) 
dy ôz 7 2Vzo-x 
et intégrant, on obtient pour v,: 
B (y) | 
Uy = 40,3 
y V/z0—z , ( } 


où BU=+ \ (y) dy est encore fonction de y. 


1 Excepté le seul point y — 0, en lequel on aura toujours v, — 0 d’après 
les conditions aux limites sur la surface du corps. 
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Puis, servons-nous de la première des équations (39,5): 


ôv. e @v 1 dp 

Vx Re +de EVE (40,4) 
ôvz 
ôy? 
de (40,2). Il en est de même de la quantité æ définie par le mouve- 


ment en dehors de la couche limite. Quant aux deux termes du pre- 
mier membre de (40,4), ils deviennent séparément infinis. En pre- 
mière approximation, on peut donc écrire dans le voisinage du point 
de décollement 


La dérivée 


ne devient pas infinie pour + = xo, ainsi qu'il résulte 


Pgo Ge = 0 
Substituant dans cette équation ds = +, nous la recopierons 
sous la forme 
ôvy ôvx 2 0 y 


PR og 0 0 +0 ve 
Puisque pour x = zx, la vitesse v, ne s’annule pas en général, on doit 
avoir La = 0, c'est-à-dire que le rapport . ne dépend pas de y. 
Par ailleurs, on déduit de (40,2) et (40,3) en négligeant les termes 
d'ordre supérieur 
tv ____B() 
Vx  vo(y) Vro—z 


Pour que cette expression ne dépende que de x on doit avoir (y) — 
—1/,Av(y), où À est une constante numérique. De sorte que 


Avo (r) Fe 
= 7e Va: (40,5) 


Enfin, notant que les fonctions & et ff dans (40,2) et (40,3) oi 


liées l’une à l'autre par l'équation « —2f”, on obtient æ= 4 —— LL 


de sorte que 
ba = vo(u) +4 Ê8 Va—z. (40,6) 


Les formules (40,5) et (40,6) onten le caractère de la dépen- 
dance des fonctions v, et v, par rapport à x au voisinage du point 
de décollement. On voit que toutes deux sont développables dans 
ce domaine suivant les puissances de la racine Vro — x, et le déve- 
loppement de v, commence par le terme de puissance — 1, si bien 
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que v, tend vers l'infini lorsque x — r, comme - 


. Pour z > 
To —Z 


> to, c'est-à-dire au-delà du point de décollement, les développe- 
ments (40,5) et (40,6) sont physiquement inapplicables, les racines 
étant imaginaires. Ceci prouve qu'il est physiquement dénué de sens 
de prolonger au-delà du point de décollement les solutions des équa- 
tions de Prandtl, qui décrivent le mouvement jusqu'à ce point. 
En vertu des conditions aux limites, sur la surface elle-même 
du corps on doit toujours avoir vw, = v, = 0 pour y = 0. Aussi 
déduit-on de (40,5) et (40.6) que 
dvo = 
lo (0) =0, ge di == VU. (40,7) 
De la sorte, on est conduit à cet important résultat qu'au point de 
décollement même (x = 20, y — 0) s’annule non seulement la vitesse 


V,, mais aussi sa dérivée première par rapport à y (ce résultat appar- 
tient à Prandtl). 

Il importe de souligner que l'égalité _ = 0 sur la ligne de 
décollement n’est vérifiée que dans la mesure où v, devient infinie 
pour cette valeur de x. Si la constante À dans (40,5) était accidentel- 
lement nulle [on n'aurait pas non plus alors v, (xo, y) — ol], le 

. « , # ee CA . . 
point x = xo, y = 0, où s’annule la dérivée FT ne serait en rien 
remarquable et, en tout cas, ne serait pas point de décollement. 
L'annulation de À peut, cependant, être purement fortuite, de sorte 
qu'elle est improbable. Donc pratiquement un point de la surface 


du corps où Se — 0, est toujours en même temps point de décolle- 
ment. 
Si l'on n'avait pas décollement au point x = xzo (c'est-à-dire 
5 ., À CNET 
si À = 0), pour x >x9 on aurait SE = 0, c'est-à-dire qu'avec 
V= 


la distance à la paroi (pour des y suffisamment petits) v, deviendrait 
négative et croîtrait en valeur absolue. En d’autres termes, au-delà 
du point x = x le fluide se mouvrait dans les couches inférieures 
de la couche limite à contre-courant ; il « affluerait » vers ce point. 
Soulignons qu'on ne saurait déduire de tels raisonnements la 
nécessité du décollement en un point où . = 0; toute l'image de 
l'écoulement avec «afflux » pourrait (comme cela aurait lieu si 
A = 0) se trouver entièrement dans la région de la couche limite, 
sans déboucher dans la région du flux fondamental, alors que le 
décollement est précisément caractérisé par le fait que le courant 
entre dans le volume principal du fluide. 

T1 a été montré au paragraphe précédent que l'image du mouve- 
ment dans la couche limite reste semblable à lui-même lorsque le 
13—406 
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nombre de Reynolds varie, et, notamment, les dimensions suivant 
la coordonnée zx restent inchangées. Il en résulte que la valeur x 


/ ge. +. OÙ : 
de la coordonnée zx pour laquelle s'annule la dérivée =] ne varie 
= 


pas lorsque R varie. De la sorte, nous sommes conduits à cette con- 
clusion importante que la position du point de décollement sur la 
surface du corps ne dépend pas du nombre de Reynolds (bien entendu, 
tant que la couche limite reste laminaire ; cf. à ce sujet $ 45). 

Explicitons encore les propriétés de la distribution de la pression 
p(x) au voisinage du point de décollement. Pour y = 0 le premier 
membre de (40,4) s'annule avec v. et v,, et il reste 


CE __ 1 dp (40,8) 


V— =———. 

y=0 Pp dr 
Ceci prouve que le signe de 4 Fr P coïncide avec celui de 2 Er . Tant 
que — CL > 0, on ne saurait rien dire du signe de la die secon- 


v=0 
de. Mais étant donné qu'avec la distance à la paroi v, est positive 


et croît (dans la région allant jusqu'au point de décollement), au 


point x = x, lui-même, où . = 0, on aura certainement el, - Le 
> 0. On en déduit que 

dp 

Ælu (40,9) 


c'est-à-dire qu’au voisinage du point de décollement le fluide se 
meut des petites aux grandes pressions. Le gradient de pression est 
lié au gradient de vitesse U(x) en dehors de la couche limite par la 


relation 22- — o . Le sens positif de l’axe coïncidant avec 
la direction du flux fondamental, on a U >>0, et on déduit que 
aU 
ke <0, (40,10) 


c'est-à-dire qu’au voisinage du point de décollement la vitesse 
U décroît dans le sens de l’écoulement. 

Les résultats obtenus permettent de conclure que lors de l’écoule- 
ment autour du corps il doit y avoir décollement en tel ou tel endroit 
de sa surface. En effet, à l'extrémité postérieure aussi bien qu’à 
l'extrémité antérieure du corps on a un point où, lors de l'écoule- 
ment potentiel d’un fluide parfait, la vitesse du fluide devrait s’annu- 
ler (point critique). Dès lors, à partir d’une certaine valeur de z, 
la vitesse U(x) devrait décroître pour finalement s’annuler. Par 
ailleurs, il est clair que le fluide qui s'écoule sur la surface est freiné 
d’autant plus fortement que la couche de ce fluide se trouve plus 
près de la paroi (c'est-à-dire que y est plus petit). Ceci étant, avant 
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que ne s’annule la vitesse U (x) sur la frontière extérieure de la couche 
limite, devrait s’annuler la vitesse au voisinage immédiat de la paroi. 
Mathématiquement, cela signifie évidemment que la dérivée LE 
devrait certainement s’annuler (donc impossibilité de non-décolle- 
ment) pour une certaine valeur de z inférieure à la valeur pour laquel- 
le U(zx) = 0. 

Dans le cas de l'écoulement autour de corps de forme arbitraire, 
tous les calculs peuvent être refaits de la même manière et conduisent 


à ce résultat que sur la ligne de décollement s’annulent les dérivées 
Ÿ, 2e des deux composantes de la vitesse w. et v, tangentes à la 
surface du corps (l’axe des y est, comme auparavant, dirigé suivant 
la normale à l’élément considéré de la surface du corps). 

Apportons un raisonnement simple montrant la nécessité de 
l'apparition du décollement dans les cas où, en l'absence de décolle- 
ment, on aurait dans le flux qui s'écoule autour du corps une croissan- 
ce suffisamment vite de la pression (et, en conséquence, une décrois- 
sance de la vitesse U) dans le sens de l'écoulement. Supposons que 
sur une petite distance Az = x; — x: la pression p subisse un accrois- 
sement suffisamment grand, passant de la valeur p;, à la valeur p; 
(p2 © pi). Sur cette même distance Az la vitesse U du fluide en 
dehors de la couche limite tombe de la valeur initiale U, à la valeur 
beaucoup plus petite L, définie par l'équation de Bernoulli : 


1 1 
Z(Ui—UD = (p2— pi). 
Comme p ne dépend pas de y, l'accroissement de pression p; — p, 


est le même à toutes les distances de la paroi. Pour un gradient de 


pression suffisamment grand DE, on peut omettre dans 
l’équation du mouvement (40,4) le terme vo , contenant la visco- 
sité (pourvu que, bien entendu, y ne soit pas trop petit). On peut 
alors aussi bien pour l'évaluation de la variation de la vitesse v 
dans la couche limite utiliser l'équation de Bernoulli, écrivant 


1 1 
7 (i—vi)= = (p2— p:) 
ou, en rapprochant de l'égalité précédente : 
vi = vi — (U?—U). 


Or, la vitesse v. dans la couche limite est plus petite que la vitesse 
du flux fondamental ; on peut choisir y tel que v? << U? — UE. 
Il se trouve donc que la vitesse v: est imaginaire, ce qui témoigne 
de l'absence de solutions des équations de Prandtl douées de sens 


13% 
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physique. En réalité, dans l'intervalle Az, se produira le décolle- 
ment, qui aura pour effet d'atténuer le gradient de pression trop 
grand. 

L’écoulement autour de l’angle formé par deux surfaces solides 
qui se coupent donne lieu à un cas intéressant de décollement. Dans 
le cas de l’écoulement potentiel laminaire autour d'un angle con- 
vexe (fig. 3), la vitesse du fluide devrait être infinie sur le bord 
de l'angle (cf. prob. 6 $ 10), croissant dans le flux qui se dirige vers 
le bord et décroissant dans le flux qui s’en éloigne. En réalité, la 
décroissance rapide de la vitesse (et, respectivement, la croissance 
de la pression) au-delà du bord de l’angle aboutit au décollement, 
la ligne de décollement étant la ligne du bord de l'angle. L'image 
obtenue du mouvement est celle examinée au $ 35. 

Si l’on considère l'écoulement laminaire dans un angle concave 
(fig. 4), la vitesse du fluide s’annule sur le bord de l’angle. La chute 
de vitesse (et la croissance de la pression) se produit ici dans le flux 
qui se dirige vers le bord de l'angle. Elle donne lieu, en général, au 
décollement, la ligne de décollement étant située en amont du bord 
de l'angle. 


Problème 


Déterminer l'ordre d'accroissement de pression Ap minimum qui doit exister 
(dans le flux fondamental) sur la distance Az pour donner lieu au décollement. 
Solution. Soit y une distance à la surface du corps à laquelle, d’une 
art, on puisse déjà appliquer l'équation de Bernoulli et, d'autre part, telle que 
ce carré v° (y) de la vitesse v dans la couche limite y soit inférieur à la variation 
| AU® | duÿcarré de la vitesse U en dehors de cette couche. Pour v (y) on peut 


écrire quant à l'ordre de grandeur: v (y) & % y + y (s = Va étant Ja 


largeur de la couche limite, ! la dimension du corps) . Egalant les ordres de gran- 


deur des deux termes du second membre de l'équation (40,4), il vient: Tr : 


24) eV A . Par ailleurs, de la condition 1? = | AU | = 2 sp on déduit: 
y? ôy p 

e . En éliminant y des deux relations déduites, on obtient finalement : 

2/3 

Ap — pU? (+) . 


$ 41. Stabilité du mouvement dans la couche limite laminaire 


Le mouvement laminaire dans la couche limite, ainsi que tout 
autre écoulement laminaire, devient dans telle mesure, pour des 
nombres de Reynolds suffisamment grands, instable. Le caractère 
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de la perte de stabilité dans la couche limite est analogue à la perte 
de stabilité lors de l'écoulement dans une conduite ($ 29). 

Le nombre de Reynolds pour l'écoulement dans la couche limite 
varie le long de la surface du corps. Ainsi, lors de l'écoulement autour 
d’une plaque, on peut prendre pour définition du nombre de Reynolds 


R,; = 7 , æ étant la distance au bord d'attaque de la plaque, U la 


vitesse du fluide en dehors de la couche limite. Mais on a une défi- 
nition plus caractéristique de Ja couche limite lorsqu'on attribue 
le rôle de dimensions à une longueur quelconque caractérisant 
directement l'épaisseur de la couche; on pourra prendre pour telle 
le épaisseur de déplacement » 6* (cf. renvoi de la p. 185): 
R, — Uê* 
RE TE 

Comme la dépendance de l'épaisseur de la couche limite par rap- 
port à la distance x est donnée par la formule (39,12), il est clair que 
Rs — VER 2 

La variation de l'épaisseur de la couche avec la distance étant 
relativement lente, lors de l'étude de la stabilité de l'écoulement dans 
une petite région on pourra négliger cette variation et considérer 
un écoulement plan rectiligne de profil des vitesses invariable le 
long de l’axe des x ©. Alors, au point de vue purement mathématique, 
le problème sera tout à fait analogue à celui de la stabilité de l’écou- 
lement entre deux plans parallèles (il en a été question au $ 29). 
La différence n'est que dans la forme du profil des vitesses : au lieu 
d'un profil symétrique avec v — 0 sur les deux frontières, on a ici 
un profil asymétrique dans lequel la vitesse varie de zéro sur la 
surface du corps à une valeur donnée U, qui est la vitesse du flux 
en dehors de la couche limite. Une telle étude conduit aux résultats 
suivants (Lin, 1945). Se . 

La forme de la courbe frontière de stabilité sur le diagramme w, 
R (cf. $ 29) dépend de la forme du profil des vitesses dans la couche 
limite. Si le profil des vitesses n'a pas de point d'inflexion (la vitesse 
v, est monotone croissante, et la courbe v, = v,(y) est partout con- 
vexe ; fig. 20,a), la frontière de stabilité est de forme complètement 
analogue à celle qui caractérise la stabilité de l'écoulement dans une 
conduite: on a une valeur minimum R = R,,1t pour laquelle appa- 
raissent des perturbations qui vont en s’amplifiant, et pour R —> 
les deux branches de la courbe tendent asymptotiquement vers 
l’axe des abscisses (fig. 21,a). Pour le profil des vitesses dans la 


1 Ainsi, pour la couche limite laminaire sur une plaque plane 


Rs=1,72 VRs. 


2 Un tel traitoment laisse, bien entendu, en marge la question de l'influence 
que peut exercer sur la stabilité de la couche limite la courbure de la surface. 


198 COUCHE LIMITE 


couche limite sur une plaque plane, le calcul donne pour la valeur 
critique du nombre de Reynolds la valeur Rscnt & 420 1. 

On ne peut avoir de profil des vitesses du type de la fig. 20,a si la 
vitesse du fluide en dehors de la couche limite décroît en aval; dans 


o 


Rÿ 


b) b) 
Fig. 20 Fig. 21 


ce cas le profil des vitesses a forcément un point d'inflexion. En 
effet, envisageons un petit élément de la surface de la paroi, qu'on 
pourra supposer plan, et soit de nouveau x la coordonnée longitu- 
dinale suivant la direction de l'écoulement, et y la distance à la 
paroi. La relation (40,8) 


Be | _146__ya 
OY® [v=0 Op d ôz 
montre que si U décroît en aval (+ <0) , au voisinage de la surface 
8%x 
ôy? > 0, 


1 Lorsque R3 — co, sur les branches 7 et ZZ de la frontière de stabilité w 
s'annule respectivement comme R3'/2 et Rs”. 
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c'est-à-dire que la courbe v, = v,(y) est concave. Lorsque y croît, 
la vitesse v, doit tendre asymptotiquement vers la valeur limite 
finie U. Il résulte déjà de considérations purement géométriques 
qu'il faut pour cela que la courbe devienne convexe, d'où l'existence 
d'un point d'inflexion (fig. 20,b). 

En présence de point d'’inflexion dans le profil des vitesses la 
forme de la courbe de la frontière de stabilité change quelque peu. 
Savoir, les deux branches de la courbe ont, lorsque R —> oc, diffé- 
rentes asymptotes: l’une des branches tend, comme auparavant, 
asymplotiquement vers l'axe des abscisses, et sur l’autre w tend vers 
une limite finie non nulle (fig. 21,b). En outre, la présence du point 
d'inflexion réduit fortement la valeur de R;it. 

Le fait que le nombre de Reynolds croisse le long de la couche 
limite confère un caractère spécifique au comportement des pertur- 
bations lors de leur « dérive » en aval. Envisageons l'écoulement 
autour d'une plaque plane et supposons qu'on provoque en un point 
de la couche limite une perturbation de fréquence donnée w. A sa 
propagation en aval correspond sur le diagramme de la fig. 21,a 
le déplacement à droite suivant l’horizontale wo = const. La per- 
turbation s'amortit d’abord, puis, une fois atteinte la branche 7 
de la frontière de stabilité, elle commence à s'amplifier. L'ampli- 
fication dure jusqu’à ce que soit atteinte la branche 77, puis la per- 
turbation s'amortit de nouveau. Le «facteur d'amplification » 
total de la perturbation durant la traversée de la région d’instabilité 
croît très vite au fur et à mesure que cette région se déplace vers les 
grands R (c’est-à-dire que plus bas est situé sur la fig. 21,a le segment 
horizontal correspondant entre les branches J et ZI de la frontière de 
stabilité). 

Néanmoins, ces résultats ne donnent pas par eux-mêmes de répon- 
se à la question de savoir s’il apparaît pour les R suffisamment 
grands une vraie instabilité absolue dans la couche limite laminaire, 
savoir une instabilité qui, au cours du temps, aboutit à l’amplifica- 
tion des perturbations au point donné du flux (cf. $ 29). Ainsi que 
pour l'écoulement dans une conduite, une telle étude n'a pas été 
faite. Les données expérimentales sur l'écoulement autour d'une 
plaque plane montrent que le lieu où apparaît la turbulence dans la 
couche limite ! dépend essentiellement de l'intensité des perturba- 
tions dans le flux incident. Lorsque la perturbation (le degré de tur- 
bulence) du flux était considérable, on a pu observer la turbulence 


1 Grâce à la variation du nombre de Reynolds le long de la plaque, la tur- 
bulonce n’affecte pas d'un coup toute la couche limite, mais seule la partie de 
cette couche pour laquelle Rs dépasse une certaine valeur. Pour une vitesse 
d'écoulement donnée, cela signifie que la turbulence apparaît à une distance 
déterminée du bord d'attaque ; Ja vitesse croissant, cette région se rapproche 
du bord d’attaque. 
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de la couche limite pour Rs & 560. Lorsque le degré de perturbation 
du flux décroît, la turbulence survient pour des R;3 plus grands, 
qui tendent vraisemblablement vers la valeur limite finie appro- 
ximative 3000. 

Il est possible que l'existence de cette limite témoigne de l'exis- 
tence d'une instabilité absolue vraie pour des R suffisamment grands. 
Mais il est aussi bien possible que, grâce à la croissance extrêémement 
rapide du « facteur d'amplification » en même temps que R, l'insta- 
bilité du type « dérive » décrite plus haut simule une vraie instahi- 
lité. 


$ 42. Profil logarithmique des vitesses 


Considérons l'écoulement turbulent plan d'un fluide le long 
d’une surface plane illimitée (lorsque nous parlons d’un flux turbu- 
lent plan, nous sous-entendons, évidemment, la moyenne temporelle 
du mouvement dans ce flux) !. Prenons la direction du flux pour 
axe des x, le plan de la paroi pour plan x, z, si bien que y sera 
la distance à la paroi. Les composantes de la vitesse moyenne suivant 
les axes y et z sont nulles: u, = u, u, = u, — 0. Il n’y a pas de 
variation de pression; toutes les grandeurs ne dépendent que de y. 

Désignons par © la force de frottement qui agit sur l'unité d'aire 
de la paroi (elle est, évidemment, dirigée suivant l'axe des x). La 
grandeur © n’est autre que l'impulsion cédée par le fluide à la paroi 
solide; elle est en même temps le flux d'impulsion constant (plus 
précisément, le flux de la composante en x de l’impulsion) qui est 
dirigé dans le sens négatif de l’axe des y, et définit la quantité d’im- 
pulsion qui est cédée d’une manière continue des couches fluides 
éloignées de la paroi aux couches moins éloignées. 

La présence de ce flux d’impulsion est évidemment liée à la pré- 
sence le long de l’axe des y du gradient de la vitesse moyenne . 
Si le fluide se mouvait partout avec la même vitesse, on n'y aurait 
aucun flux d’impulsion. On peut aussi inverser la question. Savoir, 
donnons-nous une certaine valeur de © et voyons quel doit être 
le mouvement dans un fluide de densité donnée p qui donne lieu 
à un flux d’impulsion o. Quant à la viscosité v, pour les grands 
nombres de Reynolds, elle ne joue, comme d'ordinaire, aucun rôle 


(elle n'entre en jeu qu'aux très petites distances y, voir plus bas). 
De sorte que la valeur du gradient de la vitesse F en chaque point 


doit être déterminée par les paramètres constants 0, © et, il va de 
soi, par la distance y elle-même. Les dimensions de ces trois quan- 


1 Les résultats exposés aux $$ 42, 43, 44 ont été déduits par T. Kérmän 
et L. Prandti. 
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dyne _ _& 


2 ae et cm. La dimension 


- . p 
tités sont respectivement E- , 
cmÿ 


de la dérivée ue est 1/s. La seule combinaison de cette dimension 


; , © 1 : 
qu'on puisse former avec ©, p et y est V <<. Aussi aura-t-on 


du 1, /0 
= — 49 
TIR V ni (42,1) 


* étant une constante numérique. Cette constante ne peut être 
calculée théoriquement et doit être déterminée à partir des données 
expérimentales. Elle vaut! 
x = 0,417. (42,2) 
= 
Introduisons la notation commode pour la suite v,=7}/ — de 
sorte que 
O == pui. (42,3) 
La quantité v, a pour dimensions cm/s et joue le rôle d’une certaine 
vitesse caractéristique du mouvement turbulent envisagé; (42.1) 


prend maintenant la forme Em, d'où 
y xy 
u= (In y+c), (42,4) 


c étant une constante d'intégration. Pour la déterminer, on ne saurait 
utiliser les conditions aux limites usuelles sur la surface de la paroi: 
pour y — 0 le premier terme dans (42,4) devient infini. La raison 
en est que l'expression écrite devient en réalité inapplicable à des 
distances très petites de la paroi, puisque pour les ytrès petits l'in- 
fluence de la viscosité devient importante et ne peut être négligée. 
Les conditions à l'infini sont elles aussi absentes: pour y = © 
l'expression (42,4) devient elle aussi infinie. Ceci est dû à ce que 
le problème idéalisé contient la surface infinie de la paroi, dont 
l'influence s'étend à des distances infiniment grandes. 

Avant de déterminer la constante c, indiquons au préalable la par- 
ticularité essentielle suivante du mouvement envisagé: il ne pos- 
sède aucun paramètre caractéristique constant de longueur pouvant 
déterminer l'échelle du mouvement turbulent, alors qu'il en est 
ainsi dans les cas usuels. Aussi l'échelle fondamentale de la tur- 
bulence est-elle déterminée par la distance y elle-même: le mouve- 


1 La valeur de cette constante [ainsi que d'unc autre figurant dans la for- 
mule (42.8)] a été déduite des résultats de mesure de la distribution des vitesses 
au voisinage des parois d’une conduite parcourue par un courant turbulent. 
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ment turbulent à la distance y de la paroi a son échelle fondamen- 
tale de l’ordre de y. Quant à la vitesse pulsatoire du mouvement tur- 
bulent, elle a pour ordre de grandeur v,, comme il résulte aussi 
directement de considérations dimensionnelles, v, étant la seule 
quantité ayant les dimensions d'une vitesse qu’on puisse former avec 
les quantités en présence ©, p, y. Soulignons qu’alors que la vitesse 
moyenne décroît avec y, l'ordre de grandeur de la vitesse pulsatoire 
est le même à toutes les distances de la paroi. Ce résultat est con- 
forme à la règle générale stipulant que l’ordre de grandeur de la 
vitesse pulsatoire est déterminé par la variation Au de la vitesse 
moyenne ($ 31). Dans le cas envisagé on n'a pas de longueurs carac- 
téristiques Z sur lesquelles on pourrait prendre la variation de la 
vitesse moyenne. Au doit être maintenant adéquatement définie 
en tant que variation de z lorsque la distance y varie d'une quan- 
tité du même ordre que y. Or, pour une telle variation de yla vitesse 
u varie, en vertu de (42,4), précisément d’une quantité de l’ordre 
de v,. 

La viscosité du fluide entre en jeu à des distances suffisamment 
petites de la paroi; soit yo l’ordre de grandeur de ces distances. On 
peut déterminer y, comme suit. L'’échelle du mouvement turbulent 
à ces distances est de l'ordre de yo, et la vitesse, de l’ordre de v,. 
Aussi le nombre de Reynolds caractérisant le mouvement aux dis- 
tances de l'ordre de y, est-il 


R — YOU» 
Breu 


La viscosité entre en jeu lorsque R devient de l'ordre de l'unité. 
On en déduit que 
Yo —— (42,5) 
Ve 
d'où la distance cherchée. 

Aux distances de la paroi petites devant yo le mouvement du flui- 
de est déterminé par le frottement visqueux ordinaire. La distri- 
bution des vitesses ici peut être directement déduite de la formule 
usuelle pour le frottement visqueux : 


au 


CPV - 


d'où 
= = À 4 
u — 7 y= y. (42,6) 


Ainsi, il y a à même la paroi une fine couche de fluide dans 
laquelle la vitesse moyenne est une fonction linéaire de y; la vitesse 
est petite dans toute cette couche: elle varie de zéro sur la paroi 
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jusqu'à des valeurs de l’ordre de v, pour y — yo. Nous appellerons 
cette couche « sous-couche visqueuse ». 

Soulignons qu'ici encore le mouvement du fluide est turbulent 
(en ce sens, l'appellation en usage « sous-couche laminaire » n'est 
pas heureuse). La ressemblance avec le mouvement laminaire est 
limitée au seul fait que la vitesse moyenne est ici distribuée suivant 
la même loi qui régirait la vraie vitesse d'écoulement laminaire 
dans les mêmes conditions. Il va sans dire qu'il n’y a pas de fron- 
tière tant soit peu nette entre la sous-couche visqueuse et le reste 
du flux ; en ce sens, la notion de sous-couche visqueuse a un carac- 
tère purement qualitatif. 

L'ordre de grandeur de la composante longitudinale de la vitesse 
pulsatoire (v;) dans la sous-couche visqueuse est le même que celui 
de la vitesse moyenne, et, notamment, est proportionnel à 
y (—v,ylyo). Ceci étant, il résulte de l'équation de continuité que la 
dérivée _ = — est proportionnelle à y, et donc que la com- 
posante transversale de la vitesse pulsatoire varie comme y? 
(—v,y*/y?). Puis, de la linéarité des équations du mouvement dans 
la sous-couche visqueuse (les termes non linéaires sont ici petits 
devant les termes visqueux) résulte que les périodes des pulsations 
turbulentes sont les mêmes dans toute son épaisseur. Multipliant 
ces périodes par la vitesse pulsatoire, on trouve que les distances 
parccurues par les particules fluides dans leur mouvement pulsa- 
toire dans la direction longitudinale sont proportionnelles (quant 
à l'ordre de grandeur) à y, et dans la direction transversale, à 
ÿ*(—y"lyo). 

Nous ignorerons par la suite le mouvement dans la snus-couche 
visqueuse. On ne tiendra compte de sa présence que par un choix 
convenable de la constante d’intégration dans (42.4). Cette constante 
doit être choisie de sorte que la vitesse soit de l'ordre de v, aux dis- 
tances de l'ordre de yo. 11 faut pour cela prendre rc — —In yo, de 


v U/ 
sorte que u — 2h? 


ou 
Yo” 


_ Le YU , 
u — ra In Sp (42,7) 
Cette formule détermine (pour des y limités) la distribution des 
vitesses dans le flux turbulent qui s'écoule le long de la paroi solide. 
Une telle distribution est appelée profil logarithmique des vitesses. 

Dans la formule (42,7) nous devrions encore avoir en réalité sous 
le logarithme un cocfficient numérique. Toutefois, dans les formules 
que nous allons déduire nous nous bornerons à la précision «logari- 
thmique ». Cela signifie que la quantité sous le logarithme est supposée 
grande, et nous négligerons non seulement les termes proportionnels 
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aux puissances plus petites de cette quantité, mais aussi les termes 
contenant le logarithme aux puissances plus petites que dans le terme 
principal. L'introduction d'un petit coefficient numérique sous le 
logarithme dans (42,7) est équivalente à l'addition à l'expression 
écrite d’un terme supplémentaire de la forme const v,, la constante 
étant de l'ordre de l'unité; ce terme ne contient pas de logarithme. 
si bien qu'on peut le négliger. Maïs on aura en vue que, dans les for- 
mules qu’on se propose de déduire, la quantité sous le logarithme 
n'est tout de même pas assez grande pour qu'il en soit de même de 
son logarithme: de sorte que la précision des formules n'est pas 
très grande. 

On peut rendre ces formules plus précises en introduisant un 
facteur numérique sous le logarithme ou, ce qui revient au même. 
en ajoutant une constante au logarithme. Toutefois, ces constantes 
ne peuvent se calculer théoriquement et doivent être déterminées 
à partir des données expérimentales. Ainsi, une formule plus précise 
pour la distribution des vitesses pourra s'écrire sous la forme 


u=v, (2,401n 2% +5,84) . (42.8) 


Point n’est difficile de déterminer la dissipation d'énergie € dans 
l'unité de volume du fluide. o est la valeur moyenne de la composan- 
te IL,, du tenseur densité de flux d’impulsion Il;, = puiv, — 
—1 (SE a) . En dehors de la sous-couche visqueuse le terme 
visqueux peut être omis, de sorte que © = pv,v,. Introduisant la 
vitesse pulsatoire v’, on peut écrire v, = u + v,:; quant à la vites- 
se v,, elle est elle-même vitesse pulsatoire, puisque sa moyenne est 
nulle. On obtient finalement: 


O = QUaly = PUxVy + Puy = Us. 
Puis la densité du flux d'énergie dans la direction de l'axe des y est 
v2 
(» + =) Uy 


(ici encore le terme visqueux est omis). Ecrivant dans le second 
terme 


v= (u + 0x) + vif + vi 
et prenant la moyenne, on obtient : 
poy + (vs + vf + vus) + puvrvy. 


[1 suffira ici de conserver le dernier terme. Le fait est que la vitesse 
pulsatoire est de l’ordre de v,, et elle est donc, à la précision loga- 
rithmique, petite par rapport à u. Pour ce qui est de la pression p, 
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ses pulsations turbulentes sont de l’ordre de grandeur de prÀ 
{cf. (31,4)], de sorte que, avec la même précision, le terme correspon- 
dant dans le flux d'énergie peut aussi être négligé. De cette façon 
on a pour la densité moyenne du flux d'énergie 


PUVUy = UC: 


Au fur et à mesure qu'on s'approche de la surface de la paroi ce flux 
diminue, ce qui est dû précisément au fait que l'énergie se dissipe. 
La diminution de la densité du flux d'énergie lorsque la distance à 


la paroi diminue de dy est UE dy. C'est la quantité d'énergie qui 


s'est convertie en chaleur dans une couche fluide d'épaisseur dy 
(et d'aire des surfaces latérales égale à l’unité). On en déduit que la 


._ _ . 2 . # 7 o . 
dissipation d'énergie rapportée à l'unité de masse est Le , où bien 


2 va 1 Lo] 3/2 29 
Ts (7) MES 


$ 43. Ecoulement turbulent dans les conduites 


Appliquons à présent les résultats obtenus à l'écoulement turbu- 
lent d'un fluide dans une conduite. Au voisinage des parois de la 
conduite (à des distances petites devant son rayon a) on peut admet- 
tre que sa surface est plane, et décrire la distribution des vitesses 
par la formule (42,7) ou (42,8). Toutefois, la fonction In y variant 
lentement, on peut, à l’approximation logarithmique, appliquer la 
formule (42,7) aussi bien à la vitesse moyenne U de l'écoulement 
dans le tube, en écrivant dans cette farmule au lieu de y le rayon a 
du tube: 


U= tin. (43,1) 


Nous entendrons par vitesse U le quotient de la quantité (le volume) 
de fluide traversant en À s la section de la conduite par l'aire de cette 
section: U = Q/pra°. 

Afin de relier la vitesse U avec la chute de pression Ap/l qui 
entretient le mouvement (Ap est la différence de pression aux extré- 
mités de la conduite de longeur !), notons ce qui suit. La force agis- 
sant sur toute la section du fluide dans le tube est na*Ap. Cette 
force sert à vaincre le frottement du fluide contre les parois. La force 
de frottement rapportée à l'unité d’aire de la paroi étant © — pri. 
la force totale de frottement est 2ralpv}. Egalant les deux expres- 
sions, on trouve: 


Ap : 
7 fr 


(43,2) 
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Les équations (43,1) et (43,2) déterminent sous forme paramétrique 
(avec v, pour paramètre) le lien entre la vitesse d'écoulement du 
fluide dans la conduite et la variation de pression. On emploie 
habituellement pour ce lien le vocable « loi de résistance » de la 
conduite. Exprimant v, au moyen de Ap/l dans (43,2) et substi- 
tuant dans (43,1), on obtient la loi de résistance sous la forme de 


l'équation 
_ aAp a aAp 3 
U=V marm(+ V4 Ar) - (43,3) 
On introduit d'ordinaire dans cette formule ce qu’on appelle le 


coefficient de résistance de la conduite, quantité sans dimensions 
définie par le rapport 


A=- (43.4) 

Flu 
À en fonction du nombre de Reynolds sans dimensions = est 
déterminée sous forme implicite par l'équation 


77 0,85 1n (R VA) —0,55. (43,5) 
Nous avons remplacé ici x par sa valeur (42,2) et ajouté au logarithme 
une constante numérique empirique !. Le coefficient de résistance 
déterminé par cette formule est une fonction lentement décroissante 
du nombre de Reynolds. A titre de comparaison, indiquons la loi de 
résistance lors de l'écoulement laminaire dans une conduite. Intro- 
duisant dans (17,10) le coefficient de résistance on obtient: 


=. (43,6) 


En écoulement laminaire le coefficient de résistance décroît, quand 
le nombre de Reynolds croît, plus vite qu’en mouvement turbulent. 

On a représenté sur la fig. 22 (à l'échelle logarithmique) le 
graphique de la dépendance À de R. La droite à pente rapide cor- 


S 


respond au régime laminaire [formule (43,6)] et la courbe à pente 


1 Le coefficient devant le logarithme dans cette formule a été pris confor- 
mément au coefficient dans la formule (42,8) du profil logarithmique des vites- 
ses. Ce n’est que sous une telle condition que cette formule a un sens théorique 
de formule limite pour l'écoulement turbulent pour des valeurs suffisamment 
grandes du nombre de Reynolds. Mais si l’on choisit dans la formule (43,5) 
arbitrairement les valeurs des deux constantes qui y figurent. elle ne pourra 
jouer que le rôle de formule purement empirique pour la dépendance À de R. 
Dans ce cas, néanmoins, on n’a aucune raison de la préférer à Loute autre formu- 
le empirique plus simple donnant une description suffisamment bonne des don- 
nées expérimentales. 
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plus douce (pratiquement quasi rectiligne), à l'écoulement turbu- 
lent. Le passage de la première à la seconde s'effectue au fur et à 
mesure que le nombre de Reynolds croît à l'instant où l'écoulement 
devient turbulent, lequel instant peut survenir pour différentes 
valeurs de R en fonction des conditions concrètes de l'écoulement 
(du degré de « perturbation » du flux; cf. $ 29); à l'instant de la 
transition le coefficient de résistance croît brusquement. 

Nous supposions jusqu'à présent la surface de la paroi suffisam- 
ment lisse. Si elle est rugueuse, les formules déduites ici peuvent 


Fig. 22 


quelque peu se modifier. On pourra prendre pour degré de rugosité 
de la paroi l’ordre de grandeur des ressauts de rugosité, que nous 
désignerons par d. La grandeur relative de d et de l'épaisseur de la 
sous-couche yo est essentielle. Si l'épaisseur y, est grande par rap- 
port à d, on pourra ignorer la rugosité; c'est ceci qu’on a en vue 
lorsqu'on dit qu’une paroi est suffisamment lisse. Si yo et d sont du 
même ordre de grandeur, on ne peut écrire de formules générales. 
Dans le cas limite inverse où la rugosité est forte (4 S$ yo), on 
peut de nouveau établir certaines relations générales. On ne sau- 
rait évidemment plus parler de sous-couche visqueuse. On aura 
autour des ressauts un mouvement turbulent caractérisé par les 
quantités p, ©, d; la viscosité v, comme d'ordinaire, ne devra pas 
figurer directement. La vitesse de ce mouvement est de l'ordre de 
grandeur de v,, la seule grandeur à notre disposition ayant les 
dimensions d’une vitesse. Ainsi, on voit que dans le flux qui s'écoule 
le long d'une paroi rugueuse la vitesse devient petite (de l'ordre 
de v,) à des distances y — d au lieu de y — yo dans le cas de l’écou- 
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lement sur une surface lisse. Il en résulte que la distribution des 
vitesses sera donnée par la formule déduite de (42,7) en yremplaçant 


2 par d. De la sorte. 
" 
te jp 43,7 
ee In. (43,7) 


Les formules de l'écoulement dans une conduite doivent être 
modifiées de la même façon. Il suffira simplement d’y substituer 


à d. On obtient maintenant pour la lai de résistance an lieu de 
L: 
(43.3) la formule 


aûp a . à 

ff VE m+. (43.8) 

Sous le logarithme figure à présent une constante qui ne contient pas 

la variation de pression comme dans (43,3). On voit que la vitesse 

moyenne de l'écoulement est actuellement simplement proportion- 

nelle à la racine carrée du gradient de pression dans la conduite. 
Si l'on introduit le coefficient de résistance, (43,8) devient 


2 4 
Se, ne. (43,9) 


c'est-à-dire que À est une constante indépendante du nombre de 
Reynolds. 


$ 44. Couche limite turbulente 


Le fait que nous ayons obtenu pour un flux plan turbulent une 
loi logarithmique de distribution des vitesses valable formellement 
dans tout l'espace provient de ce qu’on a considéré l'écoulement le 
long d'une paroi d’aire infinie. Mais lors de l'écoulement le long 
de la surface de corps réels finis seul le mouvement aux petites distan- 
ces de la surface, dans la couche limite, possède un profil logari- 
thmique !. Notons dès à présent que la couche limite turbulente peut 


1 L'épaisseur de la couche limite croît le long de la surface du corps dans 
le sens de l'écoulement du fluide (la loi de cette croissance sera déterminée par 
la suite). Ceci explique pourquoi lors de l'écoulement dans une conduite on a un 
profil logarithmique suivant toute la section de la conduite. L'épaisseur de la 
couche limite à la paroi de la conduite croît à partir de l'entrée. Déjà à une 
certaine distance finie de l'extrémité la couche limite remplit en quelque sorte 
toute la section de la conduite. De sorte que si l'on considère que la conduite 
est suffisamment longue et qu’on laisse de côté son tronçon initial, l'écoulement 
dans tout son volume sera du même type que dans la couche limite turbulente. 
Rappelons que la situation est analogue aussi bien pour l'écoulement laminaire 
dans une conduite. Un tel écoulement cest décrit pour tous nombres de Reynolds 
par la formule de Poiscuille. En écoulement de Poiscuille la viscosité se mani- 
feste à toutes les distances de la paroi et n’est jamais limitée à une fine couche 
fluide à même la parni. 
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exister aussi bien sous le fluide qui se meut dans le flux fondamen- 
tal avec turbulence que sous le flux laminaire. 

La chute de la vitesse moyenne dans la couche limite tant turbu- 
lente que laminaire est due, en dernier ressort, à la viscosité du flui- 
de. Toutefois, l'influence de la viscosité se manifeste dans la couche 
limile turbulente d'une manière très spécifique. L’allure même 
de la variation de la vitesse moyenne dans la couche ne dépend pas 
directement de la viscosité; la viscosité n'entre dans l'expression 
du gradient de vilesse que dans la sous-couche visqueuse. Quant 
à l'épaisseur tolale de la couche limite, elle est déterminée par la 
viscosité et s'annule avec elle (cf. plus bas). Si la viscosité était 
rigoureusement nulle, on n'aurail aucune couche limite. 

Appliquons les résultats déduits au paragraphe précédent à la 
couche limite turbulente formée lors de l'écoulement autour d'une 
plaque plane mince (même écoulement que l'écoulement laminaire 
du $ 39). A la frontière de la couche turbulente la vitesse du fluide 
est presque égale à celle du flux fondamental, que nous désignerons 
par Ü. Par ailleurs, pour déterminer cette vitesse à la frontière on 
peut (à approximation logarithmique) se servir de la formule (42.7) 
en y remplaçant y par l'épaisseur de la couche limite 8. Rapprochant 
les deux expressions, on obtient: 


a Ô 
U= tin (44,1) 


LU 


Ici Ü est un paramètre constant (pour le flux envisagé); quant à 
l'épaisseur 6. elle varie le long de la plaque, ce qui fait que v, est 
une fonction lentement variable de x. Pour déterminer ces fonctions 
la formule (44,1) ne suffit pas; il faut déduire encore une relation 
liant v, et Ô à x. 

A cet effel. nous aurons recours aux considéralions qui ont per- 


mis de déduire la formule (36,3) pour la largeur du sillage turbulent. 
s 2 +... dù AN 

Comme là-bas, la dérivée T doit être de l’ordre de grandeur du 
quelient de la vitesse le long de l’axe des y à la frontière de la couche 
par la vitesse le long de l’axe des x sur cette même frontière. La 
seconde d’entre elles est de l'ordre de U, pour ce qui est de la vitesse 
transversale, provenant du mouvement pulsatoire, elle est de l'ordre 
de v,. De cette façon, 


48 | La 
dr U ? 
d'où 
ô— _. : (44.2) 
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À elles deux, les formules (44,1) et (44.2) déterminent v, et 6 en 
fonction de la distance z!. Toutefois, cette dépendance ne peut 
être écrite sous forme explicite. Plus bas nous exprimerons 6 en 
fonction d’une quantité auxiliaire. Mais comme v, est une fonction 
lentement variable de x, il résulte déjà de (44,2) que l'épaisseur de la 
couche est essentiellement en raison de x. Rappelons que l'épaisseur 
de Ja couche limite laminaire croît proportionnellement à |/z, 
c'est-à-dire plus lentement que dans la couche turbulente. 

Déterminons la dépendance par rapport à x de la force de frot- 
tement © agissant sur l'unité d’aire de la plaque. Cette dépendance 
est déterminée par deux formules : 


se Le pp lt 
o=pui, U— M 


La seconde s'obtient en substituant (44,2) dans (44,1) et possède 
la précision logarithmique. Introduisons le coefficient de résis- 
tance c (rapporté à l'unité d’aire de la plaque) défini par le rapport 
sans dimension 
20 Us \° 

Eliminant alors v, des deux équations écrites, on obtient l'équation 
suivante déterminant (à l’approximation logarithmique) sous forme 
implicite c en fonction de x: 


V =, Rte, (44,4) 
C v 


On pourra rendre cette formule plus précise en ajoutant au loga- 
rithme une constante numérique empirique. Après quoi elle devient 


= 1,7 In cRe + 3.0. (44,5) 
Ve 
Le coefficient de résistance c défini par cette formule est une fonc- 
tion lentement décroissante de la distance x. 
Enfin, exprimons l'épaisseur de la couche limite au moyen de la 


fonction c(r). On a: 
Vi v == U V < . 


Substituant ceci dans (44,2), il vient : 
ô—const-x V/c. (44,6) 


1 S'il y a sur la plaque une région importante de couche limite laminaire, 
z doit, à strictement parler, être compté du point de transition, où la couche 
laminaire devient turbulente. 
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On ne peut, certes, écrire cette formule avec le signe égal que dans 
les cas de couche limite turbulente sous le flux laminaire, lorsque 6 
a un sens précis (la région de turbulence est, comme toujours, nette- 
ment délimitée de la région laminaire). Quant au facteur constant 
dans (44,6), il doit être trouvé à partir de données expérimentales. 


Problèmes 


1. Déterminer au moyen de la formule (44,5) la force totale agissant sur les 
deux faces d'une plaque. 


Solution. La force cherchés (rapportée à l'unité de longueur suivant 
le bord de la plaque) est F = 2 Î © dx (létant la longueur de la plaque). Intro- 


U 
duisant au lieu de F le coefficient de résistance 
il vient : 


Si l'on se borne aux termes contenant le logarithme à la plus grande puissance 
(la première), l'intégrale écrite sera alors simplement égale à c(2) (la valeur 
de c'est prise pour r = l). Mais si l'on veut obtenir pour C une expression plus 
exacte correspondant à la formule (44,5), il faut intégrer en prenant les termes 
de l’ordre suivant, qui contiennent le logarithme à la puissance zéro. Nous 
écrirons pour cela: 


l l l a 
Î cdx=—xc | —_ | ze dr. 
Ù Ù 


; se QC L ns 
Nous calculerons la dérivée —— au moyen de la formule (44,5) en l’écrivant 
dx 


provisoirement sous la forme 


_ 1 
SE In bre ? 

ce qui donne à l’approximation requise 

2 2 

= ms PRE 
MA Er re 77 [1 Fu | 
et puis, 
1 { 1 ble bIC 
VE Ve (1-5) =a(Inble—t)=ain x aln—. 


En substituant les valeurs de a et b conformément à (44,5), on obtient finale- 
ment l'équation suivante déterminant le coeîficient de résistance total C en 


14% 
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fonction du nombre de Reynolds R = LLe 
I 
—— = 1,71n (CR) 41.3. 
VS (CR) + 


Pour les grands R le coefficient de résistance défini par cette formule décroît 
. Maisencouche limite laminaire C décroît comme 1/V/R [cf. (39,16)], 


Î 
comme en 


donc plus vite. De cette façon, on peut dire que pour les grands nombres de Rey- 
nolds la force de frottement dans la couche limite turbulente est plus grande que 
dans la couche laminaire. 

2. Déterminer la dépendance du coefficient de résistance d’une plaque 
rugueuse par rapport au nombre de Reynolds lorsque la couche limite sur cette 
plaque est turbulente. 

Solution. Substituant à l'épaisseur de la sous-couche laminaire wo 
les dimensions d des ressauts, on obtient: 


Introduisant le coefficient de résistance c, on en déduit : 
0,59 _- 
== In (5 Vi) ; 
Ve , 
On obtient de même pour le cocfficient de résistance total de la plaque 
(également à l'approximation logarithmique) : 


0,59 DL = 

2 Ein (+ C). 
VC a V l 

Notons que le coefficient de résistance des plaques rugueuses ne dépend pas du 

nombre de Reynolds. 


$ 45. Crise de résistance 


Les résultats obtenus aux paragraphes précédents permettent 
de tirer d'importantes conclusions sur la loi de résistance pour les 
nombres de Reynolds grands, c'est-à-dire sur la dépendance de la 
force agissant sur le corps par rapport à R pour les grandes valeurs 
de celui-ci. 

L'image de l'écoulement pour les grands R (qui seuls sont envi- 
sagés dans ce qui suit) est, ainsi qu’il a déjà été dit, la suivante. 
Dans tout le volume fondamental du fluide (c'est-à-dire partout, 
hormis la couche limite, qui ne nous intéresse pas ici) on peut consi- 
dérer que le fluide est parfait, et son mouvement est partout poten- 
tiel, excepté la région du sillage turbulent. Les dimensions — la 
largeur — du sillage dépendent de la position de la ligne de décolle- 
ment sur la surface du corps. Fait important : bien que cette position 
soit déterminée par les propriétés de la couche limite, il apparaît. 
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en dernier ressort, comme il a été noté au $ 40. qu'elle ne dépend 
pas du nombre de Reynolds. De sorte qu’on peut dire que l’image de 
l'écoulement pour les grands nombres de Reynolds ne dépend pra- 
tiquement pas de la viscosité, c’est-à-dire, en d'autres termes, de R 
(tant que la couche limite reste laminaire; voir plus bas). 

Il en résulte que la force de résistance non plus ne peut dépendre 
de la viscosité. Nous ne disposons plus que de trois grandeurs: 
la vitesse U du flux incident, la densité du fluide p et les dimensions 
du corps /. On ne peut en former qu'une seule grandeur ayant les 
dimensions d’une force, savoir pU*®. Au lieu du carré Æ des dimen- 
sions linéaires du corps. nous introduirons, comme on le fait d'ordi- 
naire, l'aire S de la section transversale du corps (vis-à-vis de la 
direction de l'écoulement), qui est proportionnelle à E, et nous 
écrirons : 


F = const-pU?sS, (45,1) 


où const désigne une constante numérique qui ne dépend que des 
dimensions du corps. Ainsi, la force de résistance doit être (pour les 
grands R) en raison de l’aire de la section du corps et du carré de la 
vitesse d'écoulement. Rappelons pour comparer que, pour des R 
très petits (R < 1), la résistance était en raison de la première 
puissance des dimensions linéaires du corps et de la première puis- 
sance de la vitesse (F — vplU; cf. $ 20) !. 

Comme il l’a déjà été dit, on considère d'habitude au lieu de la 
force de résistance F le coefficient de résistance C de définition: 


Ga, 


C'est une quantité sans dimensions et ne peut dépendre que de KR. 
La formule (45,1) s'écrit sous la forme 


C=const, (45,2) 


c'est-à-dire que le coefficient de résistance ne dépend que de la 
forme du corps. 

Une telle allure de la force de résistance ne peut, toutefois, con- 
tinuer pour des nombres de Reynolds arbitrairement grands. Le 
fait est que pour des R suffisamment grands la couche limite laminai- 
re (sur la surface du corps jusqu’à la ligne de décullement) devient 
instable et turbulente. Alors la turbulence n'affecte pas toute la 
couche limite, mais une partie. Toute la surface du corps peut, de 


1 Un cas spécifique où la résistance reste proportionnelle à la première 


puissance de la vitesse pour les grands R est l'écoulement autour d'une bulle 
de gaz; cf. problème de ce paragraphe. 
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cette façon, être divisée en trois parties: à la partie avant se trouve 
la couche limite laminaire, puis vient la région de la couche turbu- 
lente et, enfin, la région au-delà de la ligne de décollement. 

La turbulence de la couche limite agit essentiellement sur toute 
l'image de l'écoulement dans le flux fondamental. Savoir, elle fait 

notablement déplacer la ligne de décolle- 

ment vers l'arrière du corps (c'est-à-dire 

en aval), de sorte que le sillage turbu- 

— a) lent derrière le corps se rétrécit (ainsi 

qu'on l’a schématiquement indiqué sur 

7 la fig. 23; le sillage a été hachuré) !. Le 

rétrécissement du sillage turbulent entrai- 

ne la réduction de la force de résistance. 

De cette façon, la turbulence qui prend 

— Z b) naissance dans la couche limite aux grands 

7 nombres de Reynolds entraîne la dimi- 

nution du coefficient de résistance. Le 

coefficient de résistance est réduit de 

plusieurs fois dans un intervalle relati- 

vement étroit des nombres de Reynolds 

(dans l'intervalle des R égaux à plusieurs fois 105). Ce phénomène est 

appelé crise de résistance. La décroissance du coefficient de 

résistance est si considérable que la résistance elle-même, qui, pour C 

constant, doit croître en raison du carré de la vitesse, décroît même 

dans cet intervalle des nombres de Reynolds lorsque la vitesse 
croît. 

On peut noter que le phénomène de crise est influencé par le 
degré de turbulence du flux incident. Plus il est élevé, plus tôt 
(pour des R plus petits) survient la turbulence de la couche limite. 
Ceci étant, la décroissance du coefficient de résistance commence, 
elle aussi, pour des nombres de Reynolds plus petits (et s'étale 
dans un intervalle plus grand de leurs valeurs). 

On a représenté sur les fig. 24 et 25 le graphique, trouvé expé- 
rimentalement, de la dépendance du coefficient de résistance par 


rapport au nombre de Reynolds R — " pour une sphère (à l'échel- 


le logarithmique sur la fig. 24, et à l'échelle ordinaire sur la fig. 25). 


Pour les R les plus petits (R & 1), le coefficient de résistance décroit 
9. 
suivant la loi C =? (formule de Stokes). La décroissance de C 


continue ensuite plus lentement jusqu'à la valeur R & 5-10*, pour 


Fig. 23 


1 Ainsi, lors de l'écoulement transverse autour d'un cylindre long la turbu- 
lence de la couche limite déplace la position du point de décollement de 95 
à 60° (l’angle sur la circonférence de la section droite du cylindre est compté 
à partir de la direction de l'écoulement). 
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laquelle C passe par un minimum et croît quelque peu. Dans l'inter- 
valle des nombres de Reynolds compris entre 2-10 et 2.105 joue 


(A 


100 RE 


of 12 510 10? 


Fig. 24 


la loi  (45,: 2), c'est-à-dire que C reste pratiquement constant. Pour 
R = 2 3105 survient la crise résistance, le coefficient de 


résistance décroissant d'environ 4 
5 fois. 

A titre de comparaison, appor- 
tons un exemple d'écoulement sans 
crise. Considérons l'écoulement 
autour d’un disque plan perpendi- 
culairement à son plan. Il résulte 
évidemment de considérations géo- 
métriques que le décollement se 
produira sur le bord du disque et 
qu'il ne se déplacera plus par la 
suite. Dès lors, R croissant, le coef- 
ficient de résistance du disque reste 
constant et ne révèle pas de crise. 

Il faudra avoir en vue que pour 
les grandes vitesses pour lesquel- 


C 
05 


04 
03 
02 
0 


R 
10° 2105 310° 4105 5105 
Fig. 25 


les survient la crise de résistance l'influence de la compressibilité 
du fluide peut devenir notable. Le paramètre caractérisant le degré 
de cette influence est le nombre M = U/c, où c est la vitesse du 
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son; le fluide peut être considéré comme étant incompressible si 
M & 1($ 10). Des deux nombres M et R un seul contenant les dimen- 
sions du corps, ces nombres peuvent varier indépendamment l'un 
de l'autre, 

Les données expérimentales prouvent que la compressibilité 
a en général une influence stabilisante sur le mouvement dans la 
couche limite laminaire. Lorsque M croît, la valeur crilique de R 
pour laquelle la couche limite devient turbulente croît également. 
Ceci étant, l'avènement de la crise de résistance s'en trouve égale- 
ment différé. Ainsi, pour la sphère, M variant de 0,3 à 0.7, la crise de 
résistance est repoussée environ de R Æ 4105 à 8 ‘105. 

Indiquons également que lorsque M croît, la position du point 
de décollement dans la couche limite laminaire se déplace en amont, 
vers l'extrémité avant du corps, ce qui doit entraîner une certaine 
augmentation de la résistance. 


Problème 


Trouver la force de résistance agissant sur une bulle de gaz se déplaçant 
dans un fluide pour les grands nombres de Reynolds (F. Lévitch, 1949). 

Solution. A la frontière entre le liquide et le gaz doit s’annuler non 
pas la composante tangentielle de la vitesse elle-même, mais seule sa dérivée 
normale (nous négligeons la viscosité du gaz). Aussi bien le gradient de la vitesse 
au voisinage de la surface ne sera pas anomalement grand. la couche limite (sous 
la forme dont on a parlé au £ 39) scra absente, d'où l’absence (sur presque toute 
la surface de la bulle) du phénomène de décullement. Calculant la dissipation 
d'énergie au moyen de l'intégrale de volume (16,3) on pourra donc utiliser dans 
tout l’espace la distribution des vitesses correspondant à l'écoulement potentiel 
autour d'une sphère (prob. 2 $ 10), en négligeant alors le rôle de la couche super- 
ficielle de fluide et du très fin sillage turbulent. Faisant les calculs d'après la 
formule déduite au problème du & 16, on trouve: 


Eee ( — Zn RE sin 0 d0 = — 12m AU, 


Ceci montre que la force dissipative de résistance cherchée est 1 
F -l2amARC. 


$ 46. Corps aérodynamiques 


On peut se demander quelle doit être la forme du corps (par 
exemple pour une aire donnée de sa section) pour que sa résistance 
à l'avancement dans un fluide soit minimum. Il est clair de tout 
ce qui précède qu'il faut en Lout cas pour cela que le décollement 
survienne le plus tard possible: le décollement doit se produire à 


1 Le domaine d'application de cette formule n'est pas grand, car lorsque la 
vitesse s'accroît suffisamment la bulle perd sa forme sphérique. 
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l'arrière du corps de sorte que le sillage turbulent soit le plus étroit 
possible. Nous savons déjà que l'apparition du décollement est 
facilitée par l'existence d’une croissance rapide de la pression le 
long du corps dans le sens de l'écoulement. Aussi conviendra-t-il 
de donner au corps une forme Lelle que la variation de pression le 
long du corps, là où la pression croît, soit la plus lente et continue 
possible. On y arrive en donnant au corps une forme élancée (dans le 
sens de l’écoulement), et le corps doit s’effiler continäment dans le 
sens de l'écoulement de sorte que les courants de part et d'autre de la 


Fig. 26 


surface du corps confluent régulièrement sans qu'ils aient à con- 
tourner des angles ou bien à prendre des virages rapides par rapport 
à la direction du flux incident. A l’avant le corps doit être arrondi; 
s’il y avait un angle, la vitesse du fluide deviendrait infinie à son 
sommet (cf. prob. 6 $ 10), la pression croîtrait fortement en aval et le 
décollement se produirait inévitablement. 

Toutes ces exigences sont hautement satisfaites par les formes du 
type représenté sur la fig. 26. Le profil représenté sur la fig. 26, par 
exemple. peut être la section d'un corps de révolution élancé, mais 
aussi bien celle d’un corps de grande « envergure » (nous convien- 
drons d'employer pour ces corps le terme « ailes »). Le profil de la 
section d'une aile peut ne pas être symétrique, tel, par exemple, celui 
d'en haut sur la fig. 26. Lors de l'écoulement autour de corps de cette 
forme le décollement n'a lieu qu’au voisinage immédiat de l’extré- 
mité effilée, el le coefficient de résistance atteint des valeurs rela- 
tivement petites. Nous appellerons de tels corps aérodynamiques. 

Dans la résistance des corps aérodynamiques un rôle notable est 
joué par l'effet de frottement direct du fluide contre la surface dans 
la couche limite. Cet effet est relativement petit et est, en consé- 
quence, pratiquement tout à fait mineur pour les corps non aérody- 
namiques (dont il a été question au paragraphe précédent). Dans le 
cas limite inverse de l'écoulement autour d’une plaque plane (par 
un flux qui lui est parallèle), c'est la seule source de résistance ($ 39). 
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Lors de l'écoulement lisse autour d'une aile inclinée sous un 
angle faible sur la direction du flux (l'angle & sur la fig. 26, dit 
« angle d'attaque »), une portance considérable F, est développée, 


Fy 
la résistance F, est faible, et le rapport &- = peut atteindre de grandes 


valeurs (de l'ordre de 10 à 100). Mais il n'en est ainsi que si l’ angle 
d'attaque n'est pas trop grand (de l'ordre de 10°). Après quoi la 
résistance croît très rapidement, et la portance décroît. Ce phénomène 
provient de ce que, pour les angles d'attaque grands, le corps ne satis- 
fait plus aux conditions d'écoulement lisse: le lieu du décollement 
se déplace fortement sur la surface vers le bord d'attaque, et le sillage 
devient beaucoup plus large. Il faudra avoir en vue que dans le cas 
limite d'un corps de très faible épaisseur, à savoir d'une plaque 
plane, l’écoulement n’est bon que si l’angle d'attaque est très petit ; 
le décollement se produit au bord d'attaque alors que la plaque est 
encore faiblement inclinée par rapport à la direction du flux. 

On rapporte, par définition, l’angle d'attaque «& à la position de 
l'aile pour laquelle la portance est nulle. Pour de faibles angles 
d'attaque on peut développer la portance en série des puissances de &. 
En se limitant au premier terme du développement, on peut considé- 
rer que la force F, est proportionnelle à &. Puis, en vertu des mêmes 
considérations dimensionnelles que pour la force de résistance, la 
portance doit être en raison de pU*. Introduisant encore l'envergure 
l. de l’aile, on peut écrire 


F,= const-pU*al.l., (46,1) 


où la constante numérique ne dépend que de la forme de l'aile et ne 
dépend pas, notamment, de l'angle d'attaque. Pour les ailes de très 
grande envergure, on peut considérer que la portance est en raison de 
l'envergure ; alors la constante ne dépend que de la forme du profil 
de la section transversale de l'aile. 
Au lieu de la portance de l'aile, on utilise souvent le coefficient 
de portance de définition 
F 
Cy = —— ? (46,2) 
T PU?lxl: 


Pour les ailes de très grande envergure, il est, en vertu de ce qui 
vient d’être dit, en raison de l’angle d'attaque et ne dépend ni de la 
vitesse du mouvement ni de l'envergure de l'aile: 


Cy=const.a. (46,3) 
Pour calculer la portance d'une aile en écoulement lisse au moyen 


de la formule de Joukowski, il faut déterminer la circulation de la 
vitesse T. On procède comme suit. Partout, sauf dans la région du 
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sillage, le mouvement est potentiel. Dans le cas envisagé le sillage 
est très fin et n’occupe sur la surface de l'aile qu’une petite région 
au voisinage du bord de fuite effilé. En conséquence, pour déter- 
miner la distribution des vitesses (et avec elle la circulation T) 
on peut résoudre le problème de l'écoulement potentiel d'un fluide 
parfait. La présence du sillage est alors prise en considération par le 
fait que du bord de fuite effilé de l'aile part une surface de disconti- 
nuité tangentielle sur laquelle le potentiel subit un saut > — ; = 


= F. Comme on l’a montré au $ 37, la dérivée ? subit, elle aussi, 


ss es À à e : 
un saut sur cette surface, les dérivées D et à y étant continues. Pour 


une aile d'envergure finie, le problème ainsi posé a une solution uni- 
voque. Mais la recherche de la solution exacte est très difficile. Dans 
le cas d’une aile en forme de disque circulaire (incliné sous un 
faible angle d'attaque) ce problème a été résolu par N. Kotchine ?. 

Si l'aile est de très grande envergure (et de section constante le 
long de l’envergure), en la supposant infiniment longue suivant 
l'axe des z, on pourra considérer que le mouvement du fluide est plan 
(dans le plan x, y). Par raison de symétrie, il est clair qu’alors la 


vitesse v, — # dans la direction de l’envergure est nulle. Par 


conséquent, nous devrons chercher dans ce cas une solution dans 
laquelle seul le potentiel subit un saut, ses dérivées étant continues ; 
en d’autres termes, il n'existe pas de surface de discontinuité 
tangentielle, et on a affaire simplement à une fonction multiforme 
œ (x, y) subissant un accroissement fini T lorsqu'on décrit un con- 
tour fermé autour du profil. Mais sous cette forme le problème de 
l'écoulement plan n'est pas univoque, puisqu'il admet une solution 
pour un saut arbitraire donné à l'avance du potentiel. Pour obtenir 
une solution univoque, il faudra exiger la vérification d’une condi- 
tion supplémentaire, formulée la première fois par S. Tchaplyguine 
en 1909. 

Cette condition de Joukowski-Tchaply- 
guine exige que la vitesse du fluide ne devienne pas infinie sur le 
bord de fuite effilé de l'aile; rappelons à ce sujet que lorsqu'un 
fluide parfait s'écoule autour d’un angle sa vitesse devient en géné- 
ral infinie au sommet comme une puissance (prob. 6 $ 10). On peut 
dire que la condition posée signifie que les filets fluides se trouvant de 
part et d’autre de l’aile doivent confluer tangentiellement sans 
avoir à contourner l'angle aigu. Il est naturel que, cette condition 
étant satisfaite, la solution du problème de l'écoulement potentiel 


1N. Kotchine, Mathématiques appliquées et mécanique 4, 3, 1941); 
9, 13, 1945. 
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conduise à l’image la plus proche de la réalilé, la vitesse étant par- 
tout finie et le décollement ayant lieu sur le bord de fuite même. 
La solution devient dès lors complètement univoque et. notamment, 
la circulation F nécessaire pour le calcul de la portance se détermi- 
ne aussi. 


S 47. Traiînée induite 


Une partie importante de la force de résistance qu'éprouve une 
aile aérodynamique (d'envergure finie) est constituée par la résistan- 
ce due à l'énergie dissipée dans le sillage turbulent fin. Cette résistan- 
ce est appelée traînée induite. 

On a montré au $ 21 comment peut être calculée la résistance due 
au sillage en considérant le mouvement du fluide loin du corps. Tou- 
tefois, la formule (21,1) déduite alors ne s'applique pas dans ce cas. 
D'après cette formule, la résistance est déterminée par l'intégrale 
de v., étendue à l’aire de la section du sillage, c’est-à-dire par le débit 
du fluide à travers la section du sillage. Cependant, le sillage étant 
fin derrière une aile en écoulement lisse, ce débit est en l'occurrence 
petit et, à l’approximation considérée plus bas, on peut en faire 
abstraction. 

Ainsi qu'on a procédé au $ 21, nous écrirons F, comme la diffé- 
rence des flux totaux de la composante en x de l'impulsion à travers 
des plans x = x, et x — x: passant, respectivement, très loin der- 
rière et devant le corps. Ecrivant les trois composantes de la vitesse 
sous la forme U + v,, v,, v., on aura pour la composante IT, de la 
densité du flux d’impulsion l'expression Il,, — p + p (U + v,}°, 
de sorte que la force de résistance est 


Fe=([[-(f) [p + p (U + v3)°] dy dz. (47,1) 


Le sillage élant fin, on peut négliger (dans l'intégrale sur le plan 
zx — zx) l'intégrale sur la section du sillage, et donc se borner à 
intégrer partout dans le domaine extérieur au sillage. Or, en dehors 
de celui-ci le mouvement est potentiel et on a la formule de Bernoulli 


: U2 
p+£(U+ = pot, 
d'où 
P = Po— pÜrs — À (0$ + 15 + LE). (47,2) 


On ne saurait ici négliger les termes quadratiques (comme on l'a 
fait au $ 21), car ce sont précisément eux qui déterminent dans le 
cas donné la force de résistance cherchée. Substituant (47,2) dans 
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(47,1), il vient: 
Fs = (| Î _ | j) Lpo+ EU? + pUrs + EE v$ 05) |] dy dz. 


XXe NX] 


La différence des intégrales de la quantité constante pa -: pU* 
s'annule ; il en est de même de la différence des intégrales de p Uv,, 


étant donné que les flux pv, dy dz à travers les plans avant et 


arrière doivent être égaux (nous négligeons, à l'approximation considé- 
rée, le débit du fluide à travers la section du sillage). Puis, déplaçant 
le plan x =: r, suffisamment loin en avant, on aura sur ce plan des 
valeurs suffisamment petites de la vitesse v, de sorte qu'on pourra 
P_ 
2 
l'écoulement lisse autour d’une aile la vitesse v. en dehors du sillage 
est petite devant v, et v.. En conséquence, on pourra dans l'inté- 
grale sur le plan x — x, négliger v? par rapport à v?, + vi. De surte 
qu'on obtient 


négliger l'intégrale de <- (15 — v}, — vi) sur ce plan. Enfin, lors de 


F. =$ Î Î (2%, + v?) dy dz, (47,3) 


l'intégration étant faite sur un plan x = const situé très loin derriè- 
re le corps, et la section du sillage étant exclue du domaine d'inté- 
gration 1. 

La résistance ainsi calculée d’une aile en écoulement lisse peut 
être exprimée en fonction de cette même circulation de la vitesse F 
qui détermine aussi la portance. À cet effet, notons, tout d'abord, 
qu’à une distance suffisamment grande du corps la vitesse dépend 
faiblement de la covrdonnée x, ce qui permet de considérer v, (y, 2), 
v, (y. :) comme la vitesse d’un certain mouvement bidimensionnel, 
en supposant cette vitesse indépendante de x. Il est commode d’intro- 
duire en tant que quantité auxiliaire la fonction de courant ($ 40), 


) d sit 
de sorte que tv, = PE Uy = — e . Ainsi 
4 ' 95 


Fee TTC) + (Tee, 


l'intégration suivant la coordonnée verticale y étant faite de  +-00 
à y et de ys à —o0 (y1, y: sont les coordonnées des frontières supé- 


1 Pour éviter lout malentendu, faisons la remarque suivante. La formule 
(47,3) peut donner l'impression que l'ordre de grandeur des vitesses r,, ». ne 
décroit pas avec la distance z. Il en est ainsi en effet tant que l'épaisseur du silla- 
ge est petite devant sa largeur, supposition faite Jors de la déduction de la for- 
mule (47,3). Aux très grandes distances derrière l'aile le sillage s'élargit à la 
longue au point que sa section devient à peu près circulaire. La formule (47,3) 
ne s'applique plus ici, et &,, v, décroîtront rapidement avec la distance. 
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rieure et inférieure du sillage; cf. fig. 18). Le mouvement étant po- 
el EF _ 

Fr : 0. Appli- 

quant à l'intégrale écrite la formule Haineneiennallé de Green, 

il vient donc: 


tentiel en dehors du sillage (rot v = 0) on a 


l'intégration étant faite sur un contour embrassant le domaine d'inté- 


gration dans l'intégrale initiale ( = est la dérivation suivant la nor- 


male extérieure au contour). À l'infini # = 0, et on doit donc inté- 


grer sur le contour de la section transversale du sillage (de la section 
par le plan y, F. ce qui donne: 


2419069. 


Il faut intégrer ici sur la ne du sillage dz, et la différence 
entre crochets est le saut de la dérivée 2 à la traversée du sil- 


ôy 
lage. Notant que Dr na , il vient: 


CHERE CR 


de sorte que 


Enfin, utilisons Ja in bien connue en théorie du potentiel 


[CE ).— (5) Jinrar, 


où ar est faite sur un certain contour plan, r est la distance 
de dl au point où l’on cherche la valeur de # et on a entre crochets 
le saut donné de la dérivée de # suivant la normale au contour ?. 
Dans notre cas le contour d'intégration est un segment de l’axe des z, 
de sorte qu'on peut écrire pour les valeurs de la fonction 1 (y, 2) 
sur l’axe des z 


Ÿ (0, 2) = = LS (&). Jinlss à" - 


ar (z 
= { 2e las’. 


1 Cette formule détermine dans la théorie du potentiel bidimensionnelle 
le potentiel créé par un contour plan chargé de densité de charge 


a (Ce), (a). 
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Enfin, substituant ceci dans F;, on obtient en définitive pour la 
résistance induite la formule suivante : 


l 
F,= LS jare WE MED jnls 2 | ds de’ (47.4) 


AT dd. 
U 


(L. Prandtl, 1918). L'envergure de l'aile a été notée ici !. — [, et 
l'origine des z a été choisie à l’une de ses extrémités. 

Si l’on multiplie toutes les dimensions suivant l’axe des z par 
un même nombre (avec les mêmes l), l'intégrale (47,4) ne change 
pas !. Ceci prouve que la résistance induite totale de l’aile ne varie 
pas, quant à son ordre de grandeur, lorsque l’envergure croît. 
En d'autres termes, la résistance induite rapportée à l'unité de 
longueur de l'aile décroît lorsque cette longueur croît *. Contraire- 
ment à la résistance, la portance totale 


F,= —pU | Tdi (47,5) 


croît à peu près en raison de l’envergure de l'aile, et elle est constante 
si on la rapporte à l'unité de longueur. 

Pour calculer effectivement les intégrales (47,4) et (47,5), la 
méthode suivante est commode. Introduisons au lieu de la coordon- 
née : la nouvelle variable 0 définie par: 


z=+({—cos0), 0<0<x. (47,6) 


Quant à la distribution de la circulation, elle se donne sous forme 
de série trigonométrique 


Ÿ 


T=—2UI Ÿ A,sin ne. (47,1) 
n= = 
La condition F = 0 est vérifiée ici aux extrémités de l'aile, c’est-à- 
dire pour z = 0, ! ou 0 = 0, n. 


1 Pour éviter tout malentendu, notons qu'il importe peu que le logarithme 
sous le signe d'intégration augmente d'une constante lors du changement des 
unités de mesure de Ja longucur. En effet. l'intégrale, qui diffère de celle écrite 
par le fait que In | 2 — :" | y a été remplacé par const, est quand même nulle, 


puisque Î Ts = T'|= 0 (sur les bords du sillage T s'annule). 


# A la limite, lorsque l” envergure tend vers l'infini. la résistance induite 
rapportée à l'unité de longueur s’annule. En réalité. il subsiste alors une petite 
résistance déterminée par le débit du fluide (c'est-à-dire par l'intégrale 


v dy d:) dans le sillage, que nous avons négligée lors de la déduction de la 


formule (47,3): cette résistance implique aussi bien la résistance de frottement 
que le reste de la résistance provenant de la dissipation dans le sillage. 


224 COUCHE LIMITE 


Substituant cette expression dans la formule (47,5) et intégrant 
{tenant compte alors de l’orthogonalité des fonctions sin 0 et sin n0 
avec n = 1), il vient: 


F,-=0 arA,. 


Ainsi, la portance ne dépend que du premier coefficient dans le 
développement (47,7). On a pour le coefficient de portance (46,2) : 


Cy=hAi, (47,8) 


où l’on a introduit le rapport À = {//1, de l’envergure de l'aile à sa 
largeur. 
Pour calculer la résistance, recopions la formule (47,4) en y in- 
tégrant une fois par parties: 
L 1 
p dM'(:) dz'd: = 
st (irotoss, Ur) 


ds  z—: 
0 0 


L'intégrale sur d:' doit être calculée ici, comme on le verrail 
aisément, dans le sens de sa valeur principale. Un calcul élémentaire 
avec substitution de (47,7) ! conduit à la formule suivante pour 
le coefficient de résistance induite: 


Cx=nX À nAï. (47,10) 
n=1 
Par définition, le coefficient de traînée de l'aile sera 
Coste (47,11) 


ÉPTErTR 


étant rapporté, ainsi que le coefficient de portance, à l'aire de 
l'aile en plan. 


Problème 


Déterminer la valeur minimum de la résistance induite pouvant être atteinte 
pour une portance et une envergure d'aile {, := L données. 

Solution. 11 résulte clairement des formules (47,8) et (47,10) que la 
valeur minimum C, pour C, donné (c'est-à-dire pour À; donné) est réalisée lors- 


1! Intégrant sur ds’, on devra calculer l'intégrale (la valeur principale) 


tu & 
f cos n0” , _asinn0 


cos 0’ — cos D 7 sind 


* 
(L 


En ce qui concerne l'intégration sur d:, on note que 


.fa/2 pour n = m, 


ñ 

; ; FS 
| sin n0 sin m0 d( Le ont nl, 
0 
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tÙ 
La 
EL 


que sont nuls les À, avec nr - 1. Alors 
4 
Cemin=T Cy- (1) 


Quant à la distribution de la circulation suivant l’envergure, elle est donnée 
par la formule 
ä 


r= Tr UILC, V3 (—5). (2) 


Si l'envergure est suffisamment grande, le mouvement du fluide autour de chaque 
section de l'aile correspond à peu près à l'écoulement plan autour d'une aile 
infiniment longue avec ce profil de section. On peut alors affirmer que la distri- 
bution (2) de la circulation est réalisée pour une forme elliptique dans le plan 
(zx, =) de l'aile, de demi-axes L,/2 et 1/2. 


$ 48. Portance d’une aile mince 


Le problème du calcul de la portance d'une aile se réduit, en 
vertu du théorème de Joukowski, à celui du calcul de la circula- 
tion T. Ce problème peut être résolu sous la forme générale pour une 


gl 


Fig. 27 


aile mince en écoulement lisse d'envergure infinie (de profil de 
section constant le long de l'aile) !. L'élégante méthode exposée 
ci-dessous appartient à M. Keldyche et L. Sédov (1939). 

Soient y — Ex) et y — E2(x) les équations des parties infé- 
rieure et supérieure du contour de la section (fig. 27). Nous supposerons 
ce profil mince, peu incurvé et incliné sur la direction de l'écoule- 
ment (sur l'axe des x) sous un faible angle d'attaque; autrement 
dit, les quantités £, et 2 ainsi que leurs dérivées £;, &, sont petites, 
c'est-à-dire que la normale au contour est partout dirigée presque 


1 On trouvera un exposé plus détaillé de l’écoulement plan d’un fluide 
incompressible autour d'une aile dans: N. Kotchine, I. Kibel, 
N. Rozé, Hydromécanique théorique, quatrième édition, première partie, 
Gostekhizdat, 1948: L. Sédov, Problèmes plans d’hydrodynamique ct 
d'aérodynamique, Editions Naouka, 1966. 
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parallèlement à l’axe des y. On peut considérer dans ces conditions 
que la perturbation v de la vitesse du fluide due à la présence de 
l'aile est partout ! petite devant la vitesse du fluide PRGUenE U. 


La condition à la limite sur la surface de l’aile stipule: + =: 


pour y = &. En vertu des hypothèses faites, on peut exiger qu'elle 
soit satisfaite non pas pour y = &, mais pour y = 0. On devra alors 
avoir sur l’axe des abscisses de x = 0 à x = 1, = a: 


vy=UE,; (x) pour y—+0, v,-=U;(x) pour y——0. (48,1) 


Ayant en vue l'application des méthodes de la théorie des fonctions 
d'une variable complexe, nous introduirons la vitesse complexe 


de v, — iv, (cf. $ 10), qui est une fonction analytique de la 


variable z — x + iy. Dans notre cas, cette fonction doit satisfaire 
sur le segment (0, a) de l'axe des abscisses à la condition 


Im = — Ut; (x) pour y—>—+0, 
+ (48,2) 
Im —Uti(x) pour y——0. 


Pour résoudre le problème posé, écrivons tout d’abord le champ 
des vitesses v (x, y) cherché sous la forme de la somme v = v* + v- 
de deux distributions douées des propriétés de symétrie suivantes: 

Ux (Es — y) = VX (x, y), Vy (x, — ÿ) = —Vy (z, y), 
+ + + + (48,3) 
VE, —y)= —0i (x, y),  vi(x, —y) = vi (x, y). 
Ces propriétés (pour chacune des distributions v- et v* séparément) 
ne contredisent les équations de continuité et de potentialité, et, 
le problème étant linéaire, on peut chercher ces distributions indé- 
pendamment l’une de l’autre. 

On écrira aussi respectivement sous forme de somme w’ = w, + 
+ w! la vitesse complexe, les conditions aux limites sur le segment 
(0, a) pour les deux termes étant: 


: : Ces ’ 
Im w, ly-»+0 = Imw, |y-n = > +); 
(48,4) 


, ; PERRET 
Imw:|,.40 = —Imuw|,,-0 — FT (Gi —&). 


La fonction uw’ peut être directement déterminée au moyen de 
la formule de SE 
w_ ® 
Tu me Fe dé, 


1 Sauf dans une petite région du bord d'attaque arrondi de l'aile. 
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l'intégration étant faite dans le plan de la variable COmpItes £ sur 
une circonférence L de petit rayon de centre au point E — z (fig. 28). 
Le contour L peut être remplacé par une circonférence C’ de rayon 
infiniment grand et par un contour C décrit dans le sens des aiguil- 
les d’une montre; ce dernier peut 


être réduit au segment (0, a) 
décrit deux fois. L'intégrale sur C” 
est nulle, car w'(z) s'évanouit à @ 
l'infini. L'intégrale sur C, elle. L 
donne : 

«a ee 


w’ 23 se j: test (5) = dE. (48, 5) 


= 27 È 
Ü 


Nous nous sommes servis alors des 
valeurs aux limites (48,4) de la par- 
tie imaginaire de w_ sur le segment 
(0, a) et du fait que, en vertu des c' 
conditions de symétrie (48,3), 
partie réelle de w! sur ce segment Fig. 28 
ne subit pas de saut. 
Pour trouver maintenant w;, il faudra appliquer la formule 
de Cauchy non pas à cette fonction, mais au produit w, (2) # (z), 
avec 


— a ? 


la racine étant affectée du signe -- pour z -x>>a. Sur le segment 
(0, a) de l'axe réel Ja fonction g(z) est purement imaginaire et 
discontinue : 


gx +i0) = — g(x—i0) — 7: x 


a— x" 


En vertu de ces propriétés de g(:), il est clair que la partie imagi- 
naire du produit gw, aura sur “le segment (0, a) une discontinuité, 
la partie réelle étant continue, comme il en était de w’. Dès lors, 
exactement comme pour la déduction de la formule (48,5), on obtient : 


a 


w! (z) g (z) -- 7 [SAER ; (+ 10) 48. 


ST 
Ü 


Réunissant les expressions déduites, on trouve finalement la 
formule suivante déterminant la distribution des vitesses autour 
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d'une aile fine: 
a 


dw U 2—a (Hi +E® ,/ E 
nb ee) + Use 


U 


e: 
ts 
+ 

| T 

+ 


a 
U Le (£ 12 + 
Fe ( SES dé. (45,6) 
0 


Au voisinage du bord d'attaque arrondi (c'est-à-dire pour z —+ Ü) 
celte expression devient, en général, infinie, du fail qu'en cette 
région l'approximation envisagée tombe en défaut. 

Au voisinage du bord de fuite aigu (c'est-à-dire pour z —+ a), 
le premier terme dans (48,6) est fini; quant au second, bien qu'il 
devienne, en général, infini, il ne le devient que comme un loga- 
rithme !. Cette singularité logarithmique provient du caractère 
de l'approximation envisagée et disparaît à l'issue d'une étude 
plus exacte ; on n'a pas de divergence du genre puissance, en vertu 
de la condition de Joukowski-Tchaplyguine, au bord de fuite. 
tte condition cest réalisée par un choix adéquat de la fonction 
g(z) précédemment utilisée. 

La formule (48,6) permet directement de déterminer la circula- 
tion de la vitesse l autour du profil de l'aile. Conformément à la 
règle générale (cf. $ 10), F est déterminée par le résidu de la fonction 
w'(z) au point z — 0, qui est pôle simple. On trouve facilement 
ce résidu en tant que coefficient de 1/z du développement de w’ (2) 


4 1 st : s Re 
en puissances de — au voisinage du point à l'infini: 


dw r 
ETS 


et on obtient pour I la formule simple 


a .— 
_ FT 7 
r=U je +OV (48,7) 
Notons que seule la somme des fonctions &, et &: figure ici. On peut 
dire que la portance ne varie pas si l’on remplace une aile mince 
par une plaque courbée dont la forme est donnée par la fonction 


1 
LG + td. 

Ainsi, pour une aile en forme de plaque plane d'envergure infinie 
inclinée sous un petit angle d'attaque &, on a &, — £s — @ (a — x), 


et la formule (48,7) donne T = — nœaaU. Le coefficient de por- 
tance d’une aile de ce genre vaut: 
Cy= ET = 210 
— pÜa 


1 Cette divergence n'a pas lieu si au voisinage du bord de fuite &4 et £2 
s’annulent comme (a — z}*, k = 1, c'est-à-dire si le point anguleux du contour 
à l'arrière est un point de rebroussement. 


CHAPITRE V 


THERMOCONDUCTION DANS UN FLUIDE 


$ 49. Equation générale de propagation de la chaleur 


Nous avons indiqué à la fin du $ 2 que le système complet des 
équations hydrodynamiques doit contenir cinq équations. Pour un 
fluide qui est le siège de processus de thermoconduction et de frotte- 
ment, interne, l’une de ces équations est, comme auparavant, celle 
de continuité; les équations d'Euler sont remplacées par celles 
de Navier-Stokes. Quant à la cinquième, dans le cas d’un fluide 
parfait c’est l'équation de conservation de l’entropie (2,6). Dans 
un fluide visqueux cette équation n'est plus vraie naturellement, 
puisqu'il est le siège de processus irréversibles de dissipation 
d'énergie. 

Dans un fluide parfait la loi de conservation de l'énergie est 
exprimée par l'équation (6,1): 


9 2 : uw 

TE (S-+- pe) = —div Lov (+0) | , 
On a au premier membre la vitesse de variation de l'énergie 
de l'unité de volume du fluide, et au second, la divergence de la den- 
sité du flux d'énergie. Dans un fluide visqueux la loi de conserva- 
tion de l'énergie joue aussi évidemment: la variation de l'énergie 
totale du fluide dans un certain volume (en 1 s) doit être, comme 
auparavant, égale au flux lotal d'énergie à travers la frontière 
de ce volume. ‘Toutefois, la densité du flux d'énergie a maintenant 


un autre aspect. Tout d’abord, outre le flux pv (5 +- w) , Jié au 


simple transfert de masse de fluide lors de son déplacement, on 
a encore un flux lié aux processus de frottement interne. Ce second 
flux s'exprime par le vecteur (vo’) de composantes v;oix (cf. $ 16). 
Mais ceci n’épuise pas tous les termes supplémentaires dans le flux 
d'énergie. 

Si la température du fluide n'est pas constante dans son volume, 
à côté des deux mécanismes de transfert d'énergie indiqués, il y aura 
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encore transfert de chaleur par thermoconduction. On entend par 
là le transfert moléculaire d'énergie direct des régions de tempéra- 
tures les plus élevées à celles de température moindre. Il n'est pas 
lié au mouvement macroscopique et s'opère aussi bien dans un 
fluide immobile. 

Désignons par q la densité du flux de chaleur transporté par 
conduction. Le flux q est lié d'une certaine manière à la variation 
de la température dans le fluide. Ce lien s'écrit d'emblée dans les 
cas où le gradient de température dans le fluide n'est pas très 
grand ; pratiquement, dans les phénomènes de thermoconduction 
nous avons presque toujours affaire à de tels cas. On peut alors 
développer q en série des puissances du gradient de température, 
en se limitant aux premiers termes du développement. Le terme 
constant de ce développement est évidemment nul, q devant s'annu- 
ler en même temps que V7. De sorte qu’on a 


q:= —X\T. (49,1) 


La constante # est appelée coefficient de thermo- 
conduction ou conductivité. lle est toujours 
positive, ce qui résulte déjà d'emblée du fait que le flux d'énergie 
doit être dirigé des régions de température élevée aux régions de 
température moindre, c'est-à-dire que q et V7 doivent être dirigés 
en sens inverses. Le coefficient + est, en général, fonction de la tem- 
pérature et de la pression. 

De cette façon, la densité totale du flux d'énergie dans le fluide 
en présence de viscosité et de thermoconduction est égale à la somme 


v2 ; si 
pv (+ +- re) — (vo) — XVT. 
Ceci étant, la loi générale de conservation d'énergie s'exprime par 
l'équation 


_ (S -! pe) = — div Lov (+ Né w) — (+9) —AT | (49,2) 


2 


Cette équation pourrait bien être la dernière du système complet 
d'équations hydrodynamiques d'un fluide visqueux. Toutefois, il est 
commode de lui donner une autre forme en la transformant à l’aide 
des équations du mouvement. À cet effet, calculons la dérivée par 
rapport au temps de l'énergie de l'unité de volume du fluide en 
partant des équations du mouvement. On a: 


4 (S ; e) — ? dp., He . ) JE 60 
ae NS CORRE Ve br Fe 
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Substituant ici la dérivée + tirée de l'équation de continuité et 


_ tirée de l'équation de Navier-Stokes, il vient : 


4 2 2 
_ (S + pe) = —+ div pv — P (VV) = — WVp+ 
90; à : 
+v: me + pr —ediv pv. 


Utilisons maintenant la relation thermodynamique 
de =T ds — p dV = Tds+ T dp, 


d'où 


P P_ 3:., 
7H — F 73 p£ + =T aix (pv). 


Substituant cette expression et introduisant l'enthalpie w=e+ ; 


on trouve: 
2 i . 

LE pe) = — (04 +) div (pv) —p (VV) + — WVp+ 

00;k 

ES 


ô. 
+ pT + + vi 
Puis, de la relation thermodynamique dw =T ds ++ dp on déduit: 


Vp = pVuw — pTVs. 


Le dernier terme du second membre de l'égalité peut s’écrire sous 
la forme 


dv; 


00jy _ à ; 
—— (Li0ix) — Gin Pi = div (vo) — oi . 
; R 


D —— = 
" CEA Ôzx} 


Substituant ces expressions, Re et retranchant div(xVT), il 
vient : 


_ (+ = + pe) = — div Lov (5+w)—(v0)—xv7]+ 
+ pT (+ vvs) — 0i Fe — div (xVT). (49,3) 
En comparant cette expression de la dérivée de l'énergie de 
l’unité de volume avec l'expression (49,2), on obtient l'équation 
suivante : 


eT (+ + ws) = On Se + div (xVT). (49,4) 
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Nous appellerons cette équation équation générale 
de propagation de la chaleur. En l'absence de 
viscosité et de thermoconduction, son second membre s’annule et on 
retrouve l'équation de conservation de l’entropie (2,6) d'un fluide 
parfait. ; 

Il conviendra de faire attention à l'interprétation suivante 
de l'équation (49,4). L'expression du premier membre n'est rien 
d'autre que la dérivée totale de l’entropie par rapport au temps 


multipliée par pT : PTT; £ détermine la variation de l'entropie 


de l'unité de masse du fluide se déplaçant dans l’espace ; TÉ est 
donc la quantité de chaleur reçue par cette unité de masse dans 
l'unité de temps, et PTE la quantité de chaleur par unité de volume. 
En conséquence, (49,4) montre que la quantité de chaleur reçue 
par l'unité de volume du fluide est 

din + div (4VT). 


Le premier terme représente l'énergie dissipée en chaleur par suite 
de la viscosité, et le second, la chaleur cédée au volume considéré 
par conduction. 


Développons le terme ox = dans (49,4) en y substituant l'ex- 
pression (15,3) de ox. On a: 


dj dvi ( dvi OUR 2 dvi ) ne dvi ô CI 


Oik Ôrh — zh \ 0h dæ 3 À ôz} ÔTh ik Ôr, 


Il est facile de vérifier que le premier terme peut s'écrire sous la forme 
n ( dvi dÙh 2 ôv } 
L 


2: 3 


ÔZk ox 3 Le Ôx} 
et le second 


dv; dvy _+ vi Ov ë , 
[a Zn Jar © ge O2 = Ë (div v)*. 


De sorte que l'équation (49,4) prend la forme 


pT (+ vVs) div GNT) + (REP Son PE) +6 (ir ve. 


CEA Ôz; gel dx, 
(49,5) 


Par suite de processus irréversibles de thermoconduction et de 
frottement interne l’entropie du fluide croît. Il s'agit alors, bien 
entendu, non pas de l’entropie de chaque élément de volume du 


fluide, mais de l’entropie totale de tout le fluide, égale à fesav. 
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La variation de l'entropie dans l'unité de temps est donnée par 
la dérivée 


7 josav= (26 av. 


Compte tenu de l'équation de continuité et de l'équation (49,5), on a : 


9 (ps) _ ds äp 2 | 4 ; 
dt p TS TH — div (xVT) - 

! ôv; 2 ôvs 2 & ; : 

7 (+ Fer = — + in +) ++ (div v}*. 


La somme des deux premiers termes est égale à —div (psv). L’inté- 
grale de volume de ce terme se transforme en intégrale de surface 
du flux d'’entropie psv. Envisageant un volume illimité de fluide 
immobile à l'infini, on pourra faire tendre la surface frontière vers 
l'infini; alors la quantité sous le signe somme dans l'intégrale 
de surface s’annule et l'intégrale s'évanouit. Nous transformerons 
comme suit l'intégrale du troisième terme : 


Î 7 divewr)av = [iv (HT) av + | AE ar. 


Considérant que la température du fluide à l'infini tend suffisam- 
ment vite vers une limite constante, nous transformerons la pre- 
mière intégrale en intégrale sur la surface à l'infini, sur laquelle 
VT = 0, de sorte que l'intégrale est elle aussi nulle. 

On obtient finalement: 


Q Êr ue (2 , Ok 2, du \2 
ge jose | Rav + (GE SES on EE) a + 


Fe | Æ (divv®dV. (49,6) 


Le premier terme représente l'accroissement de l’entropie par thermo- 
conduction, et les deux autres, son accroissement résultant du frotte- 
ment interne. 

L'entropie ne peut que croître, c’est-à-dire que la somme (49,6) 
doit être positive. Par ailleurs, dans chacun des termes de cette 
somme l'expression sous le signe d'intégration peut être non nulle 
même si les deux autres intégrales sont nulles. En conséquence, 
chacune de ces intégrales doit être toujours positive. Il en résulte, 
outre la positivité déjà connue de x et n, celle du deuxième coeffi- 
cient de viscosité 6. 

Lors de la déduction de la formule (49,1) il était admis implici- 
tement que le flux de chaleur ne dépend que du gradient de tempé- 
rature et qu’il ne dépend pas du gradient de pression. Cette suppo- 
sition, a priori non évidente, peut être justifiée à présent de la 
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manière suivante. S'il figurait dans q un terme proportionnel à Vp, 
à l'expression (49,6) de la variation de l’entropie s'ajouterait encore 
un terme contenant sous le signe somme le produit VpVT. Puisque 
ce produit peut être aussi bien positif que négatif, la dérivée de l’en- 
tropie par rapport au temps ne serait pas définie positive, chose 
impossible. 

Enfin, il convient de préciser les raisonnements exposés ci- 
dessus encore sous le rapport suivant. A strictement parler, dans 
un système d'inéquilibre thermodynamique, tel un fluide en pré- 
sence de gradients de vitesse et de température, les définitions 
usuelles des grandeurs thermodynamiques perdent leur sens et doivent 
être précisées. Les définitions envisagées ici consistent tout d’abord 
en ce que les quantités p, e, v se définissent comme auparavant: 
p et pe sont la masse et l’énergie interne contenues dans l'unité 
de volume, et v l'impulsion de l'unité de masse du fluide. Quant 
aux autres quantités thermodynamiques, elles se définissent ensuite 
comme les fonctions de p et & à l'état d'équilibre thermique. Mais 
alors l'entropie s = s (£, p) n’est plus la vraie entropie thermodyna- 


mique: l'intégrale | ps dV n'est pas, à strictement parler, une quan- 


tité qui doit croître au cours du temps. Néanmoins, il est facile 
de voir que, pour les petits gradients de vitesse et de température, 
à l'approximation envisagée ici, s coïncide avec la vraie entropie. 

En effet, en présence de gradients il apparaît, en général, dans 
l’entropie des termes supplémentaires [par rapport à s(p,e)] qui 
sont dus à ces gradients. Toutefois, seuls des termes linéaires rela- 
tivement aux gradients pourraient influer sur les résultats exposés 
plus haut (par exemple, un terme proportionnel au scalaire div v). 
De tels termes pourraient prendre inévitablement des valeurs aussi 
bien positives que négatives. Or, ils doivent être définis négatifs, 
puisque la valeur d'équilibre s = s (p, €) est la plus grande valeur 
possible. Ceci étant, le développement de l’entropie d'après les 
puissances de petits gradients ne peut contenir (outre le terme d'ordre 
zéro) que les termes à partir du second ordre. 

Des remarques analogues auraient dû être faites déjà au $ 15 
(comp. renvoi p. 63), étant donné que déjà la présence du gradient 
de vitesse est un déséquilibre thermodynamique. A savoir, par 
pression p dans l'expression du tenseur densité du flux d’impulsion 
dans un fluide visqueux on entendra la fonction p = p (€, p) telle 
qu'elle est dans l’état d'équilibre thermique. Alors p n'est plus, 
à strictement parler, la pression au sens usuel de ce terme, c'est-à- 
dire qu'elle ne coïncide pas avec la force normale agissant sur l’élé- 
ment de surface. Contrairement à ce qui a été dit plus haut pour 
l'entropie, ici la différence se manifeste dans les quantités du pre- 
mier ordre par rapport au petit gradient: nous avons vu que dans 
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la composante normale de la force apparaît, à côté de p, encore un 
terme proportionnel à div v (dans un fluide incompressible ce terme 
est absent, et la différence n'y apparaît qu’à des termes d'ordre 
supérieur). 

De sorte que les trois coefficients n, &, *x figurant dans le système 
d'équations du mouvement d’un fluide visqueux thermoconducteur 
déterminent complètement les propriétés hydrodynamiques du fluide 
à l'approximation envisagée, toujours applicable (c'est-à-dire lors- 
qu'on néglige les dérivées par rapport aux coordonnées de la vitesse, 
de la température, etc., d'ordres supérieurs). L'introduction dans 
les équations de termes supplémentaires quels qu'ils soient (par 
exemple, l'introduction dans la densité du flux de masse de termes 
proportionnels aux gradients de densité ou de température) est 
dépourvue de sens physique et ne significrait, dans le meilleur cas, 
qu'un changement de définition des grandeurs fondamentales ; 
notamment, la vitesse ne coïnciderait pas avec l'impulsion de l'uni- 
té de masse du fluide ?. 


$ 50. Thermoconduction dans un fluide incompressible 


L'équation générale de la propagation de la chaleur sous la forme 
(49.4) ou (49,5) peut se simplifier notablement dans divers cas. 

Si la vitesse du mouvement du fluide est petite devant celle du 
son, les variations de pression résultant du mouvement sont si faibles 
qu'on peut négliger la variation de densité (et des autres quantités 
thermodynamiques) qu’elles entraînent. Cependant, un fluide chauf- 
fé non uniformément n'est pas alors absolument « incompressible » 
dans Je sens admis plus haut. Le fait est que la densité varie encore 
par suite de la variation de température ; on ne saurait, en général, 


1 Au pis aller, l'introduction de tels termes peut violer l'observation des 
lois de conservation requises. Il faudra avoir en vue que dans toute définition 
de grandeurs, la densité du flux de masse j doit, en tout cas, coïncider avec 
l'impulsion de l'unité de volume du fluide. En effet, la densité du flux j est 
définie par l'équation de continuité 

9p ! Se LS — . 

FT div i=0 ‘ 
en la multipliant par r et en l'intégrant dans tout le volume occupé par 
le fluide, il vient : 


4 : É 
Z jorat= far, 


et comme l'intégrale | pr dV détermine la position du centre d'inertie de la 


masse de fluide donnée, il est clair que ( j dV est son impulsion. 


e 


236 THERMOCONDUCTION DANS UN FLUIDE 


négliger cette variation de la densité, si bien que, même à des viles- 
ses suffisamment petites, la densité d’un fluide inégalement 
chauffé ne saurait être considérée comme étant constante. Calculant 
les dérivées des quantités thermodynamiques, il faudra donc alors 
considérer comme constante la pression, et non la densité. Ainsi, 


on a: 
ôs ôs ôT [95 _ 
(T7), %: = (+) vT, 


et comme T (+ TT 7), est la chaleur spécifique à pression constante c, 


on a 
Ê oT 
TS= Cprr TIVS=CpVT. 
L'équation (49,4) prend la forme 
PCh (+ + VVT) = div (ANT) + où. (50,1) 


Pour qu’on puisse, dans les équations du mouvement d’un fluide 
inégalement chauffé, considérer la densité comme constante, il faut 
(à part la condition que le rapport de la vitesse du fluide à celle 
du son soit petit) que les différences de température existant dans 
le fluide soient suffisamment petites; soulignons qu'il s'agit 
en l'occurrence précisément des valeurs absolues des différences 
de température, et non du gradient de la température. On pourra 
alors considérer que le fluide est « incompressible » dans le sens 
entendu plus haut: notamment, l'équation de continuité s’écrira 
simplement div v = 0. Considérant que les différences de tempéra- 
ture sont petites, nous ferons également abstraction de la variation 
due à la température des quantités n, x, c», c'est-à-dire que nous les 


dvi 
supposerons constantes. Ecrivant le terme Oh Ta sous la même 


forme que dans (49,5), on obtient finalement l'équation de la chaleur 
dans un fluide incompressible sous la forme suivante relativement 
simple : 
v dvi dv \? 5 

T+vr- : XAT —- ep (+52) , (50,2) 

où v—"1y/p est la viscosité cinématique et où on a introduit au 
lieu de x la diffusivité %: 

D PC 0] 

x Pc (50,3) 

L'équation de la chaleur a une forme particulièrement simple 

dans un fluide immobile, dans lequel le transport d'énergie pro- 
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vient entièrement de la thermoconduction. Omettant dans (50,2) 
les termes contenant la vitesse, il vient simplement 


C'est l'équation appelée en physique mathématique équation 
de la chaleur ou équation de Fourier. Elle 
peut, bien entendu, être introduite beaucoup plus simplement, 
sans passer par l'équation générale de propagation de la chaleur 
dans un fluide en mouvement. En vertu de la loi de conservation 
de l'énergie, la quantité de chaleur absorbée dans un certain volume 
dans l'unité de temps doit être égale au flux total de chaleur qui 
« entre » dans ce volume à travers la surface frontière. On sait qu'une 
telle loi de conservation peut être exprimée sous forme d’« équation 
de continuité » pour la quantité de chaleur. Cette équation s'obtient 
en égalant la quantité de chaleur absorbée dans l'unité de volume 
de fluide dans l'unité de temps à la divergence de la densité du flux 
de chaleur affectée du signe contraire. La première d'entre elles 


vaut PCp ©; dans cette expression doit figurer la chaleur spécifique 


C,, Car il va sans dire que la pression doit être constante dans le 
fluide immobile. Egalant cette expression à —div q = xAT, on 
obtient précisément l'équation (50,4). 

Il est à noter que l'application de l'équation de la chaleur (50,4) 
aux fluides est pratiquement très limitée. Le fait est que dans les 
fluides, qui se trouvent en réalité dans le champ de la pesanteur, 
un gradient de température tant soit peu petit donne naissance, dans 
plupart des cas, à un mouvement notable (dit convection; cf. $ 56). 
Dès lors, on ne peut avoir en réalité affaire à une distribution non 
uniforme de la température dans un fluide immobile que si le gra- 
dient de température est dirigé dans le sens contraire de la force 
de pesanteur, ou si le fluide est très visqueux. Néanmoins, l'étude 
de l'équation de la chaleur sous la forme (50,4) est très importante, 
car c’est précisément une équation de ce genre qui décrit les proces- 
sus de conduction dans les corps solides. Ceci étant, nous ferons 
ici et aux $$ 51, 52 une étude plus détaillée de cette équation. 

Si la distribution de la température dans un milieu immobile 
inégalement chauffé est maintenue (au moyen de sources de 
chaleur extérieures) constante dans le temps, l'équation de la 
chaleur prend la forme 


AT = 0. (50,5) 
De cette façon, la distribution stationnaire de la température 


dans un milieu immobile est décrite par l'équation de Laplace. 
Dans le cas plus général où x ne peut être considéré comme constant, 
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on a au lieu de (50,5) l'équation 
div (xVT) = 0. (50,6) 


S'il y a dans le fluide des sources de chaleur étrangères, on devra 
ajouter à l'équation de la chaleur un terme adéquat (il en est ainsi, 
par exemple, du chauffage par courant électrique). Soit Q la quantité 
de chaleur dégagée par ces sources dans l'unité de volume et de 
temps; Q est, en général, fonction des coordonnées et du temps. Alors 
la condition du bilan de chaleur, c'est-à-dire l'équation de la cha- 
leur. s'écrit sous la forme 


oT en 
Pen = #AT + Q. (50,7) 


Ecrivons les conditions aux limites pour l'équation de la chaleur 
qui doivent avoir lieu à la frontière de deux milieux. Tout d’abord, 
les températures des deux milieux doivent être égales à la frontière : 


T: = Ta. (50,8) 
En outre, le flux de chaleur qui sort du premier milieu doit être 
égal à celui qui entre dans le second. Prenant un système de coordon- 


nées où l'élément de frontière donné est immobile, on peut écrire 
cette condition sous la forme 


#3VTi df — HaVTo dt 


pour coque élément df de la surface de séparation. Ecrivant 


FT di = À dj, où Lu est la dérivée de 7 suivant la normale à la 
surface, on obtient la condition à la limite sous la forme 
Ti _., OT» 
Lo er =. fr n é (50,9) 


S'il y a sur la surface de séparation des sources étrangères de 
chaleur dégageant la quantité de chaleur Q() par unité d'aire et de 
temps, on devra écrire au lieu de la condition (50,9) : 


Mat x, 90, (50,10) 


Dans les problèmes physiques de distribution de la tempéra- 
ture avec participation de sources de chaleur l'intensité de celles-ci 
est habituellement donnée sous forme de fonction de la tempéra- 
ture. Si la fonction Q(T) croît suffisamment vite lorsque T croît, 
l'établissement de la distribution stationnaire de la température 
dans un corps dont les frontières sont maintenues dans des conditions 
données (par exemple, à une température donnée) peut être impos- 
sible. L'évacuation de la chaleur à travers la surface extérieure du 
corps est en raison d'une certaine valeur moyenne de la différence 
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de température T — T, du corps.et du milieu extérieur quelle que 
soit la loi suivant laquelle la chaleur est dégagée dans le corps; 
il est clair que si le dégagement de chaleur croît suffisamment vite 
avec la température, l'évacuation de la chaleur peut très bien être 
insuffisante pour réaliser l’état d'équilibre. 

L'impossibilité de l'établissement d’un état thermique station- 
naire est à la base de la théorie de l'explosion thermique développée 
par V. Sémionov (1928): si la vitesse de la réaction exothermique 
de combustion croît suffisamment vite avec la température, en cas 
d'impossibilité de distribution stationnaire il y a échauffement 
rapide non stationnaire de la matière et accélération de la réaction 
(explosion thermique). La théorie quantitative de la dépendance 
exponentielle du dégagement de chaleur par rapport à la température 
a été développée par D. Frank-Kaménetski (1939) (cf. prob. 1 de 
ce paragraphe) ?. 


Problèmes 


1. Dans une couche de matière limitée à deux plans infinis parallèles sont 
distribuées des sources de chaleur avec pour intensité volumique Q= Qge * (T—To) : 
les plans frontières sont maintenus à la température constante 7°. Trouver la 
condition déterminant la possibilité qu'il s'établisse une distribution stationnai- 
re de la température. 

Solution. L'équation de la thermoconduction stationnaire s'écrit 
en l'occurrence: 


ÉD 2 —quitr-70 


avec pour conditions aux limites T=To pour z=0 et x—21 (21 est la largeur 
de la couche). Introduisons les variables sans dimensions 7=a&(T—T5) et 
E=z/l; alors 


r'4et=0, À = Ur. 


Intégrant cette équation (en la multipliant par 21’) une fois, on trouve: 
v2— 2% (eT0— et), 


1 La vitesse (et avec elle l'intensité du dégagement de chaleur) des réactions 
de combustion explosives dépend de la température pour l'essentiel en raison 


d'un facteur de la forme eU/FT avec une grande constante U. Frank-Kaménetski 
a indiqué que pour étudier les conditions qui engendrent l'explosion thermique 
il faut considérer le cours de la réaction pour un échauffement relative- 
U 

ment insignifiant de la matière, et, en conséquence, remplacer e AT par 
_U. U (T-To) 
e TO RTS . To étant la température extérieure. 

Pour un exposé plus détaillé de cette question, cf. D. Frank-Kamé- 
netski, Diffusion et transmission de chaleur en cinétique chimique, éditions 
de l'Académie des Sciences de l'U.R.S.S., 1947. 


240 THERMOCONDUCTION DANS UN FLUIDE 


T étant une constante. Celle-ci représente, de toute évidence, la valeur maximum 
de +, qui, par suite de la symétrie du problème, est atteinte au milieu de la cou- 
che, c’est-à-dire pour £ = 1. Ceci étant, une seconde intégration en tenant comp- 
te de la condition t = 0 pour E = 0 donne 


if. à 
IT | : 
reg —-—-N = de =. 
V2 ] Vert Û 


To Ta ns 
e * Arche =V X. (1) 


La fonction À (to) déterminée par cette égalité a un maximum à -- Àcry pour 
une certaine valeur T5 = Tocrn 3 Si À > Xcryt, il n'existe pas de solution satis- 
ra conditions aux limites !. Valeurs numériques: Acry = 0,88, Tocrit = 

2. Une boule est immergée dans un fluide immobile dans lequel est maintenu 
un gradient de température constant. Déterminer Ja distribution stationnaire 
de température qui s'établit dans le fluide et la boule. 

Solution. La distribution de la température est déterminée dans tout 
l'espace par l'équation AT = 0 avec les conditions aux limites 


Ti=Ta #1 Tire oTs 


Intégrant, on obtient : 


pour r = R (R est le rayon de la boule: les indices 1 et 2 concernent respective- 
ment la boule et le fluide) et avec la condition VT = A à l'infini (A est le gra- 
dient de température donné). Vu la symétrie des conditions du problème, A est 
l'unique vecteur qui doit déterminer la solution cherchée. Les solutions de ce 


genre de l’équation de Laplace sont const -Ar et const -AV : . Notant, en outre, 


que la solution doit rester continue au centre de la boule, nous chercherons 
T, et T2 sous la forme 


Ti=cAr,  Ta=cA Ar: 


lcs constantes c, et c> sont déterminées par les conditions données pour 
r—R. On trouve finalement : 


__ __ 3% To PPS ou Pi PEL DS 
regan ef (O7) Jar 


$ 51. Thermoconduction dans un milieu infini 


Considérons la propagation de la chaleur dans un milieu immo- 
bile infini. La position du problème la plus générale est la suivante. 
A l'instant initial £ — 0 est donnée la distribution de la température 


1 Pour À < Acrit, des deux racines de l'équation (1) seule la petite corres- 
pond à la distribution stable de la température. 

3 Les valeurs analogues pour un domaine sphérique (son rayon étant pris 
pour longueur {) sont: Acrit = 3,32, Tocrit = 1,47. Pour un cylindre infini 
on a: Acrit = 2,00, Tocrit = 1, 
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dans tout l'espace : 
T=To(x, y, 2) pour t—0, 


To étant une fonction donnée des coordonnées. On demande de dé- 
terminer la distribution de la température à tout instant ultérieur f. 


Représentons la fonction cherchée 7 par une intégrale de Fourier 
des coordonnées 


T= Î Ta()eitr Bk, dk dk, dk,dk., (51,1) 
les cuefficients # la représentation ayant pour expression : 
rt TU ÎT&, y',2',the-ikr dV’, dV'—dx'dy'dz'. 
Substituant (51,1) dans (50,4), il vient: 
at 
| (SE +) eikr dk 0, 
d'où 
— RAT = = 0. 
On déduit de cette équation 7x en fonction du temps: 
Tr=e É4iTo 


Substituant cette expression dans (51,1), on obtient: 
T= Î Toxe-ktteikr dk. (51,2) 


Puisque pour {::0 on doit avoir T=:Ti(x, y, 2), il est clair que 
les Tox sont les coefficients de la représentation de la fonction 
To(z, y, 2) par l'intégrale de Fourier : 


1 , , , ikr’ (A 
Tu = ï To ( °U:23 jeikr dv”. 


Enfin, substiluant ceci dans (51,2), on obtient: 


Tee \ Totz’, y’, 2')e-kuleik(r- re) gV' dk. 
L'intégrale sur dk se décompose en produit de trois intégrales 
identiques de la forme 

+ | te 
Î eut Gilets - 9 dkx = \ e "tt cos k, (x — 2°) dk 
—«@ —o 


16— 406 
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(l'intégrale analogue avec sin au lieu de cos disparaît du fait que 
la fonction sin est impaire). A l'aide de la formule bien connue 


+s0 — 
f era? cos Br dx — = e—B#/âa (œ> 0) 


on obtient finalement pour T'(x, y, z, t) l'expression suivante : 
- Gex -y+(2—2")2 


1 # , LA ÿ 
Téus0= ge | Tete, v', 2e 4axt dV'. 
(51,3) 


Cette formule résout complètement le problème posé : elle déter- 
mine la distribution de la température à tout instant d'après la 
donnée de cette distribution à l'instant initial. 

Si la distribution initiale de la température n'est fonction que 
d'une seule coordonnée, x, intégrant dans (51,3) sur dy’dz’, on obtient : 


+0 (x—x")2 
Ta, D=—1 | Pie Ge dr 51,4 
’ ) 2 V axé 0 (x) T . (° 3) 


Supposons la température nulle dans tout l’espace pour &{ = 0. 
sauf dans une couche infiniment mince du plan + = 0, où elle prend 
une valeur infiniment grande, mais de sorte que la quantité de 


chaleur totale, qui est proportionnelle à ÎT (x) dx, reste finie. 

Une telle distribution peut être représentée à l’aide de la fonction 6: 
To(x) = const. (x). 

ne dans (51,4) revient simplement à poser x’ —0, ce qui 

onne 


T (x, t)= const: Axe, (51,5) 


{ 
—_——— € 
2 V rx 

De même, si à l'instant initial une certaine quantité finie de 
chaleur est concentrée en un point (à l’origine des coordonnées), aux 
instants suivants la distribution de la température est déterminée 
par la formule 


r3 


T (r, t)= const (51,6) 


1 
— € 
8 (xxt)°/2 
(r est la distance à l'origine). Lorsque t croît, la température au 
point r = 0 décroît en raison inverse de t*/:. Dans le même temps, 
la température dans l’espace ambiant croît, et la région dans laquel- 
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le la température est notablement non nulle s’élargit progressive- 
ment (fig. 29). L'allure de cette expansion est déterminée essentiel- 
lement par l’exponentielle dans (51,6). On voit que l’ordre de gran- 
deur ! des dimensions de cette région est 

déterminé par la relation l?/yt — 1, d'où ?/ 


Le V'xt, (51,7) 


c'est-à-dire qu’il croît en raison de la ra- 
cine carrée du temps. 

La formule (51,7) peut être interpré- 
tée d’un point de vue quelque peu dif- 
férent. Soit Z l'ordre de grandeur des di- 
mensions du corps. On peut alors affirmer 
que si ce corps était inégalement chauffé, 
l'ordre de grandeur du temps + au bout 
duquel la température aux divers points 
du corps s'égalise notablement serait 


2 


de relaxation » pour le processus de con- 
duction, est proportionnel au carré des 


dimensions du corps et inversement pro- 
portionnel à la diffusivité. S 
Le processus de conduction décrit par 


les formules déduites ici jouit de cette 2 ]Vr 
propriété que l'influence de toute pertur- : 

bation thermique se propage instantané- Fig. 29 

ment dans tout l'espace. Ainsi, la for- 

mule (51,5) montre que la chaleur se propage à partir de la source 
ponctuelle de telle façon que, dès l'instant suivant, la tempéra- 
ture du milieu ne s’annule qu'asymptotiquement à l'infini. Cette 
propriété subsiste pour un milieu dont la diffusivité y dépend de la 
température pourvu que cette dépendance n’annule pas x dans une 
région quelconque de l’espace. Mais si x est une fonction de la tem- 
pérature qui décroît et s’annule avec elle, il en résulte un ralentisse- 
ment du processus de propagation de la chaleur tel que l'influence 
de toute perturbation thermique ne s'étend, à chaque instant, qu'à 
une région finie de l’espace ; il s’agit en l'occurrence de la propaga- 
tion de la chaleur dans un milieu dont la température (en dehors 
de la région d'influence) peut être supposée nulle (J. Zeldovitch, 
A. Kompaneitz, 1950; la solution des problèmes ci-dessous leur 
appartient aussi). 


Te —. (51,8) 
Le temps T, qu'on peut appeler « temps EN 


Le] 
= 


16 
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Problèmes 


1. La chaleur spécifique et la conductivité d’un milieu sont des puissances 
de la température, ct sa densité est constante. Déterminer la loi suivant laquelle 
la température s'annule au voisinage do la frontière de la région jusqu'à laquel- 
le, à l'instant donné, s’est propagée la chaleur à partir d’une source arbitraire: 
en dehors de cette région la température cst nulle. 

Solution. Sixetc, sont des puissances de la température, il en est 


alors de même de x et de l’enthalpie x = i cp dT (le terme constant dans w est 


omis). Aussi peut-on écrire x — aWr, où nous avons noté W = pw l'enthalpie 
de l'unité de volume du milieu. Alors l'équation de Ja chaleur 


oT à 
OCn TT = div (xVT) 
s'écrit 
oW” 
ôt 


Au cours d'un petit laps de temps on peut considérer qu’un petit élément 
de la frontière est plan, et que sa vitesse v de déplacement dans l'espace est cons- 
tante. En conséquence, nous chercherons la solution de l'équation (1) sous la 
forme W = W (x — ut), x étant la coordonnée dans la direction perpendiculaire 
à la frontière. On a: 


= a div (WVW). (1) 


oW d n dW 
0e (W TR): a 
d'où, après une double intégration, on trouve la loi d'annulation de W : 
Wolz:|/?, (3) 


| + | étant la distance à la frontière de la région chauffée. Dans le même temps, 
ceci confirme l'hypothèse de la présence d’une frontière de la région chauffée 
(en dehors de laquelle W, et avec elle 7, est nulle), si l’exposant nr > 0. Mais 
si n << 0 l'équation (2) n’a pas de solutions s’annulant à distance finie, c’est-à- 
dire que la chaleur est, à tout instant, distribuée dans tout l'espace. 

2. Dans ce même milieu, à l'instant initial se trouve concentrée dans le 
lan x — 0 une quantité de chaleur (rapportée à l'unité d’aire) Q@, et ? = 0 dans 
e reste de l’espace. Déterminer la distribution de la température aux instants 

ultéricurs. 

Solution. Dans le cas unidimensionnel l'équation (1) s'écrit: 


OW _ à [yyn 0W 
ot a (w )- (4) 


Une seule combinaison sans dimensions peut être formée à partir des para- 
mètres Q@ et a ct des variables zx, £ en notre possession : 


z 
= (Q'aty 1/2) (5) 


IQ et a ont respectivement pour dimensions erg/em? et cm°?/s (cm3/erg)"]. 
En conséquence, la fonction cherchée W (x, t) doit avoir la forme 


1 


W = (ET (&), (6) 
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la fonction sans dimensions f(£) ayant été multipliée par une quantité 


A 


de dimensions erg/cm3. Après cette substitution l'équation (4) donne 
d df df 
+ (7 SE) +52 +10. 


Cette équation aux dérivées totales a une solution simple satisfaisant aux 
conditions du problème : 


1 
o=[5 6-5]". ti 


£o étant une constante d'intégration. 

Pour nr >> 0, cette formule donne la distribution de la température dans la 
région comprise entre les frontières z — + zo déterminées par l'égalité E — 
= + &; en dehors de ces frontières W — 0. Il en résulte que les frontières de 
la région chauffée s’élargissent au cours du temps suivant la loi 

1 
ro=const-12#7, 


La constante Eo est déterminée par la condition que la quantité de chaleur 
totale est constante : 


x0 to 
= | wa-o | @a. (8) 
—*0 —$o 
d'où 
nfi 1 
gun _ @Hn) Mar à (+3) (9 
PT ) 
+) 
Pour r=:—v<0 nous écrirons la solution sous la forme 
1 
V 1 Ÿ 
1(Œ)= re (+ & |] - (10) 


Ici la chaleur est distribuée dans tout l'espace, et aux grandes distances W décroit 
suivant la loi: W<zx7?/V, Cotte solution ne s'applique que pour v < 2; 
pour v > 2 l'intégrale de normalisation (8) (prise maintenant entre les limites 
æoc) diverge, ce qui signifie physiquement que la chaleur va instantanément 
à l'infini. Pour v < 2 la Éonente ee dans (10) vaut 


1 1 
ML = 
2(2— v) x’? F ( 5) 
FC) 
v 
Enfin, pour n—0 on a 5 —2/V/n et la solution déterminée par les for- 
mules (3), (4), (7) donne 


5 — un) 


W= Jim Le (1-" 3x) 22410 7 at £ 
n+0 | 2 V/aut hat 2 V/rat 


ce qui est conforme à (51,5). 


246 THERMOCONDUCTION DANS UN FLUIDE 


$ 52. Thermoconduction dans un milieu fini 


Dans les problèmes de conduction dans un milieu limité, la don- 
née de la distribution initiale de la température ne suffit pas pour 
que la solution soit univoque, il faut encore se donner les conditions 
aux limites sur la surface délimitant le milieu. 

Considérons la propagation de la chaleur dans un demi-espace 
(zx >>0) et commençons par le cas où la température est maintenue 
constante sur la surface frontière x — 0. Nous conviendrons que cette 
température est nulle, c'est-à-dire que nous rapporterons à celle-ci 
la température aux autres points du milieu. 

“A l'instant initial on se donne, comme auparavant, la distribu- 
tion de la température dans tout le milieu. Ainsi, on a les condi- 
tions aux limites et initiales: 


T=0 pour z=—0; T = Tolx, ÿ, 2) pour {= 0, x>0. (52,1) 


On peut ramener la résolution de l'équation de la chaleur avec 
ces conditions à celle de cette même équation pour un milieu illimité 
dans les deux sens de l'axe des x en ayant recours à l'astuce suivante. 
Imaginons que le milieu s’étende aussi à gauche du plan x = 0, 
et qu’à l'instant initial la distribution de la température soit dé- 
crite ici par la même fonction 7, affectée du signe moins. En d’autres 
termes, à l'instant initial la distribution de la température est 
décrite dans tout l’espace par une certaine fonction impaire de zx, 
c’est-à-dire telle que 


To(— +, y; z)= —Ti(x, y, 3). (52,2) 


11 résulte de l'égalité (52,2) que To (0, y, 2) = —To (0, y, z) = 0, 
c'est-à-dire que la condition à la limite (52,1) requise est automati- 
quement vérifiée à l'instant initial, et il est évident de la symétrie 
des conditions du problème qu'elle sera remplie à tout autre instant. 

De sorte qu’on est ramené à résoudre l'équation (50,4) dans un 
milieu illimité avec la fonction initiale To (x, y, z) satisfaisant 
à (52,2), et sans condition aux limites quelle qu'elle soit. Aussi 
pourra-t-on se servir directement de la formule générale (51,3). 

Décomposons dans (51,3) le domaine d'intégration sur dx’ en deux 
parties: de —c à O et de O0 à oo et servons-nous de la relation 
(52,2). On obtient alors: 


Le 


-00 
1 L pe 
T (x = [rot z') X 
( » Us 2, ) 8 (xxt)9/2 | J 0 ( 1Y) ) 
_ &=x)? Cx)2 _ (u=y)24+(z-2)2 


X {e AE 6 EE ee axt dx’ dy’ di’. (52,3) 
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Cette formule résout complètement le problème posé, détermi- 

nant la température dans tout le milieu, c’est-à-dire pour z >0. 
Si la distribution initiale de la température ne dépend que de x, 
52,3) prend la forme 


i a _ &=x2 CES 
(Een e=—" To(z”) {e 4x —e HR dx’. 52,4 
DE \ o(a"){ }dx. (52,4) 
A titre d'exemple, envisageons le cas où à l'instant initial la 
température est partout égale, sauf pour x = 0, à une constante 
donnée que nous prendrons, sans nuire à la généralité, égale à —1; 
dans le plan x — 0 la température est tout le temps nulle. On obtient 
d'emblée la solution correspondante en substituant To (x) — —1 
dans (52,4). Décomposons (52,4) en deux intégrales et faisons dans 
chacune d'elles un changement de variables de la forme 
d'—x 


2Va 


Ceci fait, on obtient pour T'(x, t) l'expression suivante: 


TD fe) 0) 


avec pour définition de la fonction erreur erf x: 


x 


erfx == Î et? dE (52,5) 


(notons que erf(o)= 1). Comme 


T(x,t) = 


erf(—x)= —erf(x), 
on obtient finalement : 


T(&, t)= —erf G 7) . (52,6) 


On a représenté sur la fig. 30 le graphique de la fonction erfEë. Au 
cours du temps la distribution de la température dans l’espace tend 
à s’égaliser. Cette égalisation s'opère de sorte que chaque valeur 
donnée de la température « se déplace » à droite en raison de Pt. 
Au reste, ce dernier résultat était a priori évident. En effet, le pro- 
blème envisagé est déterminé par un seul paramètre, qui est la dif- 
férence initiale des températures 7 du plan limite et du reste de 
l’espace (qu'on a convenu de prendre égale à 1). A l’aide des para- 
mètres To et x et des variables x et £ à notre disposition on ne peut 
former qu'une seule combinaison sans dimensions: x/Wyt; aussi 
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est-il clair que la distribution cherchée de la température doit être 

donnée par une fonction de la forme T = Tif(r/V xb). 
Envisageons à présent le cas où la frontière du milieu est ather- 

mane. En d’autres termes, dans le plan x — 0 le flux de chaleur 


doit être nul, c’est-à-dire qu’on doit avoir # = 0. De cette façon, 


on a maintenant les conditions aux limites et initiales suivantes : 


70 pour z—0; T—To(x, y, 2) pour t=0, 2>0. (527) 


Pour trouver la solution nous procéderons ainsi que dans le cas 
précédent. À savoir, nous imaginerons de nouveau le milieu illi- 


erfE 
40 


pee 
; RÉ RRRRRE 


mité de part et d'autre du plan x = 0. Quant à la distribution de la 
température à l'instant initial, nous la supposerons à présent symétri- 
que relativement au plan x = 0. En d'autres termes, la fonction 
To (x, y, z) sera supposée à présent paire par rapport à la variable x: 


To(—x, y; 2) = To(z, y; 2). (52,8) 


To __s 
F3 == Ü. 
Par raison de symétrie, cette condition sera automatiquement véri- 
fiée à tous les instants ultérieurs. 

Répétant tous les calculs faits plus haut, mais seulement en se 
servant de (52,8) au lieu de (52,2), on obtient la solution générale 


ôTg (x, Y, 2) = + OT (—z, LE 2) 
Alors RD — SR TRE 


et on aura pour x = Ü 
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du problème posé sous la forme 
1 +00 00 
Re re ’ , ’ 
res pee [I [roy 2x 
—œ Ù 
LE Ha) _ W'=yt+U'—2) 
Xe “Xf +e xt }e ax dx’ dy’ dz'. (52.9) 
Si T, n’est fonction que de x, on a 
n e _ G'=2x)t _ G'4+2)2 
Ta De | To(r){eT M te ME jar. (52,10 
( ’ ) 2 Vrx J 0 ( ){ Ro } ( ) 


Nous passerons maintenant à des problèmes aux conditions aux 
limites d’un autre genre, dont la solution de l’équation de la chaleur 
peut être aussi trouvée sous la forme générale. Considérons un milieu 
limité au plan x — 0, à travers lequel il reçoit un flux de chaleur, 
qui est une fonction donnée du temps. En d’autres termes, on 
a les conditions aux limites et initiales: 


xd pour x—0; T—(0 pour {= —oœ, r>i), 


0x 
(52,11) 


g(t) étant une fonction donnée du temps. 

Nous résoudrons au préalable un problème auxiliaire pour lequel 
g(t) = ô(t). On conçoit sans peine que ce problème soit physique- 
ment équivalent au problème de la propagation de la chaleur dans 
un milieu illimité à partir d’une source ponctuelle contenant une 
quantité de chaleur totale donnée. En effet, la condition à la limite 

oT senc 5 5 
RE ô (t) pour x = O0 signifie physiquement qu’à travers 
chaque unité d’aire du plan x = 0 est apportée instantanément une 
quantité de chaleur égale à l'unité. Pour ce qui est du problème avec 


à 2 À à 
la condition T — Te ô(z) pour t — 0, sur la même aire est con- 
Cp 


centrée à l'instant initial la quantité de chaleur [oc dx UE 


dont la moitié se propage ensuite dans le sens des x > 0 (et l’autre 
moitié vers les x << 0). Dès lors, il est clair que les solutions des 
deux problèmes sont identiques, et on trouve d’après (51.5): 


— x? 
=1/ Le 4e 
xT(2, 9 = Le - 
Puisqu'en vertu de la linéarité des équations les effets dus à la 


chaleur apportée à différents instants s'ajoutent tout simplement, 
la solution générale cherchée de l'équation de la chaleur avec les 
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conditions (52,14) est 
d 


x 
“(2,9 = | 4 oo e GED di. (52,12) 


Notamment, dans le plan x—0 lui-même la température varie sui- 
vant la loi 


t 


xT(0, 5 = | 14 (D dr. (52,13) 


— C0 


A l'aide de ces résultats on peut obtenir d'emblée la solution 
d'un autre problème dans lequel la fonction donnée du temps est 
la température 7 elle-même dans le plan z—0: 


T=To(t) pour x=0; T=0 pour t=—ow, r>0. (52,14) 


A cet effet, nous remarquerons que si une certaine fonction T (x, t) 
satisfait à l'équation de la chaleur, celle-ci est aussi vérifiée par 


la dérivée _ Par ailleurs, dérivant par rapport à x l'expression 
(52,12), on obtient : 
t x2 
OT (x, 1) _ | 170 Go gr 
oz 4,2 Var tr) ° 


C'est une fonction satisfaisant à l'équation de la chaleur, et q(t) est 
{en vertu de (52,11)] la valeur de cette fonction pour x = 0; il est 
évident qu'on a là la solution cherchée avec les conditions (52,14). 


Ecrivant T (x, t) au lieu de + et To(t) au lieu de g(t), on obtient 
de la sorte: 


t 2x2 
ER To (x) 7 HU=D d 
T(x, 1) ECYE VE JT e T. (52,15) 
Pour le flux de chaleur g— x T à travers la surface frontière 


x—0 on obtient après une brève transformation : 


1 

# dTo(t) dt 52.16 

Va LE vs. FPE 

Cette formule est l’inversion de la relation intégrale (52,13). 
Très simple est la résolution d'un important problème où sur 

la surface frontière x — 0 la température est donnée dans tout le 


g(t)= 
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cours du temps sous forme de fonction périodique : 
T=Toe-iot pour r=0. 


Il est clair que la distribution de la température dans l’espace tout 
entier dépendra du temps par le même facteur e—ivf, Etant donné 
que l'équation unidimensionnelle de la chaleur coïncide formelle- 
ment avec l'équation (24,3) du mouvement d'un fluide visqueux 
au-dessus d’un plan oscillant, par analogie avec la formule (24,4), 
on peut écrire directement la distribution de température cherchée 
sous la forme 


T= Tiers Vo ei(s Vu/2x-u), (52,17) 


On voit que les oscillations de la température sur la surface frontière 
se propagent à partir de cette surface sous forme d’« ondes de cha- 
leur » rapidement amorties à l'intérieur du milieu. 

Un autre type de problèmes de la théorie de la thermoconduction 
est constitué par les problèmes de vitesse de nivellement de la tem- 
pérature dans des corps finis inégalement chauffés, dont la surface 
est maintenue dans des conditions données. Pour résoudre les problè- 
mes de ce genre, suivant les méthodes générales, on cherche les solu- 
tions de l'équation de la chaleur sous la forme 


T=Tn(z, y, z)erint 
avec des À, constants. On obtient pour les fonctions T, l'équation 
XATr = — hnT ne (52,18) 


Cette équation n'a, pour les conditions aux limites données, de 
solutions non nulles que pour des À, déterminés, lesquels À, cons- 
tituent son spectre de « valeurs propres ». Toutes ces valeurs sont 
réelles et positives, et les fonctions 7, (x, y, z) correspondantes cons- 
tituent un système complet de fonctions orthogonales. Soit 
To (x, y, z) la distribution de la température à l'instant initial. 
En la développant suivant le système de fonctions T, : 


To(z, y, z)=Y CnTn (2: Y, 2), 


on obtient alors la solution cherchée du problème posé sous la forme 
Ta, y,2,t)= D cnTn(x, y, 2)e- nt. (52,19) 


La vitesse de nivellement de la température est, évidemment, 
déterminée essentiellement par le terme de cette somme correspon- 
dant au plus petit des À, ; soit À, ce terme. Le « temps de nivelle- 
ment » de la température peut être déterminé par l'expression 
T = 1/2. 
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Problèmes 


1. Trouver la distribution de la température autour d’une surface sphérique 
(de rayon À) dont la température est une fonction donnée du temps To (t). 

Solution. L'équation de la chaleur pour unc distribution à symétrie 
centrale de la température est, en coordonnées sphériques, 


La substitution Z(r, t) = 209 la ramène à la forme a = % = du type de 


l'équation de la chaleur à une dimension. Aussi peut-on écrire d'emblée la solu- 
tion cherchée, en vertu de la solution (52,15), sous la forme 


F SRE 
R(r—R) To (x) L &X(É—T) de. 


Tr, t)}=——— 3 
A 2 Vax J (Ur)? 
2. Même problème lorsque la température de la surface sphérique est Toe ©". 
Solution. De même que pour (52,17), on obtient: 
T=Toe-iot À QU —Hr-R) Voix 
r 


3. Trouver le « temps de nivellement » de la température pour un cube 
(d’arête 2a) dont la surface est: a) maintenue à une température donnée 7 = U, 
b) athermane. 

Solution. Dans le cas a) il correspond à la plus petite valeur de À la 
solution suivante de l'équation (52,18) : 

Ti=sin = sin on sin Le 
a a a 


(origine au centre du cube), avec 


1e 
L on 3n°4 : 


a 
Dans le cas b) on a 7; = cos _ (ou une telle fonction de y ou de :), avec t = 


= a/r?y. 
4. Même problème pour une boule de rayon R. 
Solution. A la plus petite valeur de À correspond la solution à symé- 
trie centrale de l'équation (52,18) 
Ti= sin kr 
r 


avec dans le cas a) k—:1/R, de sorte que 


Dans le cas b) 4 est déterminé en tant que plus petite racine de l'équation tg kR= 
= kR, d'où &R = 4,493, de sorte que t = 0,050R!?/Y. 
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$ 53. Loi de similitude pour la transmission de la chaleur 


Les processus de transmission de la chaleur dans un fluide se 
compliquent par rapport à ceux dans les solides du fait de la pos- 
sibilité du mouvement du fluide. Un corps chauffé plongé dans un 
fluide en mouvement se refroidit beaucoup plus vite que dans un 
fluide immobile, où la chaleur n’est évacuée que grâce à la conduc- 
tion. On emploie pour le mouvement d'un fluide inégalement chauffé 
le terme convection. 

Nous supposerons les différences de température dans le fluide 
suffisamment petites pour qu'on puisse considérer ses propriétés 
physiques comme indépendantes de la température. Par ailleurs, 
nous supposerons ces différences suffisamment grandes pour qu'on 
puisse, à leur égard, négliger les variations de température dues 
au dégagement de chaleur par suite de la dissipation d'énergie par 
frottement interne (cf. $ 55). On peut alors omettre dans l'équation 
(50,2) le terme contenant la viscosité, et il reste 


+ NVT = AT, (53,1) 


4= + étant la diffusivité. Avec l'équation de Navier-Stokes et 


l'équation de continuité, cette équation décrit complètement la 
convection dans les conditions envisagées. 

Nous ne nous intéresserons par la suite qu'au mouvement de con- 
vection stationnaire !. Alors toutes les dérivées par rapport au temps 
disparaissent, et on obtient le système suivant d'équations fonda- 
mentales : 


vVT = AT, (53,2) 
(VV) v= — v+ +vAv, divv=0. (53,3) 


Dans ce système, où les fonctions inconnues sont v, 7 et p/p, figu- 
rent deux paramètres constants seulement: v et %. En outre, la 
solution de ces équations dépend, par l'intermédiaire des conditions 
aux limites, encore d'un paramètre caractéristique de longueur !, 
de la vitesse U et de la différence caractéristique de température 
T;, — To. Les deux premières quantités déterminent, comme tou- 
jours. les dimensions des corps solides figurant dans le problème 
et la vitesse du flux fondamental du fluide, et la dernière, la diffé- 
rence de température entre le fluide ct les corps solides. 


! Pour que la convection puisse être stationnaire, il faut en toute rigueur, 
que les corps solides en contact avec le fluide contiennent des sources de chaleur 
les maintenant à température constante. 
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Quand on forme des quantités sans dimensions à partir des para- 
mètres à notre disposition, la question se pose des dimensions à attri- 
buer à la température. On remarquera, à cet effet, que la température 
est déterminée par l'équation (53,2), combinaison linéaire et homo- 
gène de T. De sorte que la température peut être multipliée, sans 
altérer les équations, par un facteur constant arbitraire. C'est dire, 
en d’autres termes, que les unités servant à mesurer la température 
peuvent être choisies arbitrairement. La possibilité d’une telle 
transformation de la température peut être retenue formellement en 
lui attribuant une dimension particulière ne figurant pas dans les 
dimensions des autres grandeurs. Telle est en l'occurrence la dimen- 
sion du degré, de l'unité qui mesure ordinairement la tempé- 
rature. 

Ainsi donc, la convection est caractérisée dans les conditions 
considérées par cinq paramètres de dimensions: 


[vl=([x1=cm?/s, [U]—=cm/s, [i]—cm, [T;—To] = degré. 


On peut en former deux combinaisons sans dimensions indépen- 


dantes. Nous prendrons pour telles le nombre de Reynolds R-T 


et le nombre de Prandt]l défini par le rapport 


v 
Per. (53,4) 


Toute autre quantité sans dimensions peut être exprimée en fonc- 
tion de R et P 1. 

En ce qui concerne le nombre de Prandtl, c'est tout simplement 
une certaine constante matérielle de la matière qui ne dépend pas 
des propriétés du flux lui-même. Pour les gaz ce nombre est toujours 
de l'ordre de l'unité. Pour les liquides, les valeurs de P s'étalent 
dans un intervalle plus grand. Pour les liquides très visqueux, P peut 
atteindre de très grandes valeurs. Indiquons, à titre d'exemple, 
les valeurs de P à 20 °C pour diverses substances : 


AD ne pe nn duree 0,733 
PAU 4 2 4 4 aies cr en 6,75 
alcool . . . . . . . . . 16,6 
glycérine . . . . . . . 7250 
mercure . . . . . . . 0,044 


Ainsi qu'il a été fait au $ 19, on peut à présent conclure que dans 
un flux de convection stationnaire (de type donné) les distributions 


1 On se sert parfois du nombre de Péclet défini par © — RP. 
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de la température et des vitesses s'écrivent 


T—T v r - 
FR ={(7, R, P), T=f (=. R) : (53,5) 
La fonction sans dimensions déterminant la distribution de la tem- 
pérature dépend, en tant que paramètres, des deux nombres R et P; 
la distribution des vitesses, elle, ne dépend que de R, puisqu'elle 
est déterminée par les équations (53,3) qui ne contiennent pas la 
conduction. Deux flux de convection sont semblables si leurs nom- 
bres de Reynolds et de Prandtl sont identiques. 

La transmission de chaleur entre des corps solides et un liquide 
est habituellement caractérisée par le coefficient de transmission 
a de définition: 


a= (53,6} 


et 

TT À 
où g est la densité du flux de chaleur à travers la surface du corps, 
et où T, — Ta est la différence de température caractéristique entre 
le corps solide et le fluide. Si La distribution de la température dans 
le fluide est connue, le coefficient de transmission de chaleur peut 
être facilement déterminé en calculant la densité du flux de chaleur 


q = x © à la frontière du fluide (la dérivée est prise suivant 


la normale à la surface du corps). 

Le coefficient de transmission est doué de dimensions. On prend 
pour quantité sans dimensions caractérisant la transmission de 
chaleur le nombre de Nusselt! 


l = 
N= +. (53,7) 


Il résulte de considérations de similitude que, pour chaque type 
donné de mouvement de convection, le nombre de Nusselt est une 
fonction déterminée des seuls nombres de Reynolds et de Prandtl: 


N=/f(R, P). (53,8) 


Cette fonction prend une forme triviale pour une convection 
avec des nombres de Reynolds suffisamment petits. Aux petits R 
correspondent des petites vitesses de mouvement. Aussi peut-on 
négliger en première approximation dans (53,2) le terme contenant 
la vitesse, de sorte que la distribution de la température est déter- 
minée par l'équation AT = 0, c'est-à-dire par l'équation usuelle 


1 On utilise également le « nombre de transmission de chaleur » sans dimen- 
sions de définition 
K œ N° 


KT pe RP : 
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de la conduction stationnaire dans un milieu immobile. Le coeffi- 
cient de transmission de chaleur ne peut, évidemment, dépendre 
à présent ni de la vitesse, ni de la viscosité du fluide, et doit donc 
simplement s’écrire 


N= const ; (53,9) 


calculant cette constante, on pourra considérer que le fluide est 
immobile. 


Problème 


Déterminer la distribution de la température dans un fluide en écoulement 
de Poiseuille dans une conduite de section circulaire, la température de la paroi 
variant le long de la conduite suivant une loi linéaire. 

Solution. Les conditions de l'écoulement sont identiques dans toutes 
les sections de la conduite, et la distribution de la Mona peut s'écrire 
sous la forme T = A: +- f (r), où Az est la température de la paroi (on a pris des 
coordonnées cylindriques d’axe des z suivant l'axe de la conduite). On a pour la 
vitesse d’après (17,9) v, = v = 2» (: — 2) , où v,, st la vitesse moyenne. 
Substituant ceci dans (53,2), on trouve l'équation 


+ (L = né [4 (+ ° 

r dr )= 7 F) ] ° 

La solution de cette équation, sans singularité pour r—0 et satisfaisant à la 
condition f—0 pour r=2R, cst 


of (4 (97 


La densité du flux de chaleur cest 


Elle ne dépend pas de la conductivité. 


$ 54. Transmission de la chaleur dans la couche limite 


La distribution de la température dans un fluide possède, aux 
très grands nombres de Reynolds, des particularités analogues à cel- 
les que possède la distribution de la vitesse elle-même. De très gran- 
des valeurs de R équivalent à une viscosité très faible. Mais comme 


le nombre P = T n’est pas très petit, en même temps que v on con- 


sidérera aussi comme très petite la diffusivité %. Ceci correspond 
au fait qu’aux vitesses de mouvement suffisamment grandes on peut, 
grosso modo, assimiler le fluide à un fluide parfait — il ne doit y avoir 


dans un fluide parfait ni processus de frottement interne, ni proces- 
sus de conduction. 
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Mais un tel traitement sera encore inapplicable dans la couche 
fluide à mème la paroi, puisqu'alors ne seront pas observées à la 
surface du corps ni la condition limite d'adhérence, ni la condition 
d'égalité des températures du fluide et du corps. Ceci étant, on aura 
dans la couche limite, parallèlement à la chute rapide de la vitesse, 
variation rapide de la température du fluide jusqu'à la valeur de 
la température de la surface du corps solide. La couche limite sera 
caractérisée par la présence dans cette couche d'importants gra- 
dients de vitesse aussi bien que de température. 

Pour ce qui est de la distribution de la température dans le volume 
fondamental du fluide, il est facile de voir que lors de l'écoulement 
autour d’un corps chauffé (aux grands R), l’échauffement du fluide 
ne se passe pratiquement que dans la région du sillage, la tempéra- 
ture du fluide ne variant pas en dehors du sillage. En effet, pour 
les très grands R les processus de conduction dans le flux fondamen- 
tal ne jouent pratiquement aucun rôle. Aussi la température ne 
change-t-elle qu'aux points de l’espace par lesquels passe dans son 
mouvement le fluide chauffé dans la couche limite. Or, nous savons 
que (cf. $ 34) de la couche limite les lignes de courant ne sortent 
dans la région du flux fondamental qu'au-delà de la ligne de décolle- 
ment, où elles émergent dans la région du sillage turbulent. De la ré- 
gion du sillage les lignes de courant ne sortent plus dans l’espace 
ambiant. De cette façon, le fluide qui s'écoule au voisinage de la 
surface du corps chauffé dans la couche limite va tout entier dans la 
région du sillage, où il reste. On voit que la chaleur est distribuée 
dans les régions de rotationnel de vitesse non nul. 

L'intérieur de la région turbulente elle-même est le siège d'un 
important échange de chaleur, le fluide étant soumis à un brassage 
intense caractéristique de chaque mouvement turbulent. Un tel méca- 
nisme de transmission de la chaleur peut être appelé conduction 
turbulente et caractérisé par le coefficient xiurb, de même que nous 
avons introduit la notion de viscosité turbulente Miurb ($ 31). En ce 
qui concerne l'ordre de grandeur, la « diffusivité turbulente » est 
déterminée par une formule analogue à celle de viurm (31,2): 


Xturb — lAu. 


De sorte que les processus de transmission de la chaleur 
dans les flux laminaire et turbulent sont foncièrement différents. 
Dans le cas limite où la viscosité et la conductivité sont 
arbitrairement petites les processus de transmission de chaleur sont 
absents dans le flux laminaire et la température du fluide reste 
inchangée en chaque point de l’espace. Par contre, dans le fluide 
en mouvement turbulent, dans le même cas limite, la transmission 
de la chaleur existe bien ct donne lieu à une rapide égalisation de la 
température en différents points du flux. 


17—406 
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Il est à noter que quand nous disons température du fluide en 
mouvement turbulent, nous avons en vuc la moyenne temporelle 
de la température. La vraie température subit en chaque point de 
l'espace des variations extrêmement irrégulières au cours du temps, 
comme les variations de la vitesse du mouvement. 

Considérons d’abord la transmission de la chaleur dans la couche 
limite laminaire. Les équations du mouvement (39,10) conservent 
leur forme. Une simplification analogue doit être faite à présent 
pour l'équation (53,2). Développée, cette équation s'écrit (toutes les 
quantités ne dépendent pas de 2): 

ôT ÔT aT AT 
er tan (ar to): 
Le Da ST aT 
On peut négliger au second membre la dérivée devant GE? 


de sorte qu'il reste 


ôT ôT aT 
RO Dyr7rMlnEE Dr (54,1) 


Il résulte de la comparaison de cette équation avec la première 
des équations (39,10) que si le nombre de Prandtl est de l'ordre de 
l'unité, l'ordre de grandeur 6 de l'épaisseur de la couche où se pro- 
duisent la chute de la vitesse v, et la variation de la température 7 
sera, comme auparavant, déterminé par les formules déduites au 
$ 39, c'est-à-dire qu'il sera en raison inverse de VR. Le flux de 

oT : , 
chaleur q — —»x-— est, en ce qui concerne l'ordre de grandeur, 


ôn 
Ti—T : sa à 2 " 
1, Aussi est-on conduit à ce résultat que q, en même 


x 


temps que le nombre de Nusselt, est en raison de J/R. Quant à la 
dépendance de N par rapport à P, elle reste indéterminée. De cette 
façon, on a: 

N = VR /(P). (54,2) 


Il en résulte, notamment, que le coefficient de transmission « cest 
en raison inverse de la racine des dimensions / du corps. 

Passons maintenant à la transmission de la chaleur dans la couche 
limite turbulente. Il est alors commode de considérer, ainsi qu’au 
$ 42, un flux turbulent plan parallèle infini s'écoulant sur une sur- 


face plane infinie. Le gradient transversal de température _—. dans 


un tel flux peut être déterminé au moyen des mêmes considérations 
dimensionnelles qui ont servi pour trouver le gradient de vitesse 
_ . Désignons par q la densité du flux de chaleur le long de l'axe 
des y dû à l'existence du gradient de température. Ce flux est une 
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quantité constante (indépendante de y) au même titre que le flux 
d'impulsion ©, et peut être considéré en même temps que celui-ci 
comme un paramètre donné déterminant les propriétés du flux. 
En outre, on a maintenant pour paramètres la densité o et la cha- 
leur spécifique c, de l'unité de masse du fluide. Introduisons au 
lieu de © en tant que paramètre la grandeur v,; q et c, ont 
respectivement pour dimensions erg/s-cm° = g/s° et erg/g -degré — 
— cm°/s°. degré. Pour ce qui est des coefficients de viscosité et de 
conductivité, pour les R suffisamment grands ils ne sauraient figurer 
aT 

PTE . 

En vertu de l’homogénéité des équations par rapport à la tem- 
pérature, mentionnée au $ 53, on peut multiplier la température 
par un nombre arbitraire sans altérer les équations. Mais lorsque 
la température varie, le flux de chaleur doit varier d'autant de 
fois. Donc q et T doivent être proportionnels. Mais on ne peut for- 
mer à partir de g, v,, p, c, et y qu’une seule quantité de dimensions 
degré/cm dans le même temps proportionnelle à q. Telle est la quan- 
tité —1— , Aussi doit-on avoir 

EC play 
dT q 


“dy ni PCpKlay ? 


explicitement dans 


B étant une constante numérique devant être déterminée expérimen- 
talement!. On en déduit : 


q 

T=B— Qny +0). (54,3) 
De sorte que la température, ainsi que la vitesse, est distribuée 
suivant une loi logarithmique. La constante d'intégration c figurant 
ici doit, ainsi que lors de la déduction de (42,7), être déterminée 
à partir des conditions dans la sous-couche visqueuse. La différence 
totale de température du fluide au point donné et de celle de la paroi 
(que nous convenons de prendre égale à zéro) est constituée par la 
chute de température dans la couche turbulente et par sa chute dans 
la sous-couche visqueuse. Seule la première d'entre elles est déter- 


1 Ici x est la constante figurant dans le profil logarithmique des vitesses 
(42,4). Dans une telle définition $ est le rapport B = viurb/Xturbs Où Vturb et 
Xturb sont les coefficients dans les relations 


petit » C=OYturb 2 . 
dy dy 


Des mesures simultanées du profil des vitesses et des températures dans les con- 
duites et lors de l'écoulement autour de plaques planes, on a obtenu pour f 
la valeur —0,7. Indiquons à ce sujet que des mesures analogues dans le sillage 
turbulent derrière un corps chauffé donnent pour le rapport vturb/{turs dans le 
flux turbulent libre la valeur —0,5. 


17% 
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minée par la loi logarithmique (54,3). De sorte que si l’on écrit 
(54,3) sous la forme 
a g YUa 
T = Bree (ne + const) ; 

ayant introduit sous le logarithme l'épaisseur y,, la constante (mul- 
tipliée par le facteur qui se trouve devant la parenthèse) doit repré- 
senter la variation de la température dans la sous-couche visqueuse. 
Cette variation dépend, certes, aussi bien des coefficients v et %. 
La constante étant sans dimensions, elle doit se présenter sous la 
forme d’une fonction du nombre P, qui est la seule combinaison 
sans dimensions qu’on puisse former à partir des quantités v, %,p, 
v,, c en notre possession (quant au flux de chaleur q, il ne saurait 
figurer dans la constante, puisque T7 doit être en raison de g, et 
que gq figure déjà dans le facteur devant la parenthèse). De sorte 
qu'on obtient la loi de distribution de la température sous la forme 


_ q Uxy 
T-p [in et + sæ)]. (54,4) 
A l’aide de cette formule on peut calculer la transmission de 


Chaleur lors de l'écoulement turbulent dans une conduite, autour 
d’une plaque plane, etc. Nous n'insisterons pas là-dessus. 


Problèmes 


A. Trouver la loi limite de la dépendance du nombre de Nusselt par rapport 
au nombre de Prandtl dans la couche limite laminaire pour les grandes valeurs 
de Pet de R. : . : ne 

Solution. Pour les grands P la distance 6’ à laquelle il y a variation 
de température est petite devant l'épaisseur 8 de la couche dans laquelle il 
y a chute de la vitesse v, (6° peut être appelé épaisseur de la couche limite de 
température). On peut déduire l'ordre de grandeur de 6’ en évaluant les termes 
de l'équation (54.1). A la distance de y = 0 à y — 6’ la tem érature varie de 
l'ordre de la différence totale T; — 7, des températures du fluide et du corps 
solide, et la vitesse v, varie sur cette même distance de l'ordre de Uô’/6 (la vites- 
se subit une variation totale de l'ordre de U sur la distance 6). Ceci étant, pour 
y — 6’ les termes de l’équation (54,1) ont pour ordre de grandeur 


aT Ti—To OT _y 8 Ti—To 
Re Ma VS 1 : 


ôl ; L 
La comparaison des deux expressions donne 6'3 — X T° Substituant Ô — A : 


on obtient : 
ÿ L ô 
TORI2p78 pis” 


Ainsi, pour les grands P l'épaisseur de la couche limite de température décroît 
par rapport à l'épaisseur de la couche limite de vitesse en raison inverse de la 


racine cubique de P. 
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Le flux de chaleur est g= — x CLP HT 
ôy ù 


loi limite cherchée de transmission de chaleur !: 
N= const-R1/2p1/3, 


2. Trouver la forme limite de la fonction j (P) dans la loi logarithmique 
de distribution de température (54,4) pour les grandes valeurs de P. 

Solution. Conformément à ce qui a été dit au & 42, la vitesse trans- 
versale dans la sous-couche visqueuse a pour ordre de grandeur we (y/yo)? ct 
l'échelle du mouvement turbulent, y°/y0. La « diffusivité turbulente » est donc 


a 

Yo 

[nous avons utilisé ici la relation (42,5)]; Xturs est comparable, pour l'ordre de 

garde au coefficient ordinaire 4 aux distances de l’ordre de y, — YoP—/4. 
mme Yturb croît très vite avec y, il est clair que la variation fondamentale 

de température dans la sous-couche visqueuse se produit à des distances de la 


paroi de l'ordre de y;, et on peut la supposer proportionnelle à y,, c'est-à-dire 
qu'elle a pour ordre de grandeur 


et on trouve finalement la 


y 4 
Xturb — Ueÿo |) —V 
yo 


guy 180 4 _ p3/4 
7x 7 mP{/#  pepux 


Comparant avec la formule (54,4), on trouve que f(P) a la forme 
f(P)=const.P3/4, 


la constante dans cette expression étant une constante numérique ©. 

3. Trouver la dépendance des différences de température 71 dans un flux 
turbulent inégalement chauffé par rapport aux distances À petites devant l'échelle 
fondamentale de turbulence ! (A. Oboukhov, 1949). 

Solution. Le nivellement des températures dans le’ flux turbulent 
inégalement chauffé se passe d'une manière analogue à la dissipation d'énergie 
mécanique. Les pulsations turbulentes des échelles À © À (À est l'échelle inter- 
ne de turbulence) entraînent le nivellement des températures par brassage pure- 
ment mécanique des « particules fluides » de différentes températures. Quant 


1 Pour les valeurs réelles du coefficient de thermoconduction de diverses 
substances le nombre de Prandt] n'atteint pas les grandes valeurs pour lesquelles 
cette loi limite pourrait jouer. Toutefois, de telles lois peuvent être appliquées 
à la diffusion par convection décrite par les mêmes équations que la transmission 
de chaleur par convection, le rôle de la température incombant à la concentra- 
tion de la substance dissoute, le rôle de flux de la chaleur au flux de cette substan- 
ce, et le « nombre de Prandt] de diffusion » ayant pour définition Ph = v/D, 
où D est le coefficient de diffusion. Ainsi, pour les solutions dans l'eau ou des 
fluides semblables Ph atteint des valeurs de l'ordre de 105, et pour des solutions 
dans des solvants très visqueux. 108 et plus. 

2 Le calcul du coefficient constant dans cette formule pour divers cas con- 
crets est facilité par le fait que, grâce à l’inégalité 6” € 6, on peut, lors de l'inté- 

ration de l'équation (54,1) dans la couche limite de température, prendre pour 
es composantes de la vitesse du fluide les premiers termes de leur développe- 
ment d'après les puissances de la distance y à la paroi. On trouvera les calculs 
de la diffusion par convection pour divers cas concrets dans: V. Levitch, 
Hydrodynamique physico-chimique, éd. de l'Académie des Sciences de 
V'U.R.S.S., 1952. 
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aux ann de température réelle notables dans les régions À — À, ils se 
nivellent par conduction dissipative réelle. 

La dissipation duc à la thermoconduction (croissance de l'entropie) est 
(VT}? 
TE 
tes de la température relativement petites, on peut remplacer T*au dénominateur 
par une quant constante: par le carré de la température moyenne. Suivant 

la méthode exposée au & 32 (cf. nota de la page 152), nous écrirons: 


déterminée par la quantité {cf. (49,6)] ; supposant les oscillations turbulen- 


Ta \2 
Xturb à (>) == const. 


Substituant {turba — VturbAa Al D (e) 8 [cf. (32,1)], on obtient la relation 

cherchée T1 © À//3. De cette façon, pour à > À, les pulsations de la température 

sont, comme celles de la vitesse, proportionnelles à la racine cubique de la dis- 

tance. Pour ce qui est des distances £ < do. en vertu des mêmes considérations 

que jour la vitesse, les différences T;, sont simplement proportionnelles à À. 
. Déduire une relation liant les fonctions corrélatives locales 


Brr=(T2—Ti)t, Birr = (vai —vii) (T2 —Ti)° 


dans un flux turbulent inégalement chauffé (A. Yaglom, 1949). 
Solution. Les calculs sont analogues à ceux de la déduction de la 
formule (33,18). A l’aide des équations 


ôT ôT 


_ dvi 
Sr ul 5e —XAT: 0 


dti “— 


on obtient 


à 9 
— TiTo= —2 
gr Ti72 Ôzyi 
On pose au premier membre de l'égalité r—r2—r;, et au second on exprime 
les valeurs moyennes au moyen des fonctions corrélatives, utilisant alors 
l'homogénéité et l'isotropie du mouvement : 

de 1 à 


ot 2 oz 


Val iTo+ 2XA1TiTo. 


Birr —XABrr. 


Ecrivant Birr="B-rr et passant aux dérivées par rapport à r, on obtient 
une égalité qui, après une seule intégration sur r, donne la relation cherchée 


dB & 
Brrr —2} E = —ÿ"P 
ë ë ù : 9 = 9 5 me 
où l'on a introduit la notation q = KA T?= RTE (T—T)2. Ayant en vue 
les résultats du problème 3. on en déduit que pour r ÿ À. 
4r 

Berre 

et pour r€ À 
Brr œ A @: 


9% 
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$ 55. Echauîfement d un corps dans un fluide en mouvement 


Un thermomètre plongé dans un fluide immobile indique une 
température égale à celle du fluide. Si le fluide se meut, le thermo- 
mètre indique une température un peu supérieure. Ceci provient 
de l'échauffement dû au frottement interne du fluide freiné au voisi- 
nage de la paroi du thermomètre. 

Le problème général peut se formuler comme suit. Un corps de 
forme quelconque est immergé dans un fluide en mouvement; au 
bout d’un laps de temps suffisant, un certain équilibre thermique 
s'établit, et on demande de déterminer la différence de température 
T, — T, entre le corps et le fluide. 

La solution de ce problème est déterminée par l'équation (50,2), 
dans laquelle, néanmoins, on ne saurait plus à présent négliger 
le terme contenant la viscosité, comme cela a été fait dans (53,1); 
c'est précisément ce terme qui détermine l'effet qui nous intéresse. 
De sorte qu'on a pour l’état stationnaire l'équation 

VVT = 4AT + | ao +). (55,1) 
<Cp 


ÔTR ôzx; 


On doit lui associer les équations du mouvement (53,3) du fluide 
lui-même et, en toute rigueur, encore l'équation de la chaleur dans 
le corps solide. Dans le cas limite où la conductivité du corps est 
suffisamment petite, on peut en faire abstraction, et considérer que 
la température de chaque point de la surface du corps est simplement 
égale à la température du fluide en ce même point, laquelle s'obtient 


en résolvant l'équation (55,1) avec la condition à la limite T = 0 


qui stipule que le flux de chaleur à travers la surface du corps est 
nul. Dans le cas limite inverse où la conductivité du corps est suf- 
fisamment grande, on peut approximativement exiger que la tem- 
pérature soit la même en tous les points de sa surface; la dérivée 


T ne s’annule pas alors en général sur toute la surface, et il ne 
faudra exiger que l'annulation du flux total de chaleur à travers 
toute la surface du corps (c’est-à-dire de l'intégrale de _ sur cette 


surface). Dans les deux cas limites le coefficient de conductivité 
du corps ne figure pas explicitement dans la solution du problème ; 
nous supposerons ci-dessous avoir affaire à l'un de ces cas 1. 
Les équations (55,1) et (53,3) contiennent les paramètres cons- 
tants 4, v et c, et, en outre, leurs solutions contiennent les dimen- 
1 J. Kibel a déduit la solution exacte pour la rotation d’un disque chauffé 


dans un fluide visqueux. analogue à la solution exposée au & 23 à température 
constante (cf. Mathématiques appliquées et mécanique 11, 611, 1947). 
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sions du corps L et la vitesse U du flux incident. (La différence de 
température T, — T,, elle, n’est plus à présent un paramètre arbi- 
traire, et doit être elle-même déterminée en résolvant les équations.) 
Avec ces paramètres on peut former deux combinaisons indépendan- 
tes sans dimensions; nous prendrons pour telles R et P. On peut 
alors affirmer que la différence cherchée T, — T, est égale à une 
quantité quelconque de même dimension que la température 


(on prendra pour telle 2) multipliée par une fonction de R et de P: 
P 


Ti—To= ei (R, P). (55,2) 


Il est facile de trouver la forme de cette fonction dans le cas des 
nombres de Reynolds très petits, c'est-à-dire des vitesses U suffi- 
samment petites. Alors le terme vVT dans (55,1) est petit devant 
XAT, de sorte que l'équation (55,1) se simplifie: 


” v dvi dÙr \? ee 
xAT = T2 ( FA +2) . (55,3) 


La température et la vilesse éprouvent une variation notable sur 
une extension de l’ordre des dimensions ! du corps. Aussi l'évalua- 
tion des deux membres de (55,3) donne-t-elle 


X(Ti—To) . vU? 
E chi 


, 


d'où 7; — ere Ainsi, nous sommes conduits à ce résultat 
que pour les R petits 


Ti—T,=const- PE, (55,4) 
Cp 


avec une constante numérique qui dépend de la forme du corps. 
Notons que la différence de température est en raison du carré de la 
vitesse U. 

Certaines conclusions générales sur la forme de la fonction 
f(P, R) dans (55,2) peuvent aussi être faites dans le cas inverse 
des grands R, alors que la vitesse et la température varient seule- 
ment dans une couche limite mince. Soient 6 et 6’ les distances 
auxquelles varient respectivement la vitesse et la température; 
6 et 6’ se distinguent par un facteur qui dépend de P. Il se dégage 
par seconde dans la couche limite, grâce à la viscosité du fluide, 
une qu de chaleur égale (par cm? de surface du corps) à l'inté- 


grale de . (a CUIR ee) suivant l'épaisseur du corps [cf. (16,3)1. 


ÔTh CEA 
2 2 
Cette intégrale a pour ordre de grandeur vp _ ô = vp es . Par ailleurs, 
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cette chaleur doit être égale à celle perdue par le corps, égale au 


flux qg = > = KCpP AT, Comparant les deux expressions, 
on est conduit au résultat : 
U: 
Ress IAE) (55,5} 


De cette façon, dans ce cas aussi la fonction f est indépendante de R ; 
quant à sa dépendance par rapport à P, elle reste indéterminée. 


Problèmes 


1. Trouver la distribution de la température dans un fluide en écoulement 
de Poiseuille dans une conduite de section circulaire dont les parois sont mainte- 
nues à température constante To. 

Solution. En coordonnées cylindriques d’axe des : confondu avec 
celui de la conduite, on a: v. = v = 2, [1 — 2) | , où vh est la vitesse 
moyenne de l'écoulement. La substitution dans (55,3) conduit à l'équation 


14 d dT 160%,  v 

un (r +) Re 
r dr dr RY YCh 

La solution de cette équation finie pour r—0 et satisfaisant à la conditior 

T=To pour r=R, est 


P r \4 
pipi t—(5) ]: 
Cp R 

2. Trouver la différence de température entre une boule solide et le liquide 
s'écoulant autour pour des nombres de Reynolds petits; la conductivité de læ 
boule est supposée grande. 

Solution. Prenons des coordonnées sphériques r, 0, @ d’origine aw 
centre de la boule et d’axe polaire dirigé suivant la direction de la vitesse et du 
flux incident. Calculant les composantes du tenseur _ +- _ 
formules (15,17) et de la formule (20,9) pour la vitesse du fluide qui s'écoule 
autour de la boule, on obtient l’équation (55,3) sous la forme 


NET 10 (no 
TT or Sr) + r2sin0 (sin 7 )= 


4 2 24 4 
= A4 Loose 0 (3-5 7) A 


r2 r4 râ , 


au moyen des 


. On cherche 7 (r, 0) sous la forme 


T=j({r) cos®6+g (r) 


et on obtient après séparation des termes qui dépendent et qui ne dépendent 
pas de 0 deux équations pour f et g: 
4 6 6 
r2f"LOrf"—6f = — À ( 3R° 6R 2R ) : R 


TE 7 TE règ"+2rg"+2j= —4 . 
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On déduit de la première : 
JA (RE ns ae 


{on omet le terme de la forme const-r? en tant que terme ne s'annulant pas 
à l'infini), après quoi la seconde conduit à la solution 


___ À [3 R? 1 R4 1 RS c,RS  cR 
en (ets een) es 


Les constantes c1, c, c3 sont déterminées par les conditions 
T=const et [HF resin 0 400 pour r=R, 
<e qui revient à exiger que f(R)—0, g'(R) ETS (R)=0; à l'infini on doit 
avoir T=To. On trouve: 
5 2 
= : = À, C3 =To. 


On obtient pour la différence de température entre la boule [T;=T (R)] et 
lo fluide (To) : 


5 L u? 

Ti—To = — P — 

8 Ch 
Notons que la distribution do température cherchéc satisfait aussi à la condition 
T = U pour r = A, c'est-à-dire que j'(R) = g'(R) = 0. Aussi est-elle simul- 


tanément solution du même problème dans le cas où la conductivité de la boule 
<st faible. 


$ 56. Convection libre 


Nous avons vu au $ 3 que s’il y a dans un fluide placé dans le 
champ de pesanteur équilibre mécanique, la distribution de la tem- 
pérature n'y dépend que de la hauteur z: T = T (z). Si la distri- 
bution de la température ne satisfait pas à cette condition, étant, 
en général, fonction des trois coordonnées, l’équilibre mécanique 
dans le fluide est impossible. Qui plus est, même si T = T(:), l'équi- 
libre mécanique peut très bien être impossible si le gradient de tem- 
pérature vertical est dirigé vers le bas et s'il est de valeur absolue 
supérieur à une certaine valeur limite ($ 4). 

L'absence d'équilibre mécanique donne naissance dans le fluide 
à des courants internes qui tendent à le brasser de sorte qu’il s'y 
établisse une température constante. Un tel mouvement engendré 
dans le champ de pesanteur s'appelle convection libre. 

Déduisons les équations décrivant la convection. Nous suppose- 
rons le fluide incompressible. C'est dire que la pression varie suffi- 
samment peu dans le fluide, si bien qu'on peut faire abstraction 
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de la variation de densité due à la variation de pression. Par exemple, 
dans l'atmosphère, où la pression varie avec l'altitude, nous ne con- 
sidérerons pas de colonnes trop hautes, dans lesquelles la variation 
de la densité avec l'altitude devient importante. Pour ce qui est 
de la variation de densité du fait que le fluide est irrégulièrement 
chauffé, on ne saurait, évidemment, en faire abstraction. En l'occur- 
rence, elle donne naissance à des forces qui provoquent le mouvement 
de convection. 

Ecrivons la température variable T (x, y, =, t) sous la forme 
T =T,;+T', To étant une certaine valeur moyenne constante 
à partir de laquelle est comptée l'inégalité de la température T”. 
Nous supposerons 7” petit devant T,. 

Nous écrirons de même la densité du fluide sous la forme 
? = Po + p’ avec p, constant. La variation de température T” étant 
petite, il en est de même de la variation de densité p’ qu'elle pro- 
voque, et on peut écrire: 


ÿ ô , , ET 
p = (2) 5 T = — PBT . (56, 1) 
dp 


Ici B = — + est le coefficient de dilatation thermique du fluide. 

Mais dans la pression p = p, + p” la quantité p, n’est pas cons- 
tante. C'est la pression correspondant à l'équilibre mécanique 
à température et densité constantes (égales à T, et p,). Elle varie 
avec la hauteur conformément à l'équation hydrostatique 


Po = Pogr + const. (56,2) 


Commençons par transformer l'équation de Navier-Slokes, qui, en 
présence de champ de pesanteur, a la forme 


+ V4 = — + vav+e, 


qui s'obtient en ajoutant au second membre de (15,7) la force de 
pesanteur g agissant sur l'unité de masse. Substituons ici p — ps, + 
+ p’, p = po + p’. En se limitant au premier ordre, on a: 
NP Spo Vr. Vhi 
p Po Po pi 
ou, substituant (56,1) et (56,2): 
Vp , vpn a 
——=gt— 1. eT'P. 
CR TR p 
Substituant cette expression dans l'équation de Navier-Stokes et 
omettant l'indice dans ps, on obtient finalement : 


+ (ww) v= VE + vAv —Bg7”. (56.3) 


L 
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Dans l'équation de la chaleur (50,2) le terme contenant la viscosité 
est, en convection libre, comme on pourrait le montrer, toujours 
petit devant les autres termes de l'équation, si bien qu'il peut être 
omis. On obtient ainsi: 


+ VI = AT". (56,4} 


Les équations (56,3) et (56,4) forment. avec l'équation de continuité 
div v = 0, un système complet d'équations décrivant la convection 
libre. 

Pour le mouvement stationnaire les équations de la convection 
prennent la forme 


(VV) v = vi eBT' + vAv, (56,5) 
VVT" = AT", (56,6) 
divv—0. (56,7) 


Ce système de cinq équations déterminant les fonctions inconnues v, 
1 , T' contient trois paramètres : v, x et gB. En outre, leur solution 
contient la longueur caractéristique ! et la différence de température 
T; — T, du corps solide et du fluide (loin du corps). La vitesse 
caractéristique est maintenant absente, puisqu'il n'y a pas de courant. 
provoqué par des causes étrangères, et que tout le mouvement du 
fluide est dû au fait qu'il est irrégulièrement chauffé. 

De sorte que la convection libre stationnaire dans le champ de la 
pesanteur est caractérisée par cinq paramètres, qui ont pour dimen- 
sions : 

Ix1=1[vI=cm?/s, [Ti—Ti]— degré, [l|=cm, 


[gB] — cm/s° degré. 
On peut former avec ces quantités deux combinaisons sans dimen- 
sions indépendantes. On prend habituellement pour telles le nombre 
de Prandtl P=— et le nombre de Grashof: 


GE =) (56,8) 


v° 


Par conséquent, la loi de similitude pour la convection libre 
stipule : 


v=+t(r,c), T=(Ti—To)f (+, P.G). (56,9) 


Deux écoulements sont semblables si leurs nombres de Prandtl et de 
Grashof sont identiques. 
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La transmission de chaleur lors de la convection dans le champ 
de gravité, aussi bien que lorsque celui-ci est ignoré, est caracté- 
risée par le nombre de Nusselt. Ce nombre est maintenant seule- 
ment fonction de P et de G: 


N=/(P,G). (56,10) 


La valeur du nombre de Grashof est une importante caractéristi- 
que du mouvement de convection d’un fluide. Pour des valeurs 
suffisamment petites de G la convection libre est inessentielle pour 
le processus de transmission de chaleur dans le fluide. Celle-ci est 
alors essentiellement assurée par la conduction habituelle. 

Le mouvement de convection peut être aussi bien laminaire que 
turbulent. [Il n'existe pas pour la convection libre de nombre de 
Reynolds (puisqu'il n’y a pas de paramètres caractéristiques de la 
vitesse), et l'avènement de la turbulence est déterminé par le nombre 
de Grashof,— la convection devient turbulente pour de très grandes 
valeurs de G. 

Un cas très spécifique de convection est le mouvement engendré 
dans un fluide entre deux plans infinis horizontaux portés à diffé- 
rentes températures (la température T, du plan inférieur est plus 
grande que la température T, du plan supérieur). Si la différence 
de température T, — T;, n'est pas trop grande, le fluide reste immo- 
bile et il s'établit un régime de conduction pure, la température 
et la densité sont seulement fonctions de la coordonnée verticale z, 
la densité croissant de bas en haut. Mais si la différence T, — T7, 
excède une certaine valeur critique (dépendant de la distance / 
entre les plans), un tel régime devient instable et apparaît un mou- 
vement de convection stationnaire. On peut déterminer théorique- 
ment l'instant où l'instabilité survient (cf. prob. 5). La valeur cri- 
tique de la différence T, — T, est déterminée par le produit 


GP= gBI3 (To—Ts) | 
VX 
Dans une couche de fluide entre deux plans solides maintenus à tem- 
pérature constante la convection doit survenir pour GP >> 1710. 
Si la surface supérieure du fluide est libre (mais à température cons- 
tante), la convection survient pour GP >> 11001. 


(56,11) 


1 Ces conditions (la différence T; — Ti étant donnée) sont certainement 
cape pour les { suffisamment grands. Pour éviter tout malentendu, rappelons 
qu'il s'agit ici seulement des hauteurs ! pour lesquelles la variation de densité 

u fluide sous l'influence du champ de pesanteur est inessentielle. Aussi ces 
critères tombent-ils en défaut pour des colonnes de fluide très hautes. On appli- 
quera dans ce cas le critère déduit au $ 4. qui montre que la convection peut 
être absente pour n'importe quelle hauteur de la colonne si le gradient de tempé- 
rature n'est pas trop élevé. 
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Le mouvement de convection qui apparaît a un caractère spéci- 
fique. Il est déjà évident, du fait que l’espace entre les plans est 
infini horizontalement, que le mouvement doit être doué de pério- 
dicité dans le plan horizontal. En d'autres termes, on peut se repré- 
senter tout l’espace entre les plans frontières comme étant divisé 
en prismes réguliers identiques dans chacun desquels le fluide se 
meut de la même manière. Les contours des sections de ces prismes 
par un plan horizontal forment dans ce plan un « réseau à deux di- 
mensions ». La détermination théorique de la symétrie de ce réseau 
est très difficile; les données expérimentales semblent témoigner 
en faveur de la symétrie « hexagonale » avec des cellules en forme 
de prismes hexagonales, le fluide montant par le milieu des prismes 
pour redescendre par les bords (ou vice versa). 

Pour les très grandes valeurs de G la convection stationnai- 
re devient. à son tour, instable; la turbulence commence pour 
G = 50 000. 

Un autre cas analogue d'’instabilité, étudié en détail par 
G. Ostrooumor (1946), est la convection qui apparaît dans des con- 
ditions déterminées dans un tuyau cylindrique vertical le long duquel 
est maintenu un gradient de température constant ; il existe là encore 
une valeur critique du produit GP au-delà de laquelle l'état de 
repos du fluide est instable (cf. prob. 6). 


Problèmes 


{. Trouver le nombre de Nusselt en convection libre au voisinage d’une 
plaque plane verticale. On suppose la vitesse et la différence de température 
T' = T — To (To est la température du fluide à une distance infinie de la pla- 
que) notablement non nulles seulement dans une fine couche limite à la surface 

e la plaque (Polhausen). 

Solution. Nous prendrons l'origine des coordonnées au bord inférieur 
de la plaque. l'axe des x verticalement dans le plan de la plaque, et l'axe des 
y perpendiculaire au plan de la plaque. Dans la couche limite la pression ne varie 
pas le long de l'axe des y (cf. $ 39), ce qui fait qu’elle est partout égale à la pres- 
sion hydrostatique ps (x), de sorte que p’ = 0. A l’approximation usuelle pour 
la couche limite. les équations (56,5) à (56,7) prennent la forme 


ôv. ôv. dv 
De Te VU gg V Ge + 8B (T —To) ; (1} 
ôT ôT d2T : 
VX + Vu dy X dy ; (# 
CA dy s 
ôz # 4y = (3 


avec les conditions aux limites v, = v, = 0. T = Ti; pour y = 0 (T; est Ja 
température de la plaque), v, = 0, T = 7, pour y = oc. Ces équations peuvent 
être transformées en équations aux dérivées totales en introduisant la variable 
indépendante 


_r_# _F 8 (Ti—To) B 71/4 
Cr, CS] (4) 
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On pose 
ve== Av? V/z q'(E), T—To=(Ti—To) 0 (&). (5) 


Alors (3) donne v,= vCz7 1/4 (£q'—3@), et (1) et (2) donnent les équations 
pour œ et 0: 


p"+-3çp"—2p2+0—0, 074 3Pp0'=0 (6} 


avec les conditions aux limites @ (Q) =: g’(0) == 0, 0 (0) = 1, g'(o) — 0, 
0 (oo) — 0. Il résulte de (4 et (5) que l'épaisseur de la couche limite cst de l’or- 


1/4 
dre de Ô + . La condition d'application de la solution stipule en conséquence 


$ & L (t étant la hauteur de la plaque) ou G'/4 >» 1. Le flux de chaleur total 
(rapporté à l'unité d’aire de la plaque) vaut 
t 
. oT 4, 1/5 
get (xd) des #00, PCTV. 


Le nombre de Nusselt est 
N=/(P)Gt/4, 


la fonction j (P) étant définie par la solution des équations (6). 

2. Un jet de gaz chaud turbulent immergé s'incurve sous l'effet du champ 
de pesanteur; on demande de déterminer sa forme (G. Abramovitch, 1938). 

Solution. Soient 7’ une certaine moyenne (dans la section du jet} 
de la différence de température dans le jet et dans le gaz ambiant, u une certaine 
moyenne de la vitesse du gaz dans le jet, et / la distance le long du jet au point 
de son éjection (Zest supposée grande devant les dimensions du trou d’éjection). 
La condition de constance du flux de chaleur @ le long du jet s'écrit: 
Q — pcnT'uR® = const, et comme le rayon du jet turbulent est en raison de ? 
(cf. $ 38), on a 


T'ults= const = —C_ (1) 
PCp 
{notons que lorsqu'on ignore le champ de pesanteur u © 1/1 — cf. (35,3) — ct 
il résulte de (1) que 7’ © 1/1]. 
Le vecteur flux d'impulsion à travers la section transversale du jet est en 
raison de pu®R®n = pu®ln (n est Le vecteur unité suivant le jet). Sa composante 
horizontale est constante le long du jet: 


u2l? cos 0 = const (2) 


(0 est l'angle entre n et l'horizontale), et la variation de la composante 
verticale est déterminée par la « portance » agissant sur le jet. Cette dernière 
est en raison de 


vje 1 
PÊT'R?g — pBT' lg — et. 
P 


d_ joe ct BeQ 
7 Uu sin 0) — Peu à (3) 


Aussi a-t-0n : 


Eu égard à (2), il en résulte que 


ie = const-! V/cosb, 
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d'où, en définitive, 
6 


dô ; 
cos 0) =const-l? (4) 


{00 détermine la direction du jet à sa sortie). 
Notamment, si 0 varie peu sur toute la longueur du jet, (4) donne 
0—05=const-l2 
Cela signifie que le jet a la forme d’une parabole cubique, l'écart d par rapport 
à la trajectoire rectiligne étant d — const -!5. 

3. A partir d’un corps chaud immobile s'élève un jet turbulent (le nombre 
de Grashof est grand) de gaz chaud. Trouver la loi de variation de la vitesse ct 
de la température du jet en fonction de la hauteur (J. Zeldovitch, 1937). 

Solution. Comme dans le cas précédent, le rayon du jet est en raison 
de la distance à la source, et on a d'une manière analogue à (1): 


T'uz®= const, 
et au lieu de (3) 
const 


(zu?) = mn 


dz 


(z est la hauteur au-dessus du corps supposée grande par rapport à ses dimen 
sions). Il vient en intégrant cette dernière équation : 


un 


2173 
et, respectivement, pour la température 


1 
, 
T'> PUS . 
4. Même problème pour un jet de convection laminaire librement ascen- 
dant (J. Zeldovitch, 1937). 
Solution. En même temps que la relation 


T'uR?= const, 
exprimant la constance du flux de chaleur, on a la relation 


qui résulte de l'équation (56,5). On déduit de ces relations les lois suivantes 
de variation du rayon, de la vitesse et de la température du jet en fonction 
de la hauteur: 


= 1 
Rœ V3, u= const,  T'oo—. 


Notons que le nombre GS T’R3 © 7/3, c’est-à-dire qu'il croît avec la hauteur: 
en conséquence, le jet deviendra turbulent à une certaine hauteur. 

5. Déduire les équations qui déterminent l'instant où apparaît la convection 
stationnaire entre deux plans horizontaux maintenus à des températures données 
(Rayleigh, 1916). 

Solution. Au fluide immobile à gradient de température vertical 


constant T = — A < 0 se superpose une perturbation en raison de e—{#!, Le 
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régime d'immobilité est instable s'il y a parmi les valeurs admissibles de w 
ne serait-ce qu’une valeur à partie imaginaire positive. Aussi l'instant où sur- 
vient l'instabilité est-il déterminé par celui où apparaissent des solutions 
à partie imaginaire de © nulle. 11 s'agit en l'occurrence de l'apparition, par suite 
d’instabilité, du mouvement de convection stationnaire ; on devra donc chercher 
des solutions dont la partie réelle de w cest aussi nulle, c'est-à-dire ne dépendant 
pas du tout du temps. 

Dans les équations (56,5) à (56,7) la vitesse v du mouvement de perturba- 
tion et la variation de pression p” qu'il entraîne sont des quantités petites; 
quant à la température, nous l'écrirons sous la forme 7° = — Az +- +, la per- 
turbation + étant petite (on suppose que la variation de pression qui résulte de la 
présence du gradient de température constant a été incluse dans ps). On obtient 
alors en omettant les termes du second ordre: 


vAv=9 E+Bgr, 


XAT=— Av,  divv—0. () 


Eliminant de ces équations los variables v ct p’/p, on obtient une équation 
pour la seule variable +: 


ô?t at 
CARE EN EL OR PLAN 9 
pa T 14 ( ES + Fa) , (2) 
où l’on a introduit la notation y—lfigA4/vy=PG; ! est la distance entre 
les plans. 
Conditions aux limites des équations (1) sur la surface solide : 
ôbz 


T=0, v; =0, =0. 


9z 


La dernière d’entre elles résulte de l'équation de continuité du fait qu'on doit 
avoir &, — v, = 0 pour tous les z, y. Eu é ard à la seconde des équations (1), 
les conditions pour v, peuvent être remplacées par des conditions pour les déri- 
vées d'ordre supérieur de t. en remplaçant v, par ous ; 


Cherchant + sous la forme etkri(c), k étant un vecteur du plan x, y, on ob- 
tient pour f(:) l'équation 


( LE m4 120. 


dE n: 
La solution générale de cette équation est une combinaison linéaire de ch 
et sh # , OÙ 


pe k22— 1/3 (x1)2/8 3/4, 


avec trois valeurs différentes de ÿ/1. Les cocfficients de cette combinaison sont 
déterminés par les conditions aux limites conduisant à un système d'équations 
algébriques, dont la condition de compatibilité détermine précisément la dépen- 
dance Zk (y). La fonction inverse y = y (kl) a un minimum pour une certaine 
valeur de kl; la valeur correspondante de y = PG donne le critérium cherché 
de l'incidence de l'instabilité, et la valeur de k, la périodicité (mais non la 
symétric) dans le plan x, y du mouvement survenu !. 


1 On pourra trouver l'exposé détaillé des calculs dans l'article de 
A. Pellew et R. Southwell, Proc. Roy. Soc. (A), 176, 312, 1940. 
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6. Déterminer l'instant où survient la convection stationnaire dans un 
fluide immobile dans un tuyau cylindrique vertical le long duquel est maintenu 
un gradient de température constant (G. Ostrooumov, 1946). 

Solution. Nous chercherons la solution des équations (1) du problème 
5, dans laquelle la vitesse de convection v est dirigée partout suivant l'axe du 
tuyau (axe des z), l’image tout entière étant constante le long de cet axe, c'est- 
à-dire que les quantités v,= v, +, <- dépendent seulement des coordonnées 
dans le plan de la section du tuyau. Les équations (1) prennent la forme 

ôp° ôp° 1 0p’ 


—=0, vAuv— nr, 


ôzx i ôy 


XAT—= — Av 


, 


a? 2 : : 
(a-+ x) . Les deux premières équations montrent que Be const, 
et éliminant t des autres équations, on obtient : 
Le 
Av — RAT v, (1) 

où l’on a posé de nouveau y = ARigf/xv = PG (R est le rayon du tuyau). A la 
surface du tuyau doivent être vérifiées la condition v — 0 et la condition de 
continuité du flux de chaleur. En outre, doit être nul le flux total du fluide 
à travers la section transversale du tuyau. 

L'équation (1) admet des solutions de la forme cos ng J(kr) et cos np, (kr) 
(Jns Zn sont les fonctions de Bessel des arguments réel et imaginaire, r, @ les 
coordonnées polaires dans le plan de la section du tuyau, kR = y!/#). A l'ins- 
tant où survient la convection répond la solution à laquelle correspond la plus 
petite valeur de y. Il se trouve que telle est la solution avec n = 1: 


UV = Vo COS P [J4 (kr) Ii (&R)—T; (kr) Ji (&R)], 


Tv _… cos p[Ji (kr) 1 (kR)+ 1, (kr) Ji (KR)] 
(le gradient de pression Le est absent). Ici est satisfaite la condition v—= 0 
pour r = R et est identiquement nul le flux total du fluide à travers la section 
du tuyau. Dans le cas limite où les parois du tuyau sont athermanes, doit être 


RE des at ë 
aussi vérifiée la condition De 0 pour r = AR, d'où 


Jo(kR) : Lo(&R) _ 2 


TIGER) UT TUR) KR 
La plus petite racine de cette équation donne la valeur critique cherchée y — 
= (kR)}S = 67,4. Dans le cas limite inverse où la thermoconductivité des parois 
est infinie on doit avoir rt = 0 pour r = R, ce qui exige que J,(kR) = 0; d'où 
la valeur critique y = 215,81. 


1 On trouvera une étude plus détaillée de la question dans le livre de 
G. Ostrooumov, Convection libre dans les conditions de problème interne, 
éditions Gostekhizdat. 1952. 
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$ 57. Equations hydrodynamiques pour un mélange fluide 


Dans tout l'exposé précédent le fluide était supposé de composi- 
tion complètement homogène. Mais si l’on a affaire à un mélange 
de fluides dont la composition varie dans le volume, les équations 
hydrodynamiques varient foncièrement. 

Nous nous bornerons à l’étude de mélanges à deux composants. 
Nous décrirons la composition du mélange par la concentration c 
définie comme le rapport de la masse d'une des substances entrant 
dans la composition du mélange à la masse totale du fluide dans 
l'élément de volume envisagé. 

Au cours du temps la distribution de la concentration dansle 
fluide varie en général. La variation de la concentration s'effectue 
de deux façons. Primo, lors du mouvement macroscopique du fluide 
chaque élément donné se déplace comme un tout de composition 
invariable. Ainsi est réalisé le mélange purement mécanique du 
fluide ; bien que la composition de chaque élément mobile du fluide 
ne varie pas, en chaque point fixe donné de l’espace la concentra- 
tion du fluide occupant ce point varie au cours du temps. Si l’on 
fait abstraction des processus de thermoconduction et de frottement 
interne qui peuvent coexister, une telle variation de la concentra- 
tion est une transformation thermodynamiquement réversible et 
ne donne pas lieu à une dissipation d'énergie. 

Secundo, la variation de la composition peut s'opérer par trans- 
fert moléculaire de substances du mélange d’une région du fluide 
à une autre. L’égalisation de la concentration par cette voie de varia- 
tion directe de la composition de chaque élément du fluide est appe- 
lée diffusion. La diffusion est un processus irréversible et 
constitue, parallèlement à la thermoconduction et la viscosité, 
l'une des sources de dissipation d'énergie dans le mélange fluide. 

Nous désignerons par p la densité totale du fluide. L'équation 
de continuité pour la masse totale du fluide conserve sa forme pri- 


18* 
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mitive 
À + divpv=0 (57,1) 
ot PE J 


Elle signifie que la masse totale de fluide dans un certain volume 
ne peut varier que s’il entre ou s'il sort du fluide de ce volume. 
Soulignons qu’en toute rigueur la notion de vitesse demande une 
nouvelle définition pour un mélange fluide. Ecrivant l'équation 
de continuité sous la forme (57,1), nous avons, par là même, défini 
la vitesse conformément à l’ancienne définition en tant qu'impul- 
sion totale de l'unité de masse du fluide. 

L'équation de Navier-Stokes (15,5) reste aussi telle quelle. 
Introduisons maintenant les autres équations hydrodynamiques 
pour les mélanges. 

En l'absence de diffusion la composition de chaque élément donné 
du fluide resterait la même lors de son déplacement. C'est dire que 


hote d 5 nes ; ns : 
la dérivée totale T serait nulle, c'est-à-dire qu’on aurait l'équation 


de dc 
D Ve 0. 


Cette équation peut s'écrire, eu égard à (57,4), 
2ç9 + div (voc) = 0, 


c'est-à-dire sous la forme d'équation de continuité pour l’une des 
substances du mélange (pc est la masse de l'une des substances du 
mélange dans l'unité de volume). Ecrite sous forme intégrale 


+ Î pe av = — à pv di 


elle signifie que la variation de la quantité de substance donnée 
dans un volume est égale à la quantité de cette substance transportée 
par le fluide en mouvement à travers la surface du volume. 

En présence de diffusion, outre le flux "vpc de la substance donnée 
dû au déplacement du fluide, il existe encore un autre flux conduisant 
au transfert de substances dans le mélange, même en l'absence 
de déplacement du fluide. Soit i la densité de ce flux de diffu- 
sion, c'est-à-dire la quantité de substance considérée transférée par 
diffusion dans l'unité de temps à travers l'unité d'aire !. On a alors 
pour la variation de la quantité de cette substance dans un volume 


7 | pcav = — $pevai—$iaï, 


1 La somme des densités de flux des deux substances doit être égale à pv. 
De sorte que si la densité de flux de l’une d'elles est pve + i, elle sera pour 
l'autre pv (1 — c) — i. 
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ou sous forme différentielle 
29 — div (pev) — divi. (57,2) 


Au moyen de (57,1) cette «équation de continuité» pour l'une des 
substances du mélange peut s’écrire sous la forme 


p (+ Æ wc) = —divi. (57,3) 


Pour établir une équation encore, nous referons la déduction 
du $ 49 en tenant compte du fait que les grandeurs thermodynami- 
ques du fluide sont à présent aussi bien fonctions de la concentration. 

Lors du calcul (au $ 49) de la dérivée 


9 pui 
(+0) 
à l’aide des équations du mouvement force nous a été, notamment, 


de transformer les termes pE et —vVp. Cette transformation change 


à présent du fait que les identités thermodynamiques pour l'éner- 
gie et l’enthalpie contiennent un terme supplémentaire avec la dif- 
férentielle de la concentration. A savoir, ces identités ont la forme 


de =T ds+ dp+u de, 
du = T ds ++ dp+ de, 


u étant le potentiel chimique du mélange adéquatement déterminé !. 
Ceci étant, la dérivée pS contient maintenant un terme supplémen- 


1 On sait de la thermodynamique que, pour un mélange de deux substances, 
l'identité thermodynamique s'écrit 


de=T ds—p dv a Hi dni + Le dns, 


n1 et n2 étant les nombres de particules des deux substances dans 1 g de mélange, 
du et Me les potentiels chimiques de ces substances. Les nombres n, et n 
vérifient la relation nm +- nom: = 1, où m1 et m: sont les masses des particules 
des deux espèces. Si l'on introduit pour variable la concentration c = nm, 
on obtient: 


=T ds—p av + (Es 
de =T ds—p dV + ( A cs ) de. 
Rapprochant de la relation apportée dans le texte, on voit que le « potentiel 


chimique» p que nous utilisons est lié avec les potentiels usuels 11 et Lo 
par la relation 
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taire pu . Ecrivant la seconde des relations thermodynamiques 
sous la forme 
dp = p dw — pTds — pu de, 


on voit que dans le terme — vVp figure maintenant le terme sup- 
plémentaire puvVc. 
De cette façon, il faut ajouter à l'expression (49,3) 
ôc 
ni (+ we) . 
En vertu de l'équation (57,3), elle peut s'écrire sous la forme 
—pudivi. 
On obtient finalement : 


(+ pe) = — div [vo (+ +0) — (vo) + a] + 
+oT (+ + Vs) — — On je +divq—pdivi. (57,4) 


Nous écrirons maintenant au lieu de —xVT un certain flux de cha- 
leur q qui peut dépendre non seulement du gradient de température, 
mais encore du gradient de concentration (cf. paragraphe suivant). 
Nous écrirons la somme des deux derniers termes du second membre 
de l'égalité sous la forme 


divqa—pdivi-div(q—qmi) + iVu. 
L'expression 


ev(+ +w)—(v’)+a, 


sous la divergence dans (57,4) est, d’après la définition de q, le flux 
total de l'énergie dans le fluide. Le premier terme est le flux réver- 
sible d'énergie résultant simplement du mouvement d'ensemble du 
fluide, et la somme —(vo') + qest le flux irréversible. En l'absence 
de mouvement macroscopique le flux visqueux (vo’) disparaît et le 
flux de chaleur est simplement q. 

L'équation de la loi de conservation d'énergie stipule: 


2 (EE +00) = af (E+e)—0e+ 4]. Gr 


En la retranchant membre à membre de (57,4), on obtient l’équa- 
tion cherchée 


eT (+ ws) = oi EE — div (q—ui) —iVy, (57,6) 


généralisant l'équation (49,4) ani déduite. 
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De cette façon, nous avons déduit un système complet d'équa- 
tions hydrodynamiques pour les mélanges fluides. Le nombre d’équa- 
tions dans ce système est d’une unité plus grand que dans le cas 
d'un fluide pur, du fait qu’on a encore une fonction inconnue — Ja 
concentration. Ces équations sont: les équations de continuité 
(57,1), les équations de Navier-Stokes, l’« équation de continuité » 
pour un des composants du mélange (57,2) et l'équation (57,6) déter- 
minant la variation d’entropie. Il faut, du reste, noter que les équa- 
tions (57,2) et (57,6) ne déterminent en fait pour l'instant que la 
forme des équations hydrodynamiques correspondantes, puisqu'elles 
contiennent des grandeurs indéterminées: les flux i et q. Ces 
équations ne deviennent déterminées que si l’on y substitue i et q 
en fonction des gradients de température et de concentration; les 
expressions correspondantes seront déduites au $ 58. 

Pour la variation de l’entropie totale du fluide, un calcul en 
tous points analogue à celui fait au $ 49 [avec utilisation de (57,6) 
au lieu de (49,4)] conduit au résultat suivant: 

G] — iu) VT iv = 
| ÉÉdV se Î GOT ay — Î PEaV+... (57,1) 


(pour alléger l'écriture, les termes dus à la viscosité ont élé omis). 


$ 58. Coefficients de diffusion et de thermodiffusion 


Le flux de diffusion de matière i et le flux thermique q doivent 
leur apparition à la présence dans le fluide de gradients de concentra- 
tion ct de température. Mais il ne faudra pas penser que i dépend 
seulement du gradient de concentration, et q du gradient de tempé- 
rature. Au contraire, chacun de ces flux dépend, en général, des 
deux gradients indiqués. 

Si les gradients de température et de concentration ne sont pas 
grands, on peut poser que i et q sont des fonctions linéaires de Vu 
et de VT !. Ceci étant, nous écrirons i et q sous forme de fonctions 
linéaires des gradients de pet T: 


i= —aVu —fVT, 
= — Vu —YyVT + pi. 
Il existe entre les coefficients B et 6 une relation simple qui 
est une conséquence du principe de symétrie des coefficients ciné- 


tiques. Le contenu de ce principe général est le suivant (cf. V, $ 122). 
Envisageons un système fermé quelconque, et soient x;, z,,... des 


1 Les flux qet i ne dépendent pas du gradient de la pression (pour Vu et VT 
donnés) pour la même raison que celle indiquée pour q déjà au $ 49. 
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quantités caractérisant l’état du système. Leurs valeurs d'équilibre 
sont déterminées par le fait qu’à l’équilibre statistique l'entropie S 
du système tout entier doit présenter un maximum, c'est-à-dire 
qu'on doit avoir X, = 0, les X, désignant les dérivées: 


Xi = Par + © (58,1) 


Supposons que le système se trouve dans un état voisin de l’état 
d’équilibre. Cela signifie que tous les x; diffèrent peu de leurs valeurs 
d'équilibre, et que les X; sont petits. Des processus se dérouleront 
dans le système qui auront tendance à le rappeler à l'état d'équilibre. 
Les z, sont alors des fonctions du temps, et leur vitesse de variation 
est déterminée par les dérivées par rapport au temps x;; écrivons 
celles-ci sous forme de fonctions des X; et développons ces fonctions 
en série. On a au premier ordre: 


= — D yaXre (58,2) 


Le principe de symétrie des coefficients cinétiques stipule que 
les yirx (appelés coefficients cinétiques) sont symétriques 
sur les indices à et k: 


Vi = Yhi. (58 13) 
La vitesse de variation de l'entropie S vaut: 
$ = — > Xe 


Supposons maintenant les x; différents en différents points du corps, 
c'est-à-dire que chaque élément de volume du corps doit être carac- 
térisé par ses propres valeurs des z;. En d’autres termes, nous consi- 
dérerons les zx; comme des fonctions des coordonnées. Ceci étant, 
dans l'expression de S, outre la sommation sur à il faudra encore 
intégrer dans tout le volume du système : | 


$=—( 3 Xi av. (58,4) 


Quant à la dépendance entre les X, et les x;, on peut d'ordinaire 


affirmer que les x; dépendent en chaque point du système seule- 
ment des X, en ce point. Si cette condition est remplie, on pourra 
écrire le lien entre les x; et les X, pour chaque point du système, 
et on est ramené aux anciennes relations. 


Dans le cas précis, nous prendrons pour z les composantes de i 
et de q — ui. On voit alors en rapprochant (57,7) de (58,4) que le 
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ne des À , incombe respectivement aux composantes des vecteurs 
+ Vu et nVT. Quant aux coefficients cinétiques y;:, ce sont les 
coefficients de ces vecteurs dans les égalités 


de ar (88) er (5) 


q—pi——ôT (CE) 77 ( F)- 


En vertu de la symétrie des coefficients cinétiques, on doit avoir 
BT®— ÔT, c'est-à-dire que 


8=pT. 


Telle est la relation cherchée. On peut, par conséquent, écrire 
les flux i et q sous la forme 


i= —aVu—/$BVT, | 
q= —BTVU—YVT + ui 


avec trois coefficients indépendants seulement : «&, B, y. Il est com- 
mode d'éliminer le gradient Vu de l'expression du flux de chaleur, 
en l’exprimant au moyen de i et VT. Ceci fait, on obtient: 


i= —aVu— PT, (58,6) 
q=(u+ ) i—xVT, (58,7) 


(58,5) 


où l’on a introduit la notation 


per k 
_— (58,8) 


KH=Y— 


Si le flux de matière i est absent, on dit qu'on a thermocon- 
duction pure. Pour qu'on ait i-0, il faut que T et pu vérifient. 
l'équation aVu+BVT --0, ou 


a du +8 dT = 0. 


L'intégration de cette équation conduit à une relation de la forme 
f(c, T) — O0 ne contenant pas explicitement les coordonnées (le 
potentiel chimique n’est pas seulement fonction de c et de 7, mais 
encore de la pression ; toutefois, à l’équilibre, la pression est cons- 
tante dans le corps, de sorte qu'on pose p — const). Cette relation 
détermine le lien entre la concentration et la température devant 
exister pour qu'il n’y ait pas de flux de matière. Puis, pour i = (> 
on déduit de (58,7) q = —xVT: ainsi, x n'est rien d'autre que la 
conductivité. ‘ 
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Passons à présent aux variables usuelles p, T, c. On a: 


ee (ve Gr) V7 (SE) 2 Ve 


Dans . dernier terme la dérivée (2). 7 Peut être remplacée par son 


égale Le), 7° : V étant le volume spécifique !. Substituant ceci dans 
(58,6) (58,7) et introduisant les notations 


DE (2). 


(58,9 

a Ur (). “ai B, 
aV 

Go) T (58,10) 


on obtient les expressions suivantes: 
; k ko _ 
i= —pD (ve +EVT+EVp), (58,11) 


q = Ler (D) 7 (5) +uliuvr. (58,12) 


D est appelé coefficient de diffusion; il déter- 
mine le flux de diffusion en présence du seul gradient de concentra- 
tion. Quant au flux de diffusion dû au gradient de température, 
il est déterminé par le «cocfficient de thermodif- 
fusion»£k,-D (la quantité sans dimensions #, est appelée«r a p- 
port de thermodiffusion»). 

La nécessité de considérer le dernier terme dans (58,11) ne peut 
s'imposer qu'en présence dans le fluide d'un gradient de pression 
important dû, par exemple, à un champ extérieur. On peut appeler 
la quantité k,D coefficient de diffusion DU 
métrique. Il est à noter que, d’après la formule (58,10), 
quantité sans dimensions k, est entièrement déterminée ur 
par des propriétés purement thermodynamiques du fluide. 

Dans un fluide pur il n'y a évidemment pas de flux de diffusion. 
Aussi est-il clair que les coefficients 4- et k, doivent s'annuler aux 
deux limites: c—=0etc—=1 


1 Cette égalité résulte de l'identité thermodynamique 
dp= —s dT + V dp+-u de, 
«p étant le potentiel thermodynamique de l'unité de masse : 


(+ ou +) __ 0? (+ +) 
dp Jce.T Topo mT. 
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La condition de croissance de l’entropie impose certaines restric- 
tions aux coefficients dans les formules (58,6) et (58,7). Substituant 
ces formules dans l'expression (57,7) de la vitesse de variation de 
l’entropic, on obtient: 


_. Î ps dV =: Î# Dove Î dv+... (58,12) 


Ceci montre que parallèlement à la condition déjà connue x > 0 
doit être remplie la condition &« >> 0. Ayant en vue que la dérivée 


2È est toujours positive en vertu d’une inégalité thermodynami- 


que (cf. V, $ 98), on trouve donc que le coefficient de diffusion doit 
être positif: D > 0. Quant à kr et k,, ils peuvent être aussi bien 
négatifs que positifs. 

Nous omettrons les grosses formules générales qui s’obtiennent 
en substituant les expressions de i et q ici déduites dans les équations 
(57,3) et (57,6). Nous nous bornerons au seul cas où il n’y a pas de 
gradient de pression important, et où la concentration et la tempé- 
rature varient si peu dans le fluide que les coefficients dans les 
expressions (58,11) et (58,12), qui sont dans le cas général fonctions 
de cet de 7, peuvent être supposés constants. Nous supposerons 
encore le fluide sans aucun mouvement macroscopique, si ce n’est 
celui pouvant être provoqué par la présence des gradients de tempé- 
rature et de concentration. La vitesse d’un tel mouvement étant 
en raison de ces gradients, les termes dans les équations (57,3) et 
(57,6) contenant la vitesse sont du second ordre et peuvent être 
omis. Le terme iVu dans (57,6) est aussi du second ordre. De sorte 
qu'il reste 


p + divi=0, PTE = + div (ga — ui) — 0. 


Substituons ici à i et q leurs expressions (58,11) et (58,12) 
(sans le terme contenant Vp), et transformons la dérivée + comm- 
me suit!: 


m(#) Myf#) fu) à 
"dt oT c,p Ôt dc T,P ôt T ôt oT P, C ôt ‘ 


10Ona: 
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On obtient finalement après une transformalion simple les équations 
suivantes : 


de kr 

=D (ac+ ar) | (58.14) 
aT kr [du dc r 
ee (era AT. RE 


Ce système d'équations linéaires détermine la distribution de la 
température et de la concentration dans le fluide. 

Un cas particulièrement important est celui où la concentration 
du mélange est petite. Lorsque la concentration tend vers zéro, 
le coefficient de diffusion tend vers une certaine constante finie, 
et le coefficient de diffusion thermique vers zéro. Dès lors, aux 
petites concentrations k- est petit, et on peut négliger dans l’équa- 
tion (58,14) le terme k4-VT. Elle se réduit alors à l'équation de dif- 
fusion : 


à 
= = DAc. (58,16) 


Les conditions aux limites de l'équation (58,16) varient d’un 
cas à l’autre. A la surface d'un corps insoluble dans le fluide doit 
s'annuler la composante du flux de diffusion i = —pDVe normale 


à la surface ; c’est dire qu’on doit avoir 2 = 0. Mais s’il s’agit de la 


diffusion par un corps soluble dans le fluide, il s'établit rapidement 
au voisinage de sa surface un équilibre tel que la concentration dans 
le fluide au voisinage de la surface est égale à la concentration de la 
solution saturée c,; la diffusion de la substance à partir de cette 
couche s'effectue plus lentement que le processus de dissolution. 
De ce fait, la condition à la limite sur une telle surface stipule que 
ce = c,. Enfin, si une surface solide « absorbe » la matière diffusante 
qui vient l'atteindre, la condition à la limite est c = 0 (ce cas se 
présente, par exemple, lors de l'étude de réactions chimiques se 
déroulant à la surface d’un corps solide). 

Comme les équations de diffusion pure (58.16) et de thermocon- 
duction ont exactement la même forme, toutes les formules déduites 
aux $$ 51 et 52 pourront directement concerner la diffusion en rem- 
plaçant simplement T par c et 4 par D. A la condition à la limite 
d’une surface athermane il correspond dans le cas de la diffusion la 
condition sur la surface solide insoluble ; à une surface maintenue 
à température constante il correspond la diffusion par la surface 
d’un corps soluble dans le fluide. 

Notamment, par analogie avec la formule (51,6), on peut écrire 
la solution suivante de l'équation de diffusion: 

M PR? 
cr}: se (0, (58,17) 
8p (xDt)%/? 
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Elle détermine la distribution de la substance dissoute à un instant 
arbitraire si à l'instant initial £ — 0 toute la substance était con- 
centrée dans un élément de volume infinitésimal à l'origine des 
coordonnées (M est la quantité totale de substance dissoute). 


Problème 
Déterminer Ie coefficient de barodiffusion pour un mélange de deux gaz 


parfaits. 
Solution. Pour le volume spécifique on a: 


, 
PT (4) 


{pour les notations, cf. nota page 277), et les potentiels chimiques ont la 
forme (cf. V, $ 95) 


Ba fs Gp, THAT In, 
da= fa (p, T)+ ET In ESA 


Les nombres n4 et n, s'expriment en fonction de la concentration du gaz 7 
conformément à nymy—c, nomo—1—c. Le calcul d'après la formule (58,10) 
donne 


D LEE : 


Mo m4 


ky= (mem) (10) | 


$ 59. Diffusion de particules en suspension dans un fluide 


Par suite du mouvement moléculaire existant dans un fluide, 
les particules en suspension dans ce fluide effectuent un mouve- 
ment désordonné (mouvement brownien). Considérons 
à l'instant initial une telle particule en un certain point (l’origine). 
On peut considérer son mouvement ultérieur comme une « diffu- 
sion », le rôle de la concentration incombant à la probabilité que 
la particule se trouve dans tel élément de volume du fluide. Ceci 
étant, pour trouver cette probabilité, nous pouvons directement 
nous servir de la solution (58,17) de l'équation de diffusion. La pos- 
sibilité d’un tel traitement est due à ce qu'en diffusion dans des solu- 
tions faibles [c'est-à-dire pour c < 1, seul cas où s'applique l'équa- 
tion de diffusion sous la forme (58,16)] les particules de la substance 
dissoute n'interagissent pratiquement pas, et on peut envisager le 
mouvement de chaque particuie indépendamment des autres. 

Soit & (r, t) dr la probabilité que la particule se trouve à l'instant 
1 à la distance de r à r + dr du point initial. Posant dans (58,17) 
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Mlp = 1 et multipliant par l'élément de volume 4xr°dr de la couche 
sphérique, il vient: 
r2 


1e Dipagr. (59,4) 


2 VrDus 
Déterminons le carré moyen de la distance à laquelle la parti- 
cule s'éloigne du point initial dans le laps de temps t. On a: 


Co 


w(r,t)dr= 


1 [ rw (r, t) dr. (59,2) 
ù 


Le calcul à l'aide de (59,1) donne 
rè = 6Dt. (59,3) 


De sorte que la distance moyenne franchie par la particule dans un 
certain laps de temps est en raison de la racine carrée de ce temps. 
Le coefficient de diffusion des particules en suspension dans un 
fluide peut être calculé d’après ce qu'on appelle leur mobilité. 
Supposons que ces particules soient sollicitées par une force 
extérieure constante f (la force de pesanteur, par exemple). Dans 
l'état stationnaire la force agissant sur chaque particule doit être 
compensée par la force de résistance qu'éprouve la particule en 
mouvement. Lorsque les vitesses ne sont pas trop grandes, la force 
de résistance est en raison de la vitesse. En l'écrivant sous la forme 
v/b, b étant une constante, et en l’égalant à la force extérieure f, 
on obtient : 
v—bf, (59,4) 


c’est-à-dire que la vitesse acquise par une particule sous l'effet de la 
force extérieure est en raison de cette force. La constante b est appelée 
mobilité ct peut, en principe, être calculée au moyen des équations 
hydrodynamiques. Ainsi, pour des particules de forme sphérique 
(de rayon R), la force de résistance vaut GnnARv [cf. (20,14)], de sorte 
que la mobilité est 
1 
b=— GR (59,5) 
Dans le cas de particules de forme non sphérique la force de résis- 
tance dépend de la direction du mouvement ; on peut l'écrire sous 
la forme a;yvy, ar étant un tenseur symétrique [cf. (20,15)]. Calcu- 
lant la mobilité, on prendra la moyenne sur toutes les orientations 
de la particule ; si a, a+, a; sont les valeurs principales du tenseur 
symétrique &a;», On a: 


b=+ (++) . (59,6) 
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La mobilité b est en relation simple avec le coefficient de diffu- 
sion D. Pour trouver cette relation, écrivons le flux de diffusion i, 
contenant avec le terme usuel —pDVc lié au gradient de concentra- 
tion (la température est supposée constante) encore un terme lié 
à la vitesse acquise par la particule sous l'influence des forces exté- 
rieures. Ce dernier vaut, évidemment, pcv. De sorte que 


i= —pDVc+pcbi, (59,7) 


où nous avons utilisé l'expression (59,4). Dans l'état d'équilibre 
thermodynamique il n’y a pas de diffusion, et le flux i doit s'annu- 
ler. Par ailleurs, la distribution d'équilibre de la concentration des 
particules en suspension dans le fluide dans un champ extérieur 
est déterminée par la formule de Boltzmann, connue en statistique, 
d’après laquelle c = const-e-U/iT, U étant l'énergie potentielle 
de la particule dans le champ extérieur. Comme f = —Vl, on 


obtient pour le gradient de concentration d'équilibre Ve — He. 
Substituant cette expression dans (59,7) et annulant i, il vient: 
D = KTb. (59,8} 


Telle est la relation cherchée entre le coefficient de diffusion et la 
mobilité (relation d'Einstein). 

Substituant (59,5) dans (59,8), on trouve l'expression suivante 
pour le coefficient de diffusion des particules sphériques: 

AT . 
D — GanA . (59,9) 

A côté du mouvement brownien de translation et de la diffusion 
de translation des particules en suspension, on peut considérer leur 
mouvement brownien et leur diffusion rotatoires. De même que 
le coefficient de diffusion de translation se calcule au moyen de la 
force de résistance, le coefficient de diffusion rotatoire peut s'expri- 
mer en fonction du moment des forces agissant sur la particule en 
rotation dans le liquide !. 


Probièmes 


1. Des particules sont en mouvement brownien dans un fluide limité 
d'un côté par une paroi plane; à leur impact sur la paroi les particules y res- 
tent à cellées ». Trouver Ja probabilité qu'une particule située à l'instant 
initial à la distance x, de la paroi vienne s’y «coller» dans le laps de temps t. 


1 Si des particules (de forme non sphérique) sont suspendues dans un écou- 
lement plan avec gradient de vitesse transversal, il s'établit sous l’action simul- 
tanée des forces hydrodynamiques orientatives et du mouvement brownien 
désorientatif une certaine distribution des particules quant à leur orientation 
dans l’espace. Pour la solution de ce problème dans le cas de particules ellipsoï- 
dales, cf. A. Peterlin, H. Stuart, Zs.f. Phys. 112, 1. 1939. 
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Solution. La distribution des probabilités w (x, t) (zx est la distance 
à la paroi) cst donnée par l'équation de diffusion avec la condition à la limite 
w = 0 pour z = 0 ct la condition initiale w — 6 (x — x,) pour t = 0. Une telle 
solution est déterminée par la formule (52,4) où l'on écrira à présent w au lieu 
de 7, D au lieu de y et où l'on poscra sous le signo d'intégration w, (x°) = 
= Ô (x — ro). Il vient alors: 


i AU), 2 (SE 
PRÉ ER TDi _ 4 AD! 
2V/rDt 


La probabilité d’e adhérence » à la paroi dans l'unité de temps est déterminée 
par la valeur du « flux de diffusion » D _— pour 2=0; la probabilité d'adhéren- 
ce W(t) dans le temps t est 

t 

dw 
W(t)=D | lo dt 

û 

Substituant w, on obtient: 
W (t =1—ert ne). 
ei 2VDt 
2. Déterminer l’ordre de grandeur du temps + au bout duquel une particule 

suspendue dans le fluide tourne autour de son axe d’un grand angle. 


Solution. Le temps t cherché est celui au bout duquel la particule 
en mouvement brownien se déplace d’une distance de l’ordre de ses dimensions 


a? ES kT 
TT: et d'après (59,9) D — cr De sorte que 


linéaires a. On a d'après (59,3) rt 


TT —— 


kT 


CHAPITRE VIl 


PHÉNOMÈNES SUPERFICIELS 


$ 60. Formule de Laplace 


Nous étudierons dans ce chapitre les phénomènes se déroulant 
au voisinage de la surface de séparation de deux milieux continus 
(il va sans dire qu’en réalité les corps en contact sont séparés par 
une fine couche transitoire qui, étant de très faible épaisseur, peut 
être assimilée à une surface). 

Si la surface de séparation de deux milieux est courbe, dans son 
voisinage les pressions dans les deux milieux sont différentes. Pour 
déterminer cette différence de pression (dite pression super- 
ficielle) nous écrirons la condition d'équilibre thermodynamique 
des deux corps entre eux en tenant compte des propriétés de la sur- 
face de séparation. 

Supposons la surface de séparation soumise à un déplacement 
infinitésimal. Menons par chaque point de la surface non déplacée 
la normale à cette surface. Désignons par ô& le segment de normale 
découpé par la surface dans ses deux positions. Alors, le volume 
de chaque élément d'espace compris entre les surfaces est ôË df, 
df étant l'élément d'aire. Soient p, et p: les pressions dans le premier 
et le second milieu, et convenons que Ô& est positif si le déplace- 
ment de la surface de séparation a lieu, par exemple, vers le second 
milieu. Alors, le travail exigé pour la variation de volume en ques- 
tion est 


Î (—pi+ pa) 6 af. 


Le travail total 82 de déplacement de la surface s'obtient en 
ajoutant à cette expression le travail dû à la variation d'aire de la 
surface elle-même. On sait que cette partie du travail est en raison 
de la variation 6f de l'aire de la surface et qu’elle vaut « ôf, & étant 
la tension superficielle De sorte que le travail 


1 A la frontière eau — air & = 72,5 erg/cm® (à 20 °C), à la frontière pétro- 
le — air & — 24 (à 20 °C). La tension superficielle des métaux fondus est très 
forte; ainsi. à la frontière mercure — air & — 547 (à 175 °C); platine fondu — 
air œ — 1820 (à 2000 °C). Très faible est la tension superficielle entre l'hélium 
liquide et sa vapeur: æ& = 0,24 (à —270 °C). 


19—406 
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total s'écrit 


8R— — | (pi—p:)6t dj + aôf. (60,1) 


La condition d'équilibre thermodynamique s'obtient, on le sait, en 
annulant ôR. 

Soient ensuite R, et À: les rayons de courbure principaux au 
point donné de la surface ; nous supposerons R; et R; positifs s'ils 
sont dirigés dans le premier milieu. Alors, les éléments de longueur 
dl, et dl: menés sur la surface dans les plans principaux prennent 
dans un déplacement infinitésimal e la surface des accroissements 


respectivement égaux à se. dliet à F Ed, (dl, et dl; doivent être con- 
sidérés comme les éléments d'arc se circonférences de rayons /?; 
et R2). En conséquence, l'élément d'aire df — dlidl; devient après 
déplacement 


ôk ôë 
dl, (1+7) dl, (1+%) dl dits (14 Le E 
c'est-à-dire qu'il varie de 
1 1 
af (r+r) 
La varialion d'’aire totale de la surface de séparation est donc 
-f 1 1 
ôf = | ê£ (+ x) df. (60,2) 


En substituant les expressions déduites dans (60,1) et en annu- 
lant, on obtient la condition d'équilibre sous la forme 


[66 {Gi p3—a (7 +7) } df—0. 


Cette condition doit être vérifiée pour tout déplacement infinité- 
simal de la surface, c’est-à-dire pour tout ô€. Aussi faut-il que 
l'expression entre accolades sous le signe somme soit identiquement 
nulle, c’est-à-dire que 


—p=e(r+z). (60,3) 


Telle est la formule cherchée (formule de Laplace) 
qui détermine la pression superficielle. On voit que si À; et 22: sont 
positifs, p; — p2 >> 0. Cela signifie que la pression est la plus grande 
daus celui des deux corps qui a sa surface convexe. Si R; = R;3 = o, 
c'est-à-dire si la surface de séparation est plane, les pressions dans 
les deux corps sont, comme il se doit, égales. 

Appliquons la formule (60,3) à l'étude de l'équilibre mécanique 
des corps en contact. Supposons que la surface de séparation ainsi 
que les corps eux-mêmes ne soient pas soumis à des forces extérieures 
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quelles qu'elles soient. Alors la pression est constante le long de 
chaque corps. Eu égard à la formule (60,3). on pourra donc écrire 
la condition d'équilibre sous la forme 


1 1 : 
LE Le À 
FA + Re const. (60,4) 


Ainsi, la somme des courbures doit être constante sur toute la surface 
de séparation libre. Si la surface tout entière est libre, la condition 
(60,4) signifie que la surface doit être sphérique (telle, par exemple, 
la surface d’une gouttelette lorsqu'on peut négliger l'influence 
de la force de pesanteur). Mais si la surface est maintenue le long 
d'une courbe quelconque (par exemple, pellicule liquide tendue sur 
un cadre rigide), sa forme est beaucoup plus compliquée. 
Appliquée à l’équilibre de pellicules liquides minces maintenues 
par un cadre rigide, la conson (60,5) doit avoir son second membre 


nul. En effet, la somme F + _ doit avoir la même valeur sur 


toute la surface libre de la "pellicule et, dans le même temps, elle 
doit être de signes différents sur les deux faces, car si un côté est 
convexe, l’autre est concave et de mêmes rayons de courbure, les- 
quels doivent maintenant être considérés comme négatifs. D'où 
la condition d'équilibre d’une pellicule mince 


1, 4 ne 
Fr. (60,5) 


Considérons à présent la condition d'équilibre sur la surface 
d’un corps situé dans le champ de pesanteur. Admettons pour sim- 
plifier que le second milieu soit l'atmosphère, dont la pression peut 
être supposée constante sur l'extension des dimensions du corps. 
Nous prendrons pour le corps lui-même un fluide incompressible. 
On a alors p, = const, et la pression p, dans le fluide est, en vertu 
de (3,2), p1 = const — pgz (la coordonnée z est comptée vertica- 
lement vers le haut). De sorte que la condition d'équilibre prend 
la forme 


1 1 gp 50.6 
mt ES consl. (60, G) 


Au reste, il est à noter que pour déterminer la forme d'équilibre 
de la surface du fluide dans des cas concrets il est habituellement 
commode d'utiliser la condition d'équilibre non pas sous la forme 
(60,6), mais directement en résolvant le problème variationnel du 
minimum de l'énergie libre totale. L'énergie interne libre du fluide 
incompressible ne dépend que du volume, maïs non de la forme de la 
surface. De la forme dépendent, primo, l'énergie superficielle libre 


[aa 


19% 


292 PHÉNOMÊNES SUPERFICIELS 


et, secundo, l'énergie dans le champ extérieur (champ de pesanteur) 
égale à 


£P Î zdY. 
De sorte que la condition d'équilibre pourra s'écrire sous la forme 
a [ dj + gp ( zdV = min. (60,7) 


Le minimum devra être déterminé en présence de la condition sup- 
plémentaire 


| dV = const, (60,8) 


exprimant l'invariabilité du volume total du fluide. 
Les constantes &, p, g ne figurent dans ee conditions d’équilibre 


(60,6) et (60,7) que sous forme du rapport À — . Ce rapport a la dimen- 
sion du carré d'une longueur. La longue 


Da , 

a =- (60,9) 
est dite constante capillaire de la substance donnée !. 
La forme de la surface du fluide est déterminée par cette seule quan- 
tité. Si la constante capillaire est grande (devant les dimensions du 
corps), déterminant la forme de la surface on pourra faire abstrac- 
tion du champ de pesanteur. 

Pour déterminer la forme de la surface à partir de la condition 
(60,4) ou (60,6), il faut disposer de formules donnant les rayons de 
courbure d’après la forme de la surface. Ces formules sont connues 
en géométrie différentielle, mais elles sont en général assez compli- 
quées. Elles se simplifient notablement lorsque la surface s’écarte 
peu du plan. Nous allons déduire une formule approchée sans utiliser 
la formule générale de géométrie différentielle. 

Soit z — & (x, y) l'équation de la surface; nous supposerons & 
partout petit, c'est-à-dire que la surface s'écarte peu du plan z = 0. 
On sait que l'aire f d’une surface est donnée par l'intégrale 


1-14) + (5) ae, 


ou approximativement pour les Ë . 


LE) +4 (Eee cou 


1 Ainsi, pour l'eau a — 0,39 cm (à 20 °C). 
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Trouvons la variation ôf : 


2t 2e | 0€ où 
ôf= a tar a} dx dy. 


Intégrant par parties, on obtient 


of — [ (SEP) otardy. 
Rapprochant cette expression de (60,2), il vient : 
1 1 ab dt 
Fr (5 La +) . (60,11) 


Telle est la formule générale donnant la somme des inverses des 
rayons de courbure d'une surface faiblement courhée. 

A l'équilibre de trois phases en contact, leurs surfaces de sépara- 
tion s'établissent de sorte que soit nulle la résultante des trois forces 
de tension superficielle qui agissent sur la ligne'de contact commune 
des trois milieux. Cette condition implique que les surfaces de sépa- 
ration se coupent entre elles sous des angles (dits « angles de 
raccordement ») qui sont déterminés par les valeurs des tensions 
superficielles (cf. V, & 149). 

Enfin, arrêétons-nous à la question des conditions aux limites 
devant être observées à la frontière de deux fluides en mouvement 
lorsqu'on tient compte de la tension superficielle. Si l’on ignore 
la tension superficielle, on a à la ere des deux fluides: 


Ph (oir — À) - 
ce qui exprime l'égalité des forces de hs de viscosité agis- 
sant sur la surface des deux fluides. Lorsqu'on tient compte de la 
tension superficielle, an doit écrire au second membre de cette con- 


dition une force supplémentaire de grandeur déterminée par la for- 
mule de Laplace et normale à la surface: 


Honabeel ein. 
ma OR— moR = à (+7) ri (60,12) 
Cette équation s'écrit autrement sous la forme 
— ps) = (if — oi) a (+) me (60,13) 


Si les deux fluides peuvent être considérés comme parfaits, les con- 
traintes visqueuses ok disparaissent, et on retrouve l'équation 
simple (60,3). 

Toutefois, la condition (60,13) n'est pas encore la plus générale. 
Le fait est que la tension superficielle & peut n'être pas constante 
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le long de la surface (par exemple, par suite de l’inconstance de la 
température). Alors, en même temps que la force normale (disparais- 
sant dans le cas d’une surface plane), il apparaît concurremment 
une force supplémentaire dirigée tangentiellement à la surface. 
De même que dans le cas où la pression est non uniforme il apparaît 
une force volumique égale (par unité de volume) à —Vp (cf. $ 2), 
on a ici pour la force tangentielle f, agissant sur l'unité d’aire de la 
surface de séparation f, = grad &. Le gradient a été affecté ici du 
signe plus, et non du signe moins, comme dans la force —Vp, du fait 
que les forces de tension superficielle tendent à réduire l'aire de la 
surface, alors que les forces de pression tendent à augmenter le volu- 
me du corps. Ajoutant cette force au second membre de (60,13), on 
obtient la condition à la limite 


[pi pro (++) Ni — (oix — oik”) ni + (60,14) 


(le vecteur unité de la normale n est dirigé à l’intérieur du premier 
fluide). Notons que cette condition ne peut être remplie que pour un 
fluide visqueux. En effet, pour un fluide parfait oi — 0; alors 
le premier membre de l'égalité (60,14) est un 

z vecteur dirigé suivant la normale, et le second 

ess Trsees À membre, un vecteur dirigé suivant le plan 
tangent à la surface. Mais une telle égalité est 
impossible (excepté, bien entendu, le cas tri- 
vial où ces quantités sont séparément nulles). 


Problèmes 


— -—-—- 
1 
17 


1. Déterminer la forme d'une pellicule liquide 
tendue entre deux anneaux coaxiaux (fig. 31). 

Solution. Il s’agit de trouver la surface 
Fig. 31 minima obtenue en faisant tourner autour de l'axe 
r = 0 la courbe z = 2 (r) d'extrémités en deux points 


——-+--- 8 


z 


22 De = = 
donnés À et B. L'aire de la surface de révolution est / — 2n | r v: + () ‘dr. 
1 


z 


t2 
On sait que le minimum d'une intégrale de la forme | L (zx, 2) dt cst déterminé 
ti 
= ; - dL x dr\? 
par l'équation L—r — —const. On obtient dans notre cas r— cs 1 + zl: 
ôz 


et par intégration 
Z— Co 
r=cich——< ; 
ci 
de sorte que la surface cherchée est celle obtenue par la révolution d'une chaînet- 
te (on l'appelle caténoïde). Les constantes c; et c. doivent être déterminées de 
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façon que la courbe r(z) pe par les points donnés À et B. Alors c dépend 
simplement du choix de l'origine des coordonnées sur l'axe des z. En ce qui 
concerne c,, on obtient deux valeurs, dont on ne retiendra que la plus grande 
(la plus petite ne correspond pas au minimum de l'intégrale). 

Lorsqu'on fait croître la distance k entre les anneaux, survient l’instant 
où, pour une certaine valeur de cette distance, l'équation déterminant c; cesse 
d'avoir des racines réelles. Aux plus grandes distances seule cst stable la forme 


: 7 


Fig. 32 


correspondant à deux lames tendues séparément sur chaque anneau. Ainsi, dans 
le cas de deux anneaux de même rayon /? la forme caténoïde devient impossible 
pour k = 1,33R. 

2. Déterminer la forme de la surface d’un liquide se trouvant dans le champ 
de pesanteur et mouillant d'un côté une paroi plane verticale. L'angle de raccor- 
dement formé par le liquide au contact de la substance de la paroi est 0 (fig. 32). 

Solution. Prenons pour axes de coordonnées ceux indiqués sur la 
fig. 32. Le plan x — 0 est celui de la paroi, ct z—0 est le plan de la surface du 
liquide loin de la paroi. Les rayons de courbure de la surface z = : (x) sont 


_ (+32): 


Ri=o, Ri= si bien que l'équation (60,6) devient 


23 2" 


CNT ENT UE Ines (1) 
(a est la constante capillaire). l’our z2—c on doit avoir z2—0, à =0; donc 
const =0. On obtient par une première intégration ë ; 
1 2? 
=A-—-. (2) 


La condition à l'infini (2=—0, :=0 pour z—=o) donne .1—1. Une seconde 
intégration donne 


5 nr 
z= — 7 Arch 44 a Vire 


La constante x, doit être déterminée de sorte que > sur la paroi (z = (0) z° == 
= — cotg 8 ou, d’après (2), z = h, où k—=a VT— sin0 est la hauteur à 
laquelle est monté le liquide sur la paroi même. 

3. Déterminer la forme de la surface du liquide monté entre deux lames 
planes parallèles verticales (fig. 33). 
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Solution. Prenons le plan y, z équidistant des deux lames, et le plan 
z, y confondu avec la surface du liquide à l'extérieur de l’espace compris entre 
les deux lames. loin d'elles. Dans l'équation (1) du prob. 2. qui exprime la con- 
dition d'équilibre et qui est donc légitime sur toute la surface du liquide (entre 
les plaques aussi bien qu’à l'extérieur), les conditions pour z — © donnent 
de nouveau const = 0. Dans l’intégrale (2) de l'équation (1) la constante 4 est 
différente pour | z EE ct pour |z| <: (pour |z l=+ la fonction z (x) 
a une discontinuité). On a pour l’espace entre les lames les conditions suivantes: 
pour z = 0 on doit avoir =’ = 0, et pour 2= 7 z° = cotg 06, 6 étant l'angle 
de raccordement. D'après (2), on a pour les hauteurs :, — z (0) et z;, — z (d/2): 

20=0 VA—1, z=aVA—sin0. 

L'intégration de (2) donne 


( 7 aè a cos E dE 
Z = TE = + VAE FR , 
Zu Vi +) 0 A— cos Ë 
E étant une nouvelle variable liée à z par la relation z = a V/ A — cos E. On 


a là unc intégrale clliptique qui ne saurait être cxprimée au moyen des fonctions 
élémentaires. La constante À est déterminée par la condition z = z, pour z = 


d 
=-—;0na 


to a 


—8 


” cos Ë dE 
Lu Ï VA—coSE 


Les formules déduites déterminent la forme de la surface du fluide dans 
l'espace entre les lames. Lorsque d—+0, A tend vers l'infini. Aussi a-t-on 
pour d& a: 


ELA 
FT —8 
a a 
de —— ( cos E dE — cos 0 
VA VA : 
d'où À = _. cos? 0. La hauteur d’ascension du fluide est z Æ z Æ _. cos0; 


cette formule admet, bien entendu, une déduction élémentaire. 

4. Sur le plan d'une surface horizontale rigide se trouve (dans le champ de 
pesanteur) une fine couche liquide inégalement chauffée ; sa température est 
une fonction donnée de la coordonnée zx le long de la couche, et (la couche 
étant fine) on peut la supposer indépendante de la coordonnée z suivant l'épais- 
seur de la couche. L'échauffement inégal donne naissance à un mouvement 
stationnaire du fluide dans la pellicule, et il s'ensuit une variation de son épais- 
seur & suivant la couche; on demande de déterminer la fonction & = & (x). 

Solution. En même temps que la température, la densité p et la tension 
superficielle & sont aussi des fonctions données de x. La pression dans le fluide 
est p — Pa + PE Le — 2), po étant la pression atmosphérique (la pression sur 
la surface libre de la couche) ; on peut négliger la variation de pression due à la 
courbure de la surface. On peut poser que la vitesse du fluide dans la couche 
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fine est partout dirigée suivant l'axe des z. L'équation du mouvement stipule: 
Ru __ dp _ [d(pt) , dp 
Var oz El à ‘à () 


Sur la surface rigide (2—0) on a v=0, et sur la” surface libre (2—#) doit 
être vérifiée la condition à la limite (60,14), qui donne en l'occurrence 


| _4 
VE be à 
Intégrant l'équation (1) avec ces conditions, on Ne 
ere 2 JD) 85 (ga _ 2e TL ie 


Le mouvement étant stationnaire, le flux total Re ut à travers la section 
[4 
transversale de la couche doit être nul: Î v dz == Q. Substituant dans cette 


r 
expression (2), on obtient l'équation suivante: 
p.21 d 1 du 
3 dr ‘4 dx g de ? 
déterminant la fonction & (x). On obtient en l’intégrant : 
gt2= 307 3/1 [[ p 1/4 da + const | : (3) 


Si la température (ct avec elle p et «) varie peu le long de la couche, 
on peut écrire (3) sous la forme 


e=u (2 }"++ @- Go); 


£o étant la valeur de & au point où p—ps, a =. 


$ 61. Ondes capillaires 


La surface d'un liquide tend à prendre sa forme d'équilibre aussi 
bien sous l'influence du champ de pesanteur que sous l'influence 
des forces de tension superficielle. Or, étudiant aux $$ 12 et 13 
les ondes à la surface d’un liquide, nous n'avons pas tenu compte 
de ce dernier facteur. Nous verrons plus bas que l'influence de la 
capillarité sur les ondes de gravitation est essentielle pour les petites 
longueurs d'onde. 

Ainsi qu’au $ 12, nous supposerons l'amplitude des oscillations 
petite par rapport à la longueur d'onde. Pour le potentiel des vites- 
ses on a, comme auparavant, l'équation 


Ag = 0. 
Mais la condition à la surface du liquide est maintenant différente. 
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Savoir, la différence des pressions des deux côtés de cette surface 
ne doit pas être nulle, ainsi qu’il était supposé au $ 12, mais doit 
être déterminée par la formule de Laplace (60,3). 

Désignons la coordonnée z des points de la surface par &. & étant 
petit, on peut utiliser l'expression (60,11) et écrire la formule de 
Laplace sous la forme 


Ici p est la pression dans le liquide au voisinage de la surface, 
Po la pression extérieure constante. Substituant à p son expres- 
sion (12,2) 
à 
p= —pei—p<È 
on trouve 
0 22 
pat+ pa (+5 =) = 0 


x 9y? 


(pour les mêmes raisons qu’au $ 12, on peut, déterminant adéquate- 
ment , omettre la constante a) Dérivant cette relation par rapport 


a 


à t'et y remplaçant 7 par Te, on obtient la condition à la limite 
pour le Re p sous la forme 


(  fop , dv . 
LPS 3 a P+p< + ÿz (+ me) } = 0. (61,1) 


Considérons une onde «plane» se propageant le long de l'axe 
des x. Comme au $ 12, on obtient la solution sous la forme 


p = Ae* cos (kr — wt). 
Le lien entre X et w est donné maintenant par la condition à la 
limite (61,1) et s'écrit 
OÙ = gk + er hs. (61,2) 
On voit que dans le cas = grandes longueurs d'onde satisfai- 
sant à la condition k < 7 = ou 


k< — 


{a étant la constante capillaire), on peut faire abstraction de l'influen- 
ce de la capillarité, et l'onde est purement gravitationnelle. Dans 
l'autre cas des petites ondes, on peut ignorer l'influence du champ 
de pesanteur. Alors, 


ot. 8, (61,3) 
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Ces ondes sont dites capillaires (ou rides) ; dans le cas intermédiaire 
on dit qu’on a des ondes capillaro-gravitationnelles. 

Déterminons encore les oscillations propres d’une goutte sphé- 
rique de liquide incompressible qu'elle effectue sous l'influence 
des forces capillaires. Lors des oscillations la forme de la surface 
de la goutte s’écarte de la sphéricité. Comme auparavant, nous sup- 
poserons les amplitudes des oscillations petites. 


1 1 
Commençons par déterminer la somme F + ië pour une surface 


faiblement asphérique. Nous procéderons pour cela de même que 
pour la déduction de la formule (60,11). L’aire d'une surface décrite 
en coordonnées sphériques r, 6, @! par une fonction r = r (0, œ) 
est donnée par l'intégrale 


2x a a 
L dr\® 1 dr \? : 
= ALÉES EE Lt PE s 4 
f | LZ L (5) + (5) r sin 0 d0 d. (61,4) 
Une surface sphérique a pour équation r = const = À (AR étant 
le rayon de la sphère), et une surface voisine de la sphère, r = R + 
+ &, 6 étant petit. Substituant ceci dans (61,4), on obtient appro- 
ximativement 


=[| {R+0 +5 [ (2) + +360 (È )"]} sin 0 de de. 
0 0 


Trouvons la variation 6f de l'aire lorsqu'on fait varier &. On a: 
' x 


ôf— [IC ++ a 2 PE} sin 0 d0 dq. 


és par parties le second terme sur l’angle 8, et le troisième 
sur les @, il vient: 
2x x 


: 41 9 /f. nd 1 
= ( [{2@R+0-5 5 (sn0&) — HR ô£ sin 0 dû dq. 
0 0 


Si l'on divise l'expression entre accolades par R(R + 2£), l'expres- 
sion qui figurera sous le signe d'intégration en tant que facteur de 
ôtdf = CR (R + 25) sin 6 dO dy, représentera, en vertu de (60,2). 
précisément la somme des courbures principales cherchée, calculée 
au premier ordre en &. Ainsi donc, 


ER RON RS 


Es ste À 5 
R; RE R 5 A? | sin20 9g® Ÿ sin 0 06 5 (sin0>)) + (61,5) 


1 Dans la suite do ce paragraphe @ désignera l'azimut des coordonnées 


sphériques. ct nous désignerons le Dolent ol des vitesses par Ÿ. ex” 
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Le premier terme correspond à la surface sphérique, pour laquelle 
A; —= R;: = À. 

Le potentiel des vitesses 4 vérifie l'équation de Laplace Ab = 0, 
dont la condition à la limite pour r = R s'écrit (comme ce qu’on 
avait pour une surface plane) 


AP 1 8/.. nt dE 
p R+a aie 7% (sn0Ë) + a]} +P=0. 
La constante 2 + p, dans cette condition peut être encore omise ; 


us : à 
dérivant par rapport au temps et substituant LA = = +, on 
trouve finalement la “ee à la limite pour sous la forme 


Te {25 + Ton F Ur (sine F)+ nel}. 0 
(61,6) 

Nous chercherons la solution sous forme d'onde stationnaire 

Ÿ— Cale | (r, 6, p); 


la fonction f vérifiant l'équation de Laplace Af = 0. On sait que 
toute solution de l'équation de Laplace peut ètre représentée par 
une combinaison linéaire de polynômes harmoniques, de la forme 


r'Y im (8, p), 
les Yim(8, p) étant les fonctions sphériques de Laplace d'expression 
Y'im (0, p) = PT (cos 8) ei. 


ap 
ôt2 


Ici 
dmP}(cos0) 


PT (cos 6) = sin”0 “d{cos 0m 


est la fonction de Legendre associée [P, (cos 8) est le polynôme de 
Legendre d'ordre /]. On sait que / parcourt tous les entiers positifs 
et zéro, m parcourant, pour / donné, les valeursm = 0,+1, +2,..., 
Ses = le 
? 
Ceci étant, nous chercherons la solution particulière du problème 
posé sous la forme 


=: Ae-iotrl PF (cos 8) ei", (61,7) 
La fréquence w doit être déterminée de façon à vérifier lacondition 


à la limite (61,6). Reportant dans cette équation l'expression (61,7) 
et notant que les fonctions sphériques Y:, vérifient l'équation 


eg (sn 0) + DE 1 (1 44) Yom = 0, 


-sin 0 00 d0 sin?0 6° 
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on trouve (en supprimant le facteur commun 1): 


put+ 1% {2—7(14+1)}-0, 
d'où 
wo? = 315 L(L— 1) (1-2). (51,8) 


Cette formule détermine les fréquences des oscillations capillaires 
propres de la goutte sphérique. On voit qu’elles ne dépendent que 
de !, mais non de m. Or, il correspond à Z donné 24 + 1 différentes 
fonctions (61,7). Ainsi, chacune des fréquences (61,8) correspond 
à 21 + 1 différentes oscillations propres. On dit d'oscillations propres 
indépendantes ayant les mêmes fréquences qu'elles sont « dégénérées »: 
dans le cas envisagé la dégénérescence est d'ordre 24 + 1. 

L'expression (61,8) s'annule pour L = 0 et pour Z = 1. La valeur 
1 — 0 correspondrait à des oscillations radiales, c'est-à-dire à des 
pulsations à symétrie sphérique de la goutte; dans un fluide incom- 
pressible de telles oscillations sont évidemment impossibles. Pour 
L — 1lemouvement serait tout simplement une translation d'ensem- 
ble de la goutte. La plus petite fréquence possible des oscillations 
de la goutte correspond à ! = 2 et vaut: 


2 8 4 
Din = SR : (61,9) 


Un mouvement ondulatoire spécifique lié à la tension superficiel- 
le est observé sur une pellicule liquide visqueuse coulant sur un mur 
vertical. P. Kapitza a montré que l'origine de ces ondes est dans 
l'instabilité du mouvement fondamental, laquelle survient déjà pour 
des petites valeurs du nombre de Reynolds!. 


Problèmes 


4. Déterminer la fréquence en fonction du vecteur d'onde pour des ondes 
<capillaro-gravitationnelles à la surface d’un liquide de profondeur k. 

Solution. Substituant dans (61,1) ® = À cos (kr — œt) ch k (z * h) 
(cf. prob. 1 $& 12), on obtient: 


3 
= (er+®) th kh. 
Pour kh 1 on est ramené à la formule (61,2), et pour les grandes ondes 


(kh & 1) on a: 
ahlici 


@ = ghk? + 
2. Déterminer le facteur d'amortissement des ondes capillaires. 


1 Cf. P. Kapitza, Journal de physique expérimentale et théorique 
18, 3, 1948. 
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Solution. Substituant (61,3) dans (25,5), on obtient: 


_2nk2 _ 2nw4/$ 
D EEE 
3. Trouver la condition de stabilité de la discontinuité tangentielle dans le 
champ de pesanteur compte tenu de la tension superficielle (les liquides de part 
et d'autre de la surface de discontinuité sont supposés différents). 
Solution. Soit U la vitesse de la couche supérieure du liquide par 
rapport à la couche inférieure. Nous superposerons au mouvement fondamental 
unc perturbation périodique le long de l’axe horizontal et nous chercherons le 
potentiel de la vitesse sous la forme: 
dans Je liquide inférieur 
p= Aekz cos (kr — wi), 
dans le liquide supérieur 
p’= A'ekz cos (kr— ot) + Uz. 
Pour le liquide inférieur on a sur la surface de discontinuité 


28 _ 
77 62 dt 


( est la coordonnée verticale de la surface de séparation), et dans le liquide 


supérieur 
. 2 9P y % , & 
27 03 0x dt 
La condition d’égalilé des pressions dans les deux liquides sur la surface 
de discontinuité a la forme 
ap - où DE CL orne p° 2 2 
p ôt + pei Gers —P ât 7 p'ei + 2 (e Ü ) 
(lors du développement de l'expression v'? — U* seuls doivent être conservés 
les termes du premier ordre en 4’). Nous chercherons le déplacement & sous la 
forme & == a sin (kr — wt). Substituant @, ’. & dans les trois conditions écri- 


tes pour z: — 0, on obticnt trois équations, qui donnent après y avoir éliminé 
a, À, A°: 


ke (pp) _ Æpp'Ur , Ge 
p+p"  (p+p} p+p 

Pour que cette expression soit réelle pour tous les k, doit être remplie 

la condition 


pp"? 
Sinon il existe des w complexes à partie imaginaire positive, et le mouvement 
est instable. 


$ 62. Influence de pellicules adsorbées sur le mouvement d’un liquide 


La présence à la surface d’un liquide d'une pellicule de matière 
par lui adsorbée peut modifier notablement les propriétés hydrody- 
namiques de la surface libre du liquide. Le fait est que lors de la 
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variation de la forme de la surface, qui s'opère au cours du mouve- 
ment du fluide, il y a « étirement » ou « contraction » de la pelli- 
cule, c'est-à-dire variation de la concentration superficielle de la 
substance adsorbée. Ces variations donnent naissance à des forces 
supplémentaires qui devront être impliquées dans les conditions 
aux limites qui ont lieu sur la surface libre du liquide. 

Nous nous bornerons ici à envisager les pellicules d’'adsorption 
de substances pouvant être considérées comme insolubles dans le 
liquide lui-même. C'est dire que la substance se trouve à même la 
surface et qu'elle ne pénètre pas à l’intérieur du liquide. Car si une 
substance superficiellement active possède aussi unecertaine solu- 
bilité, il faut tenir compte des processus de diffusion de cette subs- 
tance entre la pellicule superficielle et le volume du fluide, engen- 
drés par la variation de la concentration de la pellicule. 

En présence de substance adsorbée la tension superficielle & est. 
fonction de la concentration superficielle de cette substance (quan- 
tité de substance par unité d’aire), que nous noterons y. Si y varie 
sur la surface, la tension à sera, elle aussi, fonction des coordonnées 
du point de la surface. Ceci étant, on ajoutera dans la condition 
à la limite sur la surface du liquide la force tangentielle mentionnée 
à la fin du $ 60 [condition (60,14)]. Dans le cas précis le gradient 
de la tension & s'exprime au moyen du gradient de la concentration 
superficielle, de sorte que la force tangentielle agissant sur la sur- 
face vaut : 

AE _ Vy. (62,1) 
I1 a déjà été spécifié au $ GO que la condition à la limite (60,14) 
impliquant cette force ne peut être remplie que pour un liquide 
visqueux. Il en résulte que quand la viscosité du liquide est faible 
et mineure pour le phénomène envisagé, point n’est besoin non plus 
de tenir compte de la présence de la pellicule. 

Pour déterminer le mouvement du liquide recouvert de la pelli- 
cule, il faut ajouter aux équations du mouvement du liquide avec 
la condition à la limite (60,14) encore une équation, du fait que nous 
avons maintenant une inconnue (la concentration superficielle y) 
de plus. Cette nouvelle équation est l’« équation de continuité », qui 
traduit l’invariabilité de la quantité de substance totale adsorbée 
dans la pellicule. La forme concrète de cette équation dépend de la 
forme de la surface. Si la surface est plane, cette équation s'écrit 
de toute évidence 

2 : 2 (v ?) L2 )=0 (62,2 
FETE TEE LR =) 


toutes les quantités étant prises sur la surface du liquide (le plan 
x, y est confondu avec celui de la surface). 
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La résolution des problèmes du mouvement d'un liquide recou- 
vert d’une pellicule d’adsorption se simplifie notablement lorsque 
la pellicule peut être supposée incompressible, c'est-à-dire que 
l’aire de chaque élément de sa surface reste constante au cours du 
mouvement. 

Un exemple montrant l'importance sous le rapport hydrodyna- 
mique que peut avoir la présence d’une pellicule d'adsorption est 
celui du mouvement d’une petite bulle de gaz dans un liquide vis- 
queux. Si la surface de la bulle n’est pas recouverte d'une pellicule, 
le gaz remplissant la bulle se met, lui aussi, en mouvement, et la 
force de résistance avec laquelle le liquide agit sur la bulle est dif- 
férente de celle qu'éprouverait une boule solide de même rayon (cf. 
prob. 2 $ 20). Mais si la bulle est recouverte d'une pellicule de subs- 
tance adsorbée, il est tout d'abord évident, par raison de symé- 
trie, que la pellicule reste immobile lors du mouvement de la bulle. 
En effet, le mouvement n’y peut qu'être superficiel suivant les 
méridiens; il y aurail, en somme, accumulation continuelle de la 
substance de la pellicule à l’un des pôles de la bulle (la substance 
adsorbée ne pénètre pas dans le gaz ou le liquide), chose impossible. 
La vitesse du gaz à la surface de la bulle devant être nulle en même 
temps que celle de la pellicule, pour de telles conditions aux limites le 
gaz tout entier dans la bulle reste immobile. De la sorte, la bulle 
recouverte d’une pellicule se meut comme une boule solide et, notam- 
ment, la force de résistance qu'elle éprouve (pour les nombres de 
Reynolds petits) est déterminée par la formule de Stokes (V. Lévitch ; 
lui appartiennent aussi les solutions des questions examinées dans 
les problèmes de ce paragraphe !). 


Problèmes 


1. Deux récipients sont reliés par un canal profond et long à parois planes 
sarallèles (la largeur du canal cst a, la longueur /). La surface du liquide dans 
léa récipients et dans le canal est couverte d'une pellicule adsorbée ; les concen- 
trations superficielles y, et y2 de la pellicule sont différentes dans les deux réci- 
pients, ce qui donne lieu à un mouvement au voisinage de la surface du liquide 
dans le canal. Déterminer la quantité de substance de la pellicule transportée 
au cours de ce mouvement. 

Solution. Prenons le plan d'une des parois du canal pour plan x, z, 
et la surface du liquide pour plan x, y, de sorte que l'axe des x cest dirigé suivant 
le canal ; à la région du liquide correspondent les z < 0. Le gradient de pression 
étant absent, l'équation du mouvement stationnaire du liquide (cf. $ 17) s'écrit 


92v , d2v 
Er 3 = 0 (1) 


1 Pour un exposé plus circonstancié de ces phénomènes. cf. V. Lévitch, 
Haine physico-chimique, Editions de l’Académie des Sciences de 
'U.R.S.S., 1952. 
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v étant la vitesse du liquide, évidemment dirigée suivant l'axe des z. Le long 
du canal on a un gradient de concentration +. A la surface du liquide dans le 
canal on a la condition à la limite 


Sur les parois du canal le liquide doit être immobile : 
v=0 pour y—0,a. (3) 

On supposcra le canal infiniment profond, de sorte que 
v—=0 pour 2—>—. (4) 


Des solutions particulières de pans (1) qui vérifient les conditions (3) 
LU x 


et (4) sont const-sin (n+1) .e œ avec des n entiers. La condi- 
tion (2) est vérifiée par la somme 
Cn+na, 
si We 8. 
_4a da sin (27 +1) ro 
PT mé 2n +1) 


n=0 


La quantité de substance de pellicule transportée (dans l'unité de temps) 
vaut : 


a œ 
8a? 1 da 
Q— ( vole-o durs Œ mr) Fra 
0 n= 


(le mouvement s'opère dans le sens des «& croissants). La quantité Q doit, 
évidemment, être constante le long du canal. Aussi peut-on écrire : 


l 1 

da _1 (da _1 
V7 const =T | ver | V da 
Û 


&2 


où ay—œ@(yi), &2—@(y2), et où on a supposé a; > «2. De sorte qu'on a en 
définitive 


8a° oo 1 ai . O1 

bar En 20.27 © 

Q=;r (5 PME ) | y da =0,27 ñ fr da. 
n=0 @o œ2 


2. Déterminer le facteur d'amortissement des ondes capillaires à la surface 
d'un liquide recouvert d’une pellicule adsorbée. 

Solution. Si la viscosité du liquide n'est pas trop grande, les forces 
de traction (tangentielles) avec lesquelles le liquide agit sur la pellicule sont 
petites, et on peut considérer que celle-ci est incompressible. 

Dès lors, on peut calculer la dissipation d'énergie en tant que dissipation 
au voisinage d'une paroi solide, c'est-à-dire d'après la formule (24,14). Ecrivant 
le potentiel des vitesses sous la forme = pie **—%{e—X2, on obtient pour la dissi- 


20—406 
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pation par unité d’aire de surface: 
Ecin= — D lk@Po L°. 


Quant à l'énergie totale (par unité d'aire), elle vaut : 
E=p Î DE di = à | kPo [2 
Le facteur d'amortissement vaut [on utilise la relation (61,3)] : 
__ w7/6nt/2 LL kT/nt/20 1/4 
Tv 2 V2at/30178 T2 Vap : 


Le rapport de cette quantité au facteur d'amortissement des ondes capil- 
laires à la surface propre d’un liquide (prob. 2, $ 61) est égal à 


1 ( ap ) 1/4 
4 V2 Vi 
et il est grand devant l'unité, pourvu que la longueur d'onde ne soit pas excessi- 
vement petite. Ainsi donc, la présence d’une pellicule d'adsorption à la surface 


sur liquide a pour effet d'accroître considérablement le facteur d'amortissement 
es ondes. 


CHAPITRE Vill 
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D 


$ 63. Ondes sonores 


Passant à l’étude du mouvement d'un fluide compressible (liquide 
ou gaz), nous envisagerons pour commencer les petites vibrations 
dans ce fluide; on appelle ondes sonores un mouvement 
vibratoire à petites amplitudes dans un fluide compressible. Compres- 
sions et raréfactions alternent en chaque point du fluide dans l’onde 
sonore. 

Les vibrations dans une onde sonore étant petites, la vitesse v 
y est petite, de sorte qu'on peut négliger dans l’équation d'Euler 
le terme (vV)v. Pour cette même raison, les variations relatives de la 
densité et de la pression dans le fluide sont aussi petites. Nous écri- 
rons les variables p et p sous la forme 


P=Po+P's P—=Po+p', (63,1) 


Po ct Po étant la densité et la pression d'équilibre constantes, p’, p’ 
leurs variations dans l'onde sonore (p° Po, p° & Po). L'équation 
de continuité 


dp À Le 
5 + divpv=0 
devient lorsqu'on y substitue (63,1) et qu'on néglige les quantités 


du second ordre (p’, p', v seront alors considérées comme des quan- 
tités du premier ordre) 


La + pydivv= 0, (63,2) 
A la même approximation, l'équation d'Euler 
ov . Vp 
mt OVv= Era 
se réduit à 
ôv , Vp' 
ot ra = 0. (63,3) 


20* 
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La condition d'application des équations du mouvement linéari- 
sées (63,2) et (63,3) pour la propagation des ondes sonores est que la 
vitesse du mouvement des particules du fluide dans l'onde est petite 
devant la vitesse du son: v < c. Cette condition peut, par exemple, 
être déduite de la condition p’ & po Lvoir plus bas la formule (63,12)]. 

Les équations (63,2) et (63,3) contiennent les fonctions inconnues 
v, p',p’. Pour éliminer l’une d'elles, notons qu'une onde sonore dans 
un fluide parfait est, ainsi que tout autre mouvement dans un tel 
fluide, adiabatique. De sorte qu'une petite variation p' de la pression 
est liée à une petite variation p’ de la densité par l'équation 


, d LA 
p=()p". (63,4) 
Remplaçant à l'aide de cette équation p" par p’ dans (63,2), 
on obtient : 


ap" ôp ï _ 
2 + Po (2, divv=0. (63,5) 


Les deux équations (63,3) et (63,5) d'inconnues v et p’ décrivent 
complètement l'onde sonore. 

Pour exprimer toutes les inconnues en fonction de l’une d'entre 
elles, il est commode d'introduire le potentiel des vitesses confor- 
mément à l'expression v = grad q. On déduit de l'équation (63,3) 
l'égalité 

L à 
p=—p<, (63,6) 


reliant p’ à p (pour abréger, nous omettrons ici et dans ce qui 
suit l'indice zéro dans P, et po). Après quoi, on déduit de (63,5) 
l'équation 


PP ct Ap—0, (63,7) 


vérifiée par le potentiel @; nous avons introduit ici la notation 


74 (2). (63,8) 


L'équation (63.7) est l'équation des ondes. Appliquant à (63,7) 
l'opération grad, on trouve que chacune des trois composantes de la 
vitesse v satisfait à une telle équation, et dérivant (63,7) par rapport 
au temps, on trouve que la pression p’ elle aussi (et donc p’) satisfait 
à l'équation des ondes. 

Considérons une onde sonore dans laquelle toutes les quantités 
ne dépendent que d'une seule coordonnée, soit x. En d'autres termes, 
le mouvement tout entier est homogène dans le plan y, z; une telle 
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onde est dite plane. L'équation des ondes (63,7) prend la forme 
LS) (63,9) 
Pour résoudre cette équation, introduisons au lieu de x, é les nou- 
velles variables 
E=x—c, n—=x+ct. 


I1 est facile de s'assurer que dans ces variables l'équation (63,9) 
prend la forme 


2p Le 
ME — 0. 


Intégrant celle équation par rapport à ë, on trouve: 


Fin) étant une fonction arbitraire. Intégrant encore une fois, 
on obtient qi = fi (E) + f2(n), /1 et f2 étant des fonctions arbitraires. 
Ainsi donc, 


p=h(x—ct)+f:(x+ ct). (63,10) 


La distribution des autres quantités (p', p', v) dans une onde plane 
est également décrite par des fonctions analogues. 

Nous parlerons, pour fixer les idées, de la densité p° = f,(x— ct) + 
+ f2 (x + ct). Soit, par exemple, f2 = 0, de sorte que p'=f; (r—ct). 
Interprétons cette solution. Dans chaque plan x— const la densité 
varie dans le temps ; à chaque instant donné la densité est différente 
pour différents x. Il est évident que la densité est la même pour 
les coordonnées zx et les instants { satisfaisant aux relations x — ct = 
= const, ou 


æ = const -|- cé. 


Cela signifie que si à un certain instant { = 0 en un point du fluide 
la densité a une certaine valeur, elle reprendra la même valeur au 
bout du temps { à la distance ct du point envisagé le long de l'axe 
des zx (il en est de même de toutes les autres quantités dans l'onde). 
C'est dire que l’image du mouvement progresse dans le milieu le 
long de l'axe des x avec la vitesse c, dite vitesse du son. 

De sorte que f; (x — ct) représente ce qu’on appelle une onde 
courante plane, qui se propage dans le sens positif de l'axe des z. 
Il est évident que 2 (r + ct) représente une onde se propageant en 
sens inverse. 

Des trois composantes de la vitesse v = grad @ dans l'onde plane 
èp 


seule n’est pas nulle la composante v, — = 


De sorte que la vitesse 
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du fluide dans l’onde sonore est dirigée le long de la propagation de 
l'onde. C'est pourquoi les ondes sonores dans un fluide sont dites 
longitudinales. 

Dans une onde courante plane la vitesse v, — v est liée à la pres- 
sion p’ et à la densité p’ par une relation simple. Ecrivant q = 


= f(x — ct), on a v= = f'(x—ct)et p = —9 D = pcf' (r— ct). 
Comparant ces expressions, on trouve: 
p° 
U— pe . (63,11) 


Substituant ici, conformément à (63,4), p’—c°p", on trouve le lien 
entre la vitesse et la variation de la densité : 

v= + : (63,12) 

Indiquons également le lien entre la vitesse et les oscillations 


de la température dans l'onde sonore. On a T’ — (2) p' et utili- 
8 


sant la formule thermodynamique bien connue (5) -2(9), 
ainsi que (63,11), il vient: - 
T'=——v, (63,13) 


B = r(%) étant le coefficient de dilatation thermique. 
P $ ä : ’ : 

La formule (63,8) détermine la vitesse du son d'après la compres- 
sibilité adiabatique de la substance. Cette dernière est liée à la com- 
pressiblité isotherme par la formule 

2) cs (© ;: 
Gel eva ls: (63,14) 
Calculons la vitesse du son dans un gaz parfait (au sens thermo- 
dynamique du terme). L'équation d'état d'un gaz parfait s'écrit: 
RT 
RL ELS 
P p h 
R étant la constante des gaz, et u le poids moléculaire. On obtient 
pour la vitesse du son l'expression 


LU 


c— Ve (63,15) 
y désignant le rapport y = ep Comme y dépend d'ordinaire 


Co 
faiblement de la température, on peut considérer que la vitesse du son 


1 Il est utile de noter que la vitesse du son dans le gaz est de l’ordre de 
grandeur de la vitesse thermique moyenne des molécules. 
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dans le gaz est en raison de la racine carrée de la température. Pour 
une température donnée elle ne dépend pas de la pression du gaz. 

Un cas très important d'ondes est celui des ondes monochromati- 
ques, dans lesquelles toutes les quantités sont des fonctions périodi- 
ques simples (harmoniques) du temps. Il est habituellement commode 
d’écrire ces fonctions sous forme de partie réelle d’une expression 
complexe (cf. début du $ 24). Ainsi, nous écrirons pour le potentiel 
des vitesses 


p=- Re{po(x, y, )e-iut}, (63,16) 
&@ étant la fréquence de l'onde. La fonction @ vérifie l'équation 
AQo+ + Go = 0, (63,17) 


déduite en substituant (63,16) dans (63,7). 

Envisageons une onde courante monochromatique plane progres- 
sant dans le sens des x positifs. Dans une telle onde toutes les quan- 
tités ne sont fonctions que de x — c{, de sorte que, par exemple, le 
potentiel s'écrit 


e= Re{4e (Te), (63,18) 


A étant une constante dile amplitude complexe. En l’écrivant 
sous la forme À = aeït avec des constantes a et & réelles, on aura: 


p = a cos (£z—wt+a) : (63,19) 


La constante a est l'amplitude, et la quantité entre parenthèses sous 
le cosinus, la phase de l’onde. Désignons par n le vecteur unité dans 
la direction de la progression de l’onde. Le vecteur 
w 27a 
= n=" 53.2 

k sn=rn (63,20) 
est appelé vecteur d'onde. Introduisant ce vecteur, on peut écrire 
(63,18) sous la forme 


@ = Re {Aeï(tr-ut)}, (63,21) 


Les ondes monochromatiques sont très importantes, étant donné 
que n'importe quelle onde peut être représentée par un ensemble 
d'ondes planes monochromatiques avec différents vecteurs d'onde 
et fréquences. Cette décomposition d'une onde en ondes monochro- 
matiques n’est rien d'autre que le développement en série ou inté- 
grale de Fourier (ce qu’on appelle encore décomposition spectrale). 
Les diverses composantes de cette décomposition sont dites compo- 
santes monochromatiques de l’onde ou ses composantes de Fourier. 
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Problèmes 


1. Déterminer la vitesse du son dans un système diphasé faiblement disper- 
sif: vapeur contenant des gouttelettes de liquide en suspension (« vapeur humi- 
de ») ou liquide avec distribution de fines bulles de vapeur. La longueur d'onde 
du son est supposée grande en comparaison de dimensions des inhomogénéités 
du système. 

Solution. Dans un système diphasé p et 7 ne sont pas des variables 
indépendantes, étant liées par l'équation d'équilibre des phases. La compression 
ou la détente du système se fait avec transition de la substance d'une phase 
à l'autre. Soit x la part (en masse) de la phase 2 dans le système. On a: 


S—=(Â—2x) s1+ so, } a) 
= (1— 7) Vi+zVo, 
les indices 1 et 2 spécifiant les quantités relatives aux phases pures J et 2. 
.… [OV : ; 
Pour calculer la dérivée (5) transformons-la des variables p, s aux varia- 
8 
bles p,z; ona: 


go. (9-6, 6). 


AZ Æ), 
ôx p 
après quoi la substitution de (1) donne 


ôv _ dVo Vo—Vi dS2 É Vo—V; ds: » 
Giles) © 


La vitesse du son est déterminée au moyen de (1) et (2) par la formule (63,8). 
Développant les dérivées totales par rapport à la pression, introduisant la 
chaleur latente de transition de la phase 1 à la phase 2: qg = T (ss — si) ct 


utilisant la formule de Clapeyron-Clausius pour la dérivée F le long de la 
(-rr— 

aT  T(Vo—Vi) 
dans les premiers crochets dans (2) sous la forme 


courbe d'équilibre des phases ) , on obtient l'expression 


8V2 2T [ôV2 Tcp, : 
(D) (Ge), Pe—vo te vir. 
Les seconds crochets se transforment de la même manière. 

Supposons la phase 1 liquide, la phase 2 étant la vapeur ; nous assimilcrons 
la vapeur à un gaz parfait, et nous négligerons le volume spécifique V, devant 
V2. Si x & 1 (liquide avec une petite quantité de vapeur sous forme de bulles), 
on obtient pour la vitesse du son 


_ __HPV: 
RAT V Cl 


(R est la constante des gaz, u le poids moléculaire). Cette vitesse est, en général, 
très petite ; ainsi, lors de la formation de bulles de vapeur dans le fluide (cavi- 
tation), la vitesse du son dans le fluide tombe brusquement par saut 


(3) 
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Si, par contre, 1 — x & 1 (vapeur avec une infime quantité de liquide 
sous forme de gouttes), on obtient: 


Aude. Es R (4 
€  RT gq q® 


Comparant avec la vitesse du son dans un gaz pur (63,15), on trouve qu'ici enco- 
re l'addition de la seconde phase réduit la vitesse du son, bien qu'à un degré 
beaucoup moindre. 

Dans l'intervalle x croissant de zéro à un la vitesse du son cst monotone crois- 
sante de la valeur (3) à la valeur (4). 

Notons que pour z = 0 et x = 1 la vitesse du son subit un saut lors de la 
transition du système monophasé au système diphasé. Cette circonstance 
entraîne que, pour des valeurs de z très voisines de zéro ou de l'unité, la théorie 
linéaire usuelle du son ne s'applique plus déjà aux petites amplitudes de l'onde 
sonore: compressions et raréfactions dues à l’onde dans les conditions données 
s'opèrent avec transition du système diphasé au système monophasé (ct vice 
versa), d’où la complète violation de l'hypothèse, majeure pour la théorie, de la 
constance de la vitesse du son. 

2. Déterminer la vitesse du son dans un gaz ports à une température si 
élevée que la pression du rayonnement noir d'équilibre y est comparable à la 
pression du gaz lui-même. 

Solution. La pression de la substance est 


ak 
P= nkT FT Ti, 
et l'entropie 


Dans ces expressions les premicrs termes concernent les particules, et les seconds, 
le rayonnement; n est la densité du nombre de particules, m leur masse, k læ 


2k3 
constante de Boltzmann, ae (cf. par exemple, V, 860). Dans la densité 
de la substance le rayonnement noir ne joue pas de rôle, si bien que p = mn. 


Nous désignerons ici la vitesse du son par & pour distingucr de celle de la lumière ; 
écrivant les dérivées sous forme de jacobiens, on a: 


ue 2(p,.s) _ 9(p.s) | 8(p,s) 
_ d(p,s) d(n,T)/ a(n,T) : 
Calculant ces jacobiens, on obtient : 

LT 2a2T6 

3m 5n(n+2aT3) J ° 


2 
2 


$ 64. Energie et impulsion des ondes sonores 


Déduisons l'expression de l'énergie d'une onde sonore. Confor- 
mément à la formule générale, l'énergie de l'unité de volume d’un 


e. o] . CU ’ ’ 
fluide est pe + _ . Substituons ici p = po +p', € = Eëo + €’, 
les lettres accentuées désignant les écarts des quantités correspon- 
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s que : ' v2 
dantes à leurs valeurs dans le fluide immobile. Le terme est du 
troisième ordre. De sorte qu'il vient, en se limitant au second ordre : 


, 4 p2 ou? 
00€0 + P ee 9? [en 4 nee, 


dpé 
Les dérivées sont prises à entropie constante, puisque l'onde sonore 
est adiabatique. En vertu de la relation thermodynamique de = 


= Tds— pdV = Tds + + dp Ne (2) =e+£=xw, et 
la dérivée seconde s'écrit : : p 
(= 9.) 6.-$ 


De sorte que l'énergie de l'unité de volume du fluide vaut 


P0Eo + WoP” + ne p'e T Po + 


Le premier terme dans cette expression (eo po) représente l'énergie 
de l'unité de volume du fluide immobile et ne concerne pas l’onde 
sonore. Quant au second terme, (wop'), c’est la variation d'énergie 
liée simplement à la variation de la quantité de substance (de la 
masse du fluide) dans chaque unité de volume donné. Ce terme dispa- 
raît de l’énergie totale, qui s'obtient en intégrant l'énergie de l’uni- 
té de volume dans tout le volume du fluide: la quantité totale de 
fluide étant invariable, on a i pav:= | Po dV, de sorte que | p’dV= 


= 0. Ainsi donc, la variation totale de l'énergie du fluide liée à la 
présence de l'onde sonore est égale à l'intégrale 


[ (+ S) ar 
2 2Po ° 
L'expression sous le signe somme peut être considérée comme 


la densité Æ£ de l'énergie sonore : 


EU +SE. (64,1) 

Cette expression se simplifie dans le cas d’une onde courante 

plane. Dans une telle onde p° = Po— [cf. (63,12)], et les deux ter- 
mes dans (64,1) sont égaux, si bien que 

E = po. (64,2) 

Dans le cas général d’une onde arbitraire on n’a pas de telle relation. 


On ne peut écrire une formule analogue dans le cas général que pour 
la moyenne (temporelle) de l'énergie sonore totale. Elle résulte 
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directement du théorème général connu de la mécanique stipulant 
que, dans n'importe quel système effectuant de petites oscillations, 
la moyenne de l'énergie potentielle totale est égale à la moyenne de 
l'énergie cinétique totale. Puisque cette dernière vaut dans le cas 


envisagé L | PoL® dV, on trouve que l'énergie sonore moyenne totale 
est 
Î E dv = Î Poe dV. (64,3) 


Si l'on écrit une onde non monochromatique sous forme de super- 
position d'ondes monochromatiques, l'énergie moyenne de l'onde 
sera égale à la somme des énergies moyennes des composantes mono- 
chromatiques. En effet, si v est écrite comme la somme d’une série 
de termes de diverses fréquences, L* contiendra, à côté des carrés 
de chacun de ces termes, les produits des termes de différentes fré- 
quences. Ces produits contiennent des facteurs de la forme 


ei (&—0w’) {, 


qui sont des fonctions périodiques du temps. Or, la moyenne d’une 
fonction périodique simple est nulle, si bien que ces termes disparais- 
sent. De la sorte, seuls subsistent dans l'énergie moyenne les termes 
contenant les carrés moyens de chacune des composantes monochro- 
matiques. 

Ensuite. considérons un certain volume de fluide où se propage 
le son, et trouvons le flux moyen d'énergie à travers la surface fermée 
délimitant ce volume. La densité du flux d'énergie dans le fluide est, 


d'après (6,3), pv (w+5) . Dans le cas considéré on peut négliger 


le terme contenant v? qui est un petit terme du troisième ordre. 
Aussi la densité moyenne du flux de l'énergie dans l’onde sonore 


est-elle ovu. Substituant ici & — wo - w’, il vient: 


PUY = Wopy + puy. 
Pour la petite variation w’ de l'enthalpic on a w’ = (+) p’. Comme 
C] 
(5) =, on a w'=Æ et ensuite 
0p}s P Pp 
PUY = WopY + p'v. 


Le flux total d'énergie à travers la surface cnvisagée est égal 
à l'intégrale 


Paps+pvat. 
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Mais la quantité totale de fluide dans le volume donné restant cons- 
tante en moyenne, la moyenne temporelle du flux de matière { pv df 


à travers la surface fermée doit être nulle. De sorte que le flux d’éner- 
gie est simplement 
$ pv ai. 


On voit que le rôle de densité moyenne du flux d'énergie sonore 
est joué par le vecteur 


qa=p'v. (64,4) 
Il est facile de voir qu’on a la relation 
dÉsias ja 
+ divp v= 0. (64,5) 


Sous cette forme, cette équation exprime la loi de conservation de 
l'énergie sonore, le rôle de la densité du flux de cette énergie incom- 
bant précisément au vecteur q = p’v. De sorte que cette expression 
est vraie non seulement pour la valeur moyenne du flux, mais encore 
pour sa valeur à chaque instant donné. 

Dans une onde courante plane la variation de la pression est 
liée à la vitesse par la relation p’ = cpov. Introduisant le vecteur 
unité n dans la direction de la progression de l'onde (coïncidant 
avec la direction de la vitesse v), on obtient q = cpov°n, ou 


q=cEn. (64,6) 


De sorte que dans une onde sonore plane la densité du flux d'énergie 
est égale au produit de la densité d'énergie par la vitesse du son, 
résultat qu’on pouvait naturellement attendre. 

Envisageons à présent une onde sonore occupant à chaque instant 
donné une région finie de l’espace ! (« paquet d'ondes »), et trouvons 
l'impulsion totale du fluide dans une telle onde. L’impulsion de 
l'unité de volume du fluide coïncide avec la densité du flux de masse 
j = pv. Substituant p = po + p’, il vient j = pov + pv. La varia- 
tion de la densité est liée à la variation de la pression par la relation 


p" = À. Eu égard à (64,4), on obtient en conséquence 


j = pov + (64,7) 


Le mouvement dans l’onde sonore étant potentiel, on peut écrire 
v = Vo (il est à souligner que cette affirmation n'est pas en rapport 
avec les abstractions faites au $ 63 lors de la déduction des équations 
linéaires du mouvement: la solution avec rot v — 0 est solution 


1 Nulle part limitée par des parois solides. 
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exacte des équations d’Euler). Aussi a-t-on: 
Ï— POV + + 
L'impulsion totale de l'onde est égale à l'intégrale jdV dans tout 


le volume occupé par cette onde. Or, l'intégrale de V peut être 
transformée en intégrale de surface: 


| Voav = $ par 


et elle est nulle, puisqu'en dehors du volume occupé par l'onde 
æ—=0. Ainsi donc, l'impulsion totale de l'onde est 


[iav= (aa. (64.8) 


Cette quantité n’est pas nulle en général. Or, l'existence d'une 
impulsion totale non nulle signifie transfert de substance. Nous 
sommes conduits à ce résultat que la propagation d’un paquet d'on- 
des sonores s’opère avec transfert de substance du fluide. C'est là 
un effet du second ordre (q étant du second ordre). 

Enfin, calculons la valeur moyenne de la variation p’ de la pres- 
sion dans l'onde sonore. A la première approximation, qui correspond 
aux équations linéaires usuelles du mouvement, p’ est une fonction 
périodique alternée, et la valeur moyenne de p’ est nulle. Mais ce 
résultat tombe en défaut aux approximations supérieures. Si on se 
limite aux termes du second ordre, il apparaît possible d'exprimer 
p’ en fonction de quantités calculées au moyen des équations 
linéaires du son, de sorte qu'on n'est pas forcé de passer par la réso- 
lution des équations non linéaires du mouvement, qui s'obtiennent 
lorsqu'on considère les quantités d'ordre supérieur. 

Nous partirons de l'équation de Bernoulli: 


v? 2® 
w FES PS -- const. 
Prenons la moyenne temporelle de cette égalité. La valeur moyenne 


or. à à ë 
de la dérivée par rapport au temps _. est nulle !. Ecrivant encore 


1 Conformément à la définition générale des moyennes, on a pour la moyen- 
ne de la dérivée d'une fonction f (t) quelconque: 


== T 
CR RE à Î dy tim 2/7) 
dre 2 a Sr: 


Si la fonction j (!) reste finie pour tous les t, cette limite est nulle, de sorte que 
Lee 
œ =0. 


318 LE SON 


w = wo + w’ et incluant w, dans la constante, on obient : 


— v? 
w' + = Const. 


Nous supposerons que l'onde se propage dans un volume illimité 
du fluide, mais qu’elle s’amortit à l'infini, c'est-à-dire que v, w’ 
et autres quantités s’annulent. La constante étant identique dans 
tout l’espace, il est clair que const — 0, de sorte que 


w'+#=0. (64,9) 


Développons. ensuite, w’ en série de puissances de p’; on a en se 
limitant aux termes du second ordre : 


(Sr + (ep 


dw 
et comme (F5), = 1/p, 


Po Z2P6 \dp]s Po 2cpà 
Substituant ceci dans (64,9) on obtient : 
mi Por | PE _ _ Por? | pée , 
PR ao lp (64,10) 


ce qui détermine la pression moyenne cherchée. L'expression à 
droite est du second ordre, et pour la calculer, il faut utiliser p’ 
et v, qui s’obtiennent en résolvant les équations du mouvement linéai- 
res. On a pour la densité moyenne: 


F-(RP+T EE Gun 


Si dans le volume considéré l’onde peut être supposée courante 
, es. A2 
plane, on a v = cÊ-, de sorte que v° = Éc?, ét l'expression (64,10) 
U 
s'annule, c’est-à-dire que dans une onde plane la variation moyenne 
de la pression est un effet d'ordre supérieur au second. En ce qui 


concerne la variation de la densité p” = (5) £- , elle ne s'annule pas. 
0 
9?p 


ne), est, en fait, toujours négative, si bien 
que dans l'onde courante p° << 0.) À cette même approximation, on 


a pour la valeur moyenne du tenseur densité du flux d’impulsion 
dans l'onde courante plane 


P + PiUR = Po Poviv. 


(Notons que la dérivée ( 
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Le premier terme est lié à la pression d'équilibre et ne concerne pas 
l'onde sonore. Dans le second, nous introduirons le vecteur unité n: 
dans la direction de v (confondue avec la direction de la progression 
de l'onde) et, utilisant la relation (64,2), nous aurons pour la densité: 
du flux d’impulsion dans l'onde sonore 


Tin = Erin. (64, 12} 
Si l'onde progresse le long de l'axe des x, seule n'est pas nulle la 


composante II,. — £. Ainsi donc, à l'approximation envisagée, 
seule la composante en x de l’impulsion a un flux moyen dans l'onde 
sonore plane, ce flux étant transporté dans la direction de l’axe des x. 


$ 65. Réflexion et réfraction des ondes sonores 


Lorsqu'une onde sonore atteint la surface de séparation de deux 
milieux différents (liquides ou gaz), elle est réfléchie et réfractée. 
Cela signifie que, outre l'onde incidente, deux nouvelles ondes appa- 
raissent ; l’une d'elles — l’onde réfléchie — est renvoyée par la 
surface dans le premier milieu, la seconde — l'onde réfractée — 
continue sa progression dans le second milieu. Par conséquent, le: 
mouvement dans le premier milieu est la superposition de deux ondes. 
(incidente et réfléchie) ; une seule onde existe dans le second milieu 
(la réfractée). 

Le lien entre les ondes incidente, réfléchie et réfractée est déter- 
miné par les conditivns aux limites à la surface de séparation des. 
deux milieux, qui exigent l'égalité des pressions et des composantes 
de la vitesse normales à la surface. 

Considérons la réflexion et la réfraction d'une onde longitudinale 
monochromatique dans le cas où la surface de séparation est plane. 
(plan y, 2). Il est facile de voir que toutes les trois ondes — incidente, 
réfléchie ct réfractée — auront la même fréquence w et les mêmes 
composantes k,, k, du vecteur d'onde (mais non la même compo- 
sante À, suivant la normale au plan de séparation). En effet, dans 
un milieu illimité homogène une onde monochromatique avec k et &- 
constants est solution des équations du mouvement. En présence de 
la surface de séparation seules viennent s'ajouter des conditions aux 
limites, qui, dans notre cas, concernent x — 0, c'est-à-dire qu'elles. 
ne dépendent ni du temps, ni des coordonnées y et z. Aussi la dépen- 
dance de Ja solution par rapport à # et à y, z reste-t-elle invariable: 
dans tout l’espace et le temps, c'est-à-dire que ©, k#,, k. sont les 
mêmes que dans l'onde incidente. 

A partir de ce résultat on peut déduire directement des relations 
déterminant les directions de propagation des ondes réfléchie et 
réfractée. Soit x, y le plan d'incidence. Alors 4. — 0 dans l'onde. 
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incidente ; il doit en être de même pour les ondes réfléchie et réfrac- 
tée. Ainsi, les directions de propagation des ondes incidente, réflé- 
chie et réfractée sont contenues dans un même plan. 

Soit 0, l'angle entre la direction de l'onde et l'axe des z. Il résulte 


alors de l'égalité des quantités k, — + sin 0 pour les ondes incidente 
et réfléchie que 

6, —06,, (65,1) 
c'est-à-dire que l'angle d'incidence 6, est égal à l'angle de ré- 


flexion 6,. Une relation analogue pour les ondes incidente ct réfrac- 
tée entraîne la relation 
sin Gi _ oc 


en (65,2) 


sin Oo c 


t 


entre l’angle d'incidence 8, et l'angle de réfraction 6: (c; et c, sont 
les vitesses du son dans les deux milieux). 

Pour déduire une relation quantitative entre les intensités des 
ondes incidente, réfléchie et réfractée, nous écrirons les potentiels 
des vitesses dans ces ondes respectivement sous la forme 


1 — A, exp {io (£cos01+— sin0, —+) } ; 
q, = À; exp {io (—<cos0, + sin0, 5) } ; 
P2 == A2exp {io (£cos0, + sin8, —1) } : 


A la surface de séparation (x —0) doivent être égales les pressions 
(p= — pq) et les vitesses normales (v -+) dans les deux milieux ; 
p= —9p 2 x; 
<es conditions mènent aux égalités 


à 9 s 02 
pa (di+ 45) = prde EE (Ai Ai) = TE A 


Co * 


Le facteur de réflexion R est déterminé en tant que rapport des 
moyennes (temporelles) des densités du flux d'énergie dans les ondes 
réfléchie et incidente. Comme la densité du flux d'énergie dans l’onde 
plane est cpv°, on a: 


Un calcul simple donne 


__ fp2tg 0—pitg0,\? 
RE er ee) (65,3) 
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Les angles 6, et 6, sont liés par la relation (65,2); exprimant 6, 
au moyen de 6, on peut mettre le facteur de réflexion sous la forme 


R— [ Paco cos 0 —p; Ve —c2sin? 06; Ï 


ci AA 65,4 
Paca cos 01+p4 V/c3— c3 sin? 04 099 


Pour l'incidence normale (6, —0), cette formule donne simplement 


__ fP2C2 —P1c1\ © 
R= (x) u (65,5) 


Pour une incidence satisfaisant à la condition 


2a. — Pici pi BE fs 
EEE Sd) ‘ Mere 
le facteur de réflexion est nul, c'est-à-dire que l’onde sonore est tout 


entière réfractée, sans réflexion ; ce cas est possible si c; >>c+, mais 
PeC2 >p1cs (ou inversement). 


Problème 
Déterminer la pression exercée par l'onde sonore sur la surface de séparation 
de deux fluides. , 
Solution. La somme des flux totaux d'énergie dans les ondes réfléchie 
et réfractée doit être égale au flux d'énergie incident. Rapportant le flux d’éner- 
gie à l'unité d’aire de la surface de séparation, nous écrirons cette condition 
sous la forme 


c1E cos 01 — c4E: cos 01+ c2E cos 62, 


E;, Ei, E2 étant les densités d'énergie dans les ondes incidente, réfléchie et 
réfractée. Introduisant le facteur de réflexion R=E;/E;, on en déduit 
Fr. __ ("1 cos 8; 


Co cos B2 GE 


La pression cherchée p se détermine on tant que composante en z de l'impulsion 
perdue dans l'unité de temps par l'onde sonore (laquelle composante est rappor- 
tée à l'unité d’aire de la surface de séparation). A l’aide de l'expression (64,12) 
du tenseur densité du flux d’impulsion dans l'onde sonore on trouve: 


p=E, cos? 6,-LE: cos? 0, —E> cos? 62. 


Substituant l'expression de E>, introduisant R et utilisant (65,2), il vient: 
p=E, sin 0, cos 0 [ctg 01°(1+ R)—ctg 02-(1—R)]. 
Pour l'incidence normale (8,=0), on trouve à l’aide de (65,5) 


_ ? 3 — 2p4p2c? 
_2E ESS P1P2 i] 
« 4 (P4c1 + P2c2)? 
21—406 
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$ 66. Acoustique géométrique 


Une onde plane se distingue par cette propriété que la direction 
de sa progression et son amplitude sont identiques dans tout l’espace. 
Des ondes sonores arbitraires ne jouissent évidemment pas de cette 
propriété. Mais il arrive qu’une onde sonore non plane puisse tout 
de même être assimilée à une onde plane dans toute petite région de 
l'espace. A cet effet, il faut, detoute évidence, que l'amplitude et la 
direction de l'onde ne varient presque pas sur une distance de l’ordre 
de la longueur d'onde. 

Si cette condition est satisfaite, on pourra introduire la notion 
de rayons en tant que lignes dont les tangentes sont, en chaque point, 
confondues avec la direction de la propagation de l'onde, et parler 
de la progression du son le long des rayons, faisant alors abstraction 
de sa nature ondulatoire. L'étude des lois de la propagation du son 
dans de tels cas fait l’objet de l’acoustique géométrique. On peut dire 
que l’acoustique géométrique correspond au cas limite des petites 
longueurs d'onde, À —+ 0. 

Déduisons l'équation fondamentale de l’acoustique géométrique, 
qui détermine la direction des rayons. Ecrivons le potentiel des 
vitesses de l'onde sous la forme 

p= aei, (66,1) 
Dans le cas où l’onde n'est pas plane, mais où l’acoustique géomé- 
trique s'applique, l'amplitude a est une fonction lentement variable 
des coordonnées et du temps, et la phase de l’onde est une fonction 
« quasi linéaire » (rappelons que dans une onde plane ÿ — kr — 
— ot + «& avec k et w constants). Dans de petites régions de l’espace 
et de petits laps de temps la phase 1 peut être décomposée en série : 
on a au premier ordre: 
p=\otrgradp+ Ps. 
Considérant que, dans toute petite région de l’espace (et dans de pe- 
tits laps de temps), l’onde peut être considérée comme plane, nous 
déterminerons le vecteur d'onde et la fréquence en chaque point en 
tant que: 
| d 
= =gradŸ, = + : (66,2) 
La quantité ÿ porte le nom d'ei konale. 
On a dans l'onde sonore = k=ki+ ki + ki. Substituant ici 


(66,2), on obtient l'équation fondamentale de l'acoustique géomé- 


trique: 
CRC 
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Si le fluide est inhomogène, le coefficient _ est fonction des coor- 


données. 

On sait de la mécanique que le mouvement de particules matériel- 
les peut être déterminé au moyen de l'équation d'Hamilton-Jacobi, 
qui est, ainsi que l'équation (66,3), une équation aux dérivées partiel- 
les du premier ordre. L’analogue de # est alors l'action S de la 
particule, et les dérivées de l’action donnent l'impulsion p et la 
fonction d'Hamilton H (l'énergie) de la particule d’après les formu- 
les p— ee , H= — _ , analogues des formules (66,2). On sait encore 
que l'équation d'Hamilton-Jacobi équivaut aux équations d'Hamil- 

RTS 5 ôH *_ à : 5 
ton, qui s'écrivent: p= ———, TT Par suite de ladite 
analogie entre la mécanique d’une particule matérielle et l’acoustique 
géométrique, on peut écrire d'emblée des équations analogues pour 
les rayons: 

C0] ) 
ST” ES: (66,4) 


Dans un milieu isotrope homogène w = ck avec c constant, de sorte 


que k = 0, r = cn (n est le vecteur unité dans la direction de k), 
c'est-à-dire que, comme il se doit, les rayons progressent suivant des 
droites, tout en conservant leur fréquence w constante. 

La fréquence reste, bien entendu, toujours constante le long des 
rayons lorsque le son se propage dans des conditions stationnaires, 
alors que les propriétés du milieu en chaque point de l’espace ne va- 
rient pas dansletemps. Eneffet, la dérivée totale de la fréquence par 
rapport au temps, déterminant sa variation le long du rayon qui 
progresse, est 

do 0 00 * do 
a at TE 
Lorsqu'on substitue (66,4), les deux derniers termes se réduisent 


mutuellement: et comme dans le cas stationnaire Fe —=0, on 
a F=0. 

Lors de la propagation stationnaire du son dans un milieu inho- 
mogène immobile w = ck, c étant une fonction donnée des coordon- 
nées. Il vient des équations (66,4) 


r= cn, k— — XVe. (66,5) 


La valeur absolue de k varie le long du rayon simplement suivant la 
loi k — w/c (avec w = const). Pour déterminer la variation de la 


direction de n, on pose dans la seconde des équations (66,5) k=+ n 


21° 
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et on écrit : 
w ” [0] & 
Ton (Ver) = — kVc, 
d'où 
dn 
= — Vc+ n (nVo). 


introduisant l'élément de longueur dl—cdt décrit par le rayon, 
nous recopierons cette équation sous la forme 


Ve n , 
= +2 (nvo). (66,6) 
Cette équation détermine la forme des rayons; n est le vecteur unité 
tangent au rayon !. 

Si l'équation (66,3) est résolue et l’eikonale , en tant que fonc- 
tion des coordonnées et du temps, connue, on peut trouver aussi bien 
la distribution de l'intensité du son dans l’espace. En conditions 
stationnaires elle est donnée par l'équation div q = 0 (q étant la 
densité du flux d'énergie sonore), qui doit être vérifiée dans tout 
l'espace en dehors des sources de son. Ecrivant q = cEn, E étant 
la densité de l'énergie sonore [cf. (64,6)], et ayant en vue que n 
est le vecteur unité dans la direction de k — V1, on obtient l’équa- 
tion suivante: 


div (ce ru) =0, (66,7) 


qui détermine la distribution spatiale de E. 

La seconde formule (66,4) détermine la vitesse de propagation des 
ondes, connaissant la dépendance de la fréquence par rapport aux 
composantes du vecteur d'onde. C’est une formule très importante, 
qui concerne non seulement les ondes sonores, mais n'importe quelles 
ondes (nous nous sommes déjà servis, par exemple, de cette formule 
au $ 12 en application aux ondes gravitationnelles). Nous allons 
donner une nouvelle déduction de cette formule, qui nous servira 
à dégager le sens de la vitesse qu'elle détermine. Considérons une 
onde (ce qu'on appelle un paquet d'ondes) occupant une certaine 


? On sait qu'en géométrie différentielle la dérivée = le long d’un rayon est 

N/R, N étant le vecteur unité de la normale principale, et R le rayon de cour- 

.bure du moe Quant au second membre de (66.6), c'est, au facteur 1/c près. 

la dérivée de la vitesse du son dans la direction de la normale principale; cette 
équation pourra donc s'écrire 


ce 
R 
Le rayon s'incurve dans le sens de la décroissance de la vitesse du son. 


= —+ (NVe). 
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région finie de l’espace. Supposons l'onde telle que sa décomposition 
spectrale contienne des composantes monochromatiques de fré- 
quences comprises dans un petit intervalle ; la même chose concerne 
les composantes de leurs vecteurs d'ondes. Soit w une fréquence 
moyenne de l'onde, et k un vecteur d'onde moyen. Alors, à un certain 
instant initial l'onde est décrite par une fonction de la forme 


p—= eikrf (r). (66,8) 


La fonction f (r) n’est notablement non nulle que dans une petite 
région de l'espace (mais grande devant la longueur d'onde 1/k). 
Sa décomposition en intégrale de Fourier contient, en vertu des 
hypothèses faites, des composantes de la forme eïrâk, les Ak étant 
petits. 

De sorte que chacune des composantes monochromatiques de 
l'onde est proportionnelle, à l'instant initial, à un facteur de la 
forme 


pr = const-et(k+Ak}r, (66,9) 


La fréquence qui lui correspond est w(k—+Ak) (rappelons que la 
fréquence est fonction du vecteur d'onde). Si bien qu'à l'instant t 
cette même composante aura la forme 


Qx = const - ellk-+Ak)r—ia(u+Ak)s, 


Servons-nous du fait que Ak est petit, et développons w(k + Ak) 
en série en nous limitant aux deux premiers termes: 


o(k+Ak)=0+ 27 Ak, 


w = & (k) étant la fréquence correspondant au vecteur d'onde « moyen ». 
Alors q prend la forme 


êw 
4Ak (r—— 
px = const -eilkr-of)e ( me), (66,10) 
Si l’on effectue maintenant la sommation inverse de toutes les 
composantes monochromatiques de l’onde avec tous les Ak qu'elle 
contient, on obtient, comme il résulte de la comparaison de (66,9) 
et de (66,10): 


do 
q= eitkr-ut)f (rt), (66,11) 
f étant la même fonction que dans (66,8). La comparaison avec 


(66,8) montre que dans le laps de temps t l’image tout entière de la 
distribution de l'amplitude dans l'onde s’est déplacée dans l’espace 


de (le facteur exponentiel devant f dans (66,11) n'’influe que sur 
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la phase de l'onde). Par conséquent, sa vitesse est 
4w 


U=-— : (66,12) 

Telle est la formule déterminant la vitesse de propagation d'une 
unde avec dépendance arbitraire de w par rapport à k !. Dans le cas 
de w = ck avec c constant elle conduit, bien entendu, au résultat 
habituel U = w/k = c. Mais dans le cas général où la dépendance 
o(k) est arbitraire, la vitesse de propagation de l'onde est fonction 
de sa fréquence, et sa direction peut ne pas coïncider avec celle du 
vecteur d'onde. 


Problème 


Déterminer la variation avec l'altitude de l'amplitude du son se propageant 
dans un champ de pesanteur dans une atmosphère isothermique. 
Solution. Dans une atmosphère isothermique (considérée comme un 
gaz parfait) la vitesse du son est constante. La densité du flux d'énergie décroit 
videmment le long du rayon en raison inverse du carré de la distance r à la 
source : 


EP 
cpv x: 


Il en résulte que l'amplitude des oscillations de la vitesse dans l’onde sonore 
varie le long du rayon en raison inverse de r V/p; en vertu de la formule baro- 


métrique p © e-M8%/RT ( est l'altitude, u le poids moléculaire du gaz, R la 
constante des gaz). 


$ 67. Propagation du son dans un milieu mobile 


La relation © = ck entre la fréquence et le vecteur d'onde n’est 
vraie que dans une onde sonore monochromatique se propageant 
dans un milieu immobile. Point n’est difficile de déduire une relation 
analogue pour une onde se propageant dans un milieu mobile (obser- 
vée dans un système de coordonnées fixe). 

Envisageons un flux homogène de vitesse u. Appelons X le réfé- 
rentiel fixe x, y, z et introduisons aussi le référentiel X’ de coordon- 


1 La vitesse définie par cette formule est encore pe vitesse de groupe 
de l'onde, et le rapport w/k, vitesse de phase. Mais il faut avoir en vue que la 
vitesse de phase ne correspond pas à une propagation réelle physique de quoi 
que ce soit. 

Au sujet de la déduction faite dans le texte, soulignons que le déplacement 
du paquet d'ondes, exprimé par la formule (66,11), sans variation de sa forme 
(c'est-à-dire do la distribution pi de son amplitude), est approché et lié 
à l'hypothèse que l'intervalle Ak est petit. En général, U dépendant de o, le 
paquet d'onde « s'étale » lors do sa progression, et l’espace qu'il occupe s'élargit. 
On peut montrer que cet « étalement » est en raison du carré de la grandeur de 
nr Ak des vecteurs d'ondes figurant dans la décomposition du paquet 

ondes. 
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nées x’, y’, z’ se déplaçant par rapport à Æ avec la vitesse u. Dans le 
référentiel X’ le fluide est immobile, et une onde monochromatique 
s’y écrit sous la forme habituelle: 


= const -eitkr'—khclt), 

Le rayon vecteur r’ dans Æ” est lié au rayon vecteur r dans À par 
l'égalité r —r—ut. De sorte que l'onde s'écrit dans le référentiel fixe 
p—=const .eilkr-(hc+ku)!], 

Le facteur de t dans l'exposant est la fréquence w de l'onde. Ainsi, 


dans le milieu mobile la fréquence est liée au vecteur d'onde k par 
la relation 


© — ck+ uk. (67,1) 
La vitesse de propagation des ondes est 
9 k . 
= ui (67,2) 


c’est la résultante géométrique de la vitesse c dans la direction de k 
et de la vitesse u d'« entraînement » du son par le fluide en mouve- 
ment. 

La formule (67,1) permet de considérer l'effet Doppler, 
qui consiste dans le fait que la fréquence du son perçu par un obser- 
vateur en mouvement par rapport à la source ne coïncide pas avec la 
fréquence des vibrations de cette source. 

Supposons que le son émis par une source immobile (relativement 
au milicu) soit perçu par un observateur se mouvant avec la vitesse 
u. Dans le référentiel X’ immobile par rapport au milieu on a 
k = oo/c, wo étant la fréquence des vibrations de la source. Dans 
le référentiel X, qui se meut avec l'observateur, le milieu se déplace 
avec la vitesse —u, ct la fréquence du son est, d’après (67,1), © = 
= ck — uk. Introduisant l'angle 0 entre la direction de la vitesse u 
et du vecteur d'onde k et posant # — wo/c, on trouve que la fré- 
quence du son perçu par l'observateur en mouvement est 


© (1 — + cos e) : (67,3) 


Nous avons en quelque svrte le cas inverse lors de la propagation 
dans un milieu immobile d’une onde sonore émise par une source en 
mouvement. Soit à présent u la vitesse de la source. Passons du 
référentiel immobile au référentiel X’ entraîné avec la source; dans 
K' le fluide se déplace avec la vitesse —u. Dans X’, où la source est 
au repos, la fréquence de l'onde sonore qu'elle émet doit être égale 
à la fréquence w, des vibrations effectuées par la source. Inversant 
dans (67,1) le signe de u et introduisant l'angle 8 entre les directions 
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de u et k, il vient: 
& = ck (1—<c050) ; 


Par ailleurs, dans le système initial fixe Æ la fréquence est liée 
au vecteur d'onde par l'égalité w—ck. De sorte qu'on a la relation 


@ —= Eu. (67,4) 


1— = cos 0 | 
C 


Cette formule détermine le lien entre la fréquence w, des vibrations 
de la source de son mobile et la fréquence w du son perçu par l’obser- 
vateur immoble. 

Si la source s’éloigne de l'observateur, l'angle 6 entre sa vitesse 
et la direction de l'onde atteignant le point d'observation est compris 
entre les limites + < 8<n, de sorte que cos 0 0. Ainsi résulte- 
t-il de (67,4) quesi la source est en mouvement et qu’il s'éloigne de 
l'observateur, la fréquence du son perçu par l'observateur décroît 
(par rapport à wo). 


Par contre, si la source se rapproche de l'observateur, 0 < 8< + ! 


de sorte que cos0 > 0, et la fréquence w =, croît lorsque la 
vitesse uw croît. Lorsque uv cos0 =>c, &w devient négatif d'après 
(67,4), ce qui traduit le fait que les sons sont perçus par l'observateur 
dans l’ordre inverse de leur émission : un son émis par la source après 
un autre arrive à l’observateur avant ce dernier. 

Ainsi qu’il a été indiqué au début du $ 66, l’approximation de 
l'acoustique géométrique correspond au cas des longueurs d'onde 
suffisamment petites, c’est-à-dire des grandes valeurs du vecteur 
d'onde. Pour cela, la fréquence du son doit être, en général, suffi- 
samment grande. Néanmoins, en acoustique des milieux en mouve- 
ment cette dernière condition n’est plus obligatoire si la vitesse du 
mouvement du milieu est supérieure à celle du son. En effet, k 
peut être alors grand même si la fréquence est nulle: on déduit de 
(67,1) pour w = 0 l'équation 


ck— —uk, (67,5) 


qui a des solutions si u > c. De cette façon, dans un milieu se mou- 
vant avec des vitesses supersoniques peuvent exister des petites 
perturbations stationnaires décrites (pour des k suffisamment grands) 
par l’acoustique géométrique. Cela signifie que ces perturbations 
s’alignent sur certaines courbes: les rayons. 

Considérons, par exemple, un flux supersonique uniforme se 
mouvant avec la vitesse constante u, dont nous prendrons la direc- 
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tion pour axe des x. Les composantes du vecteur k contenu dans le 
plan x, y sont liées par la relation 
(u?— c?) kè = ki, (67,6) 

obtenue en élevant au carré les deux membres de (67,5). Pour déter- 
miner la forme des rayons, servons-nous des équations de l’acoustique 
géométrique (66,4), d'après lesquelles 

Do j_ é0 

Ts VE! 
Divisant ces équations membre à membre, il vient : 

dy  0w/ôky 


dz 6/04, ‘ 

Mais ce rapport n'est rien d'autre, d'après la règle de dérivation des 

fonctions implicites, que la dérivée À (prise à fréquence constan- 
y 


te, nulle dans le cas envisagé). De sorte que l'équation déterminant la 
forme des rayons, connaissant la relation entre k, et k,, stipule: 


Min 0e (67,7) 


Substituant dans cette dernière (67,6), on obtient : 
dy c 


E EyVua 


A vitesse w constante cette équation définit deux rayons rectilignes 
coupant l'axe des x sous les angles Ha, avec sin = c/u. 

Nous reviendrons sur l'étude détaillée de ces rayons en dynamique 
des gaz, où ils jouent un rôle majeur (cf. notamment $$ 79, 96, 109), 


Problèmes 


1. Déduire l'équation déterminant la forme des rayons sonores se propageant 
dans un milieu homogène en mouvement stationnaire avec pour distribution des 
vitesses u (z, y, 2), ct u K c!. 

Solution. Substituant (67,1) dans (66,4), on obtient les équations de 
a propagation des rayons sous la forme 


k = —(kV)u—k x rot u, 


; k 
LEVrO EM 


1 Il est supposé que la vitesse u ne varie notablement que sur des distances 
grandes devant la longueur d'onde du son. 
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À l'aide de ces équations, nous calculerons aux termes du second ordre près 


par rapport à u la dérivée (AV) ; lors des calculs on utilise l'égalité 


du _ à 
+= + (VV) u=(vv) u& + (kV)u. 


On obtient : 
_ (kv)= —kv(n X rot u), 
n étant le vecteur unité suivant v. Par ailleurs, 


d d dn 
a Gv)=n— (vu) + ko = : 


Commen et _ sont orthogonaux (il résulte de n° = 1 que nn—0), la comparai- 
son des deux expressions donne n = rotu X n. Introduisant l'élément de lon- 
&ueur parcouru par le rayon, di — c dt, nous écrirons finalement 


= 2 (rotu x n). (1) 


Cette équation détermine la forme des rayons; n est le vecteur unité de la tangen- 
te au rayon (qui ne coïncide pus nullement avec la direction de k). 
2. Déterminer la forme des rayons sonores dans un milieu en mouvement 


avec pour distribution des vitesses u, = u (2), u = u,; = 0. 
Solution. Développant l'équation (1), on trouve: 
dn, _n, du dry 


d ce &' za 0 


(on peut ne pas écrire l'équation pour #,, puisque n?—1). La seconde équation 
donne 


hy = Const = no. 


On écrit dans la première équation =, après quoi on obtient par 
intégration 
u (2 
Rx = Nx0 + 2 
Ces formules résolvent le problème posé. | 
Supposons la vitesse 4 nulle pour : = U et qu'elle croisse vers le haut 


(& > 0) - Si Le son se propage «contre le vent » (n,<0), sa trajectoire s'incurve, 


la convexité étant tournée vers le bas. Lorsqu'il avance « dans le vent » (n, > 
> 0), la convexité est tournée vers le haut: dans ce cas, un rayon issu du point 
3 = 0 sous un petit angle avec l’axe des x (no Voisin de l'unité) ne s'élève qu’à 
une hauteur finie z = max, qui peut être calculée comme suit. A la hauteur 
max le rayon est horizontal, c'est-à-dire que n, = 0. Aussi y a-t-on: 


u 
nent not not 2nx0 74 =1, 
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de sorte que 
u (z 
2nx0 max) = 


a 
2 TE 


d'où l’on détermine 5nax d'après la fonction donnée u(z) et la direction initiale 
du rayon no. 

3. Déduire l'expression du principe de Fermat pour les rayons sonores 
dans un milieu en mouvement stationnaire. 

Solution. Le principe de Fermat exige que soit minimum l'intégrale 


k dl, le long d'un rayon entre deux points donnés, k étant supposé exprimé 


en fonction de la fréquence « et de la direction du rayon n (cf. II, $ 53). On 
peut trouver cette fonction en éliminant v et # des relations © = ck + uk ct 


um = c + +: u. Après quoi le principe de Fermat prend la forme 
1 ERA T NET LI EE PEER T IT 
8 | (VE EU a ul) =0. 


Dans un milieu immobile cette intégrale se réduit à l'intégrale usuelle (+. 


$ 68. Oscillations propres 


Jusqu'à présent nous n'envisagions que le mouvement oscillatoi- 
re dans les milieux indéfinis. Nous avons vu, notamment, que dans 
ces milieux peuvent se propager des ondes de fréquences arbitraires. 

Il en va tout autrement lorsqu'on passe à un fluide contenu dans 
une enceinte de dimensions finies. Les équations du mouvement 
elles-mêmes (équations d'ondes) restent, bien sûr, inchangées, mais 
il leur faut maintenant associer les conditions aux limites observées 
sur la surface des parois solides (ou à la surface libre du fluide). 
Nous n'envisagerons ici que les oscillations libres, c'est-à-dire les 
oscillations effectuées en l'absence de forces extérieures variables 
(les oscillations effectuées sous l’action de forces extérieures sont 
dites forcées). 

Les équations du mouvement pour un fluide limité n’admetlent, 
tant s'en faut, pour une fréquence quelconque, de solution satisfaisant 
aux conditions aux limites correspondantes. Ces solutions n'existent 
que pour une série de valeurs déterminées de w. En d'autres termes, 
seules peuvent avoir lieu dans un milieu de volume limité des oscilla- 
tions libres aux fréquences bien déterminées. On les appelle fréquen- 
ces des oscillations propres ou fréquences propres du fluide dans 
l'enceinte donnée. 

Les valeurs concrètes des fréquences propres dépendent de la 
forme et des dimensions de l'enceinte. Dans chaque cas concret il 
existe une série infinie de fréquences propres croissantes. Leur déduc- 
tion exige une étude concrète de l'équation du mouvement avec les 
conditions aux limites correspondantes. 
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En ce qui concerne la première fréquence, c’est-à-dire la plus 
petite des fréquences propres, son ordre de grandeur résulte aussitôt 
de considérations dimensionnelles. Le seul paramètre ayant la di- 
mension d’une longueur figurant dans le problème est celui qui 
représente les dimensions linéaires / du corps. Aussi est-il clair que la 
longueur d’onde À, correspondant à la première fréquence propre 
doit être de l'ordre de grandeur de Z; l’ordre de grandeur de la fré- 
quence w, elle-même s'obtient en divisant la vitesse du son par À. 
De sorte que 


Mb ee. (68,1) 


Dégageons le caractère du mouvement lors des oscillations pro- 
pres. Si l'on cherche une solution de l’équation d'onde périodique dans 
le temps, disons pour le potentiel des vitesses, sous la forme q = 
= Po (x, Y, 2) e—ivt, on aura pour @, l'équation 


AQo-+ + Po — 0. (68,2) 


Dans un milieu illimité, quand on n’a pas à envisager des conditions 
aux limites, cette équation possède des solutions aussi bien réelles 
que complexes. Notamment, elle a une solution proportionnelle 
à etkr conduisant à un potentiel de la forme q = const -eitkr-uf), 
Une telle solution représente une onde progressant avec une vitesse 
déterminée, qu'on appelle onde courante. 

Mais dans le cas d’un milieu au volume fini les solutions com- 
plexes ne sauraient, en général, exister. Ilest facile de s’en assurer par 
le raisonnement suivant. L'équation vérifiée par p, est réelle, et il 
en est de même des conditions aux limites. Dès lors, si @, (x, y, 2) est 
solution des équations du mouvement, sa complexe conjuguée 6 
l'est aussi. Comme, par ailleurs, la solution des équations pour des 
conditions aux limites données est, en général, univoque ! (à un fac- 
teur constant près), on doit avoir 5 — const -@,, avec une certaine 
constante complexe de module évidemment égal à un. De sorte que 
q, doit être de la forme 


Po= f(x, y, z)erta, 


la fonction f et la conslante «& étant réelles. Le potentiel @ a donc 
la forme (on prend la partie réelle de ei!) : 

P= Î (x, Y 2) cos (ot + a), (68,3) 
c'est-à-dire qu'il est le produit d’une fonction des coordonnées par 
une fonction périodique simple du temps. 


1 Il n’en est pas forcément ainsi dans le cas où l'enceinte est douée d’une 
haute symétrie, dans le cas d’une sphère par exemple. 
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Une telle solution a un caractère tout à fait différent de celui d'une 
onde courante. Dans une onde courante {® = const: cos (kr — wt + 
+ @)] les phases kr — wt + & des oscillations en différents points 
de l’espace à un même instant sont différentes, n'étant égales qu'en 
des points distants d’une longueur d'onde. Quant à l'onde (68,3), 
à chaque instant tous les points du corps oscillent avec la même 
phase (ot + «). On ne saurait évidemment parler de « propagation » 
d’une telle onde. Ces ondes sont dites « stationnaires ». De cette 
façon, les oscillations propres sont des ondes stationnaires. 

Envisageons une onde sonore plane stationnaire dans laquelle 
toutes les quantités sont fonctions d’une seule coordonnée, soit 7 
(et du temps). Ecrivant la solution générale de l'équation 


&Po CE 
dr? + TE Po — 0 


sous la forme pp = a cos (+8) , ON aura: 


p = a cos (wf + &) cos (£z+8) . 


Par un choix convenable de l’origine des coordonnées et du temps 
on peut annuler «& et f, de sorte que 


p=acoswt cos © x. (68,4) 


On a pour la vitesse et la pression dans l'onde: 


ôp o ) 
DE = —4— C0S Of SIN — 7 ; 
T C [4 
p'= —p = pu sin wf cos x. 
: : À 
Aux points z—0, _ ; es ,-.., distants l'un de l'autre de _— =: 
la vitesse v est toujours nulle; ce sont les « nœuds » de la vitesse. 
More : ne  3nc : 
A mi-distance de ces points (pour Tr ot. ) se situent les 


points où l'amplitude des oscillations de la vitesse au cours du temps 
est maximum; ce sont les « ventres » de l'onde. Pour ce qui est de la 
pression p’, il est évident que pour celle-ci les premiers points sont 
les ventres, et les seconds les nœuds. Ainsi donc, dans une onde 
sonore plane stationnaire les ventres de la pression sont les nœuds 
de la vitesse, et vice versa. 

Un cas intéressant d'oscillations propres est celui des oscilla- 
tions d'un gaz confiné dans une enceinte comportant une petite ouver- 
ture (résonateur). Dans une enceinte close la fréquence propre mini- 


mum est, on le sait, de l'ordre de grandeur de + , L représentant les 
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dimensions linéaires de l'enceinte. En présence de la petite ouvertu- 
re il apparaît un nouveau genre d'’oscillations propres de fréquence 
beaucoup plus petite. Ces oscillations sont dues au fait que s'il appa- 
raît entre le gaz dans l'enceinte et en dehors de l'enceinte une diffé- 
rence de pression, cette différence peut se niveler lorsqu'il entre du 
gaz dans l'enceinte ou qu'il s'en échappe. Ainsi donc, des oscillations 
apparaissent accompagnées par l'échange de gaz entre le résonateur 
et le milieu extérieur. L'ouverture étant petite, l'échange se fait len- 
tement ; la période des oscillations est donc grande et la fréquence 
respectivement petite (cf. prob. 2). Pour ce qui est des oscillations 
ordinaires dans l'enceinte close, leurs fréquences ne sont pratique- 
ment pas modifiées par la présence de la petite ouverture. 


Problèmes 


4. Déterminer les fréquences propres des oscillations sonores d’un fluide 
dans une enceinte en forme de parallélépipède. 
Solution. Nous chercherons la solution de l'équation (68,2) sous la 
forme 
Po = Const: cos gz COS ry COS 53, 
9 


w°? . ARE 
avec q2+ r?+ = Te Sur les parois du récipient on a les conditions : 


Vx = = pour z—0,a; 
2q. pour y—=0,b; 


——=0 pour 2z=0,c, 


: à Pur 3 TL 3 ; 
a, b, c étant les arêtes. On en déduit q=—, r= , s=2., m, n, p étant 


des entiers arbitraires. On a donc pour les fréquences propres 
m? n° p? 
wo? = 272 (+5 +5) . 


2. On a raccordé à l'ouverture d’un résonateur un tube fin (de section $ 
et de longueur L); déterminer la fréquence propre des oscillations. 

Solution. Le tube étant fin, au cours des oscillations accompagnées 
par l'entrée et la sortie du gaz du résonateur on pourra considérer que seul le 
gaz dans le tube possède une vitesse notable, celle du gaz dans l'enceinte clle- 
même étant pratiquement nulle. La masse du gaz dans le tube est Spl et la force 
qui agit sur lui S (po — p) (p et po sont respectivement les pressions du gaz 


dans le résonateur et dans le milieu extérieur): aussi doit-on avoir Solv = 
= S (p — po) (v est la vitesse du gaz dans le tube). Par ailleurs, on a pour la 


dérivée de la pression par rapport au temps p — cp, et on peut considérer que 


la diminution —p de la densité du gaz dans le résonateur par unité de temps 
est égale au quotient de la quantité de gaz sortant par unité de temps Spv par 
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le volume V du résonateur. De sorte que p= 55e v, et 


*. c2Sp * c2S 
P= = = nri2 (P— po). 


Cette équation donn® p—po = const-cos «pt, la fréquence propre wo étant 


Ts 
g —=C IV * 


Cette fréquence est petite devant c/L (L représentant les dimensions linéaires de 
l'enceinte), et la longueur d'onde est donc grande devant L. 

Lors de la résolution nous avons supposé l’amplitude linéaire des oscilla- 
tions du gaz dans le tube petite devant sa longueur {. Dans le cas contraire, une 
partie notable du gaz se trouvant dans le tube s’en échappe au cours des oscilla- 
tions, et l'équation linéaire du mouvement du gaz dans le tube, utilisée plus 
haut, ne s'applique plus. 


$ 69. Ondes sphériques 


Envisageons une onde sonore dans laquelle les distributions de la 
densité, de la vitesse, etc., ne dépendent que de la distance à un 
certain centre, c’est-à-dire qu'elles sont douées de symétrie sphérique. 
Une telle onde est dite sphérique. 

Trouvons la solution générale de l'équation décrivant une onde 
sphérique. Nous écrirons l’équation d'onde pour, par exemple, le 
potentiel des vitesses: 

1e _ 
Ap— x —0. 
Comme æ n'est fonction que de la distance r au centre (et du temps t), 
utilisant l'expression de l'opérateur de Laplace en coordonnées 
sphériques, il vient : 


Ep _ 31 0 fs 00 
TE = C ONE TS (r Gr ) . (69,1) 
Nous chercherons la solution sous la forme 
_f(r,0) 
= +. 


La substitution conduit, après un calcul simple, à l'équation suivante 
pour f: 

o? : 92 

où Cor" 
Nous avons là l'équation d'onde usuelle à une dimension, où le rôle 
de la coordonnée est joué par le rayon 7. La solution de cette 
équation s'écrit, on le sait, sous la forme 


f=fitct—r)+fi(ct+r), 
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fs, f2 étant des fonctions arbitraires. De sorte que la solution 
générale de l'équation (69,1) est: 


qu) RUN (69,2) 


Le premier terme représente une onde divergente se propageant dans 
tous les sens à partir de l’origine. Le second, lui, est une onde conver- 
geant vers le centre. Contrairement à une onde plane, dont l'ampli- 
tude reste constante, dans une onde sphérique l'amplitude décroît 
en raison inverse de la distance au centre. L'’intensité de l'onde, 
elle, qui est définie par le carré de l'amplitude, est, comme il se doit, 
en raison inverse du carré de la distance, puisque le flux total d'éner- 
gie dans l'onde est réparti sur une surface dont l'aire croît en raison 
de r°. 

Les parties variables de la pression et de la densité sont liées au 
potentiel par p=—p®, p® = —$ æ, et leur distribution est dé- 
terminée par des formules de la même forme que (69,2). Quant 
à la distribution de la vitesse (radiale), qui est définie par le gradient 
du potentiel, elle s'écrit 


v=— { fatct—r)+ fa (ct—r) } : (69,3) 


r 


S'il n'y a pas de source de son à l'origine des coordonnées, le poten- 
tiel (69,2) doit rester fini pour r —0. 11 faut pour cela que fi (ct) = 
— — f,(ct), c'est-à-dire que q ait la forme 


g=ti=n 3 (ct+r) (69,4) 
(onde sphérique stationnaire). Si l’on a une source à l'origine, le 
potentiel de l’onde divergente qu'elle émet est p = _— 


doit pas rester fini pour r = 0, cette solution ne concernant que la 
région extérieure à la source. 
Une onde sphérique monochromatique stationnaire s'écrit 


p=Ae-ttint, (69,5) 


et il ne 


avec k—w/c. Pour ce qui est d'une onde sphérique monochromatique 
divergente, on a 


(kr ut) 
re List (69,6) 


11 est à noter que cette expression vérifie l'équation différentielle 
Ap+ k?p— —4nAe-totà (r), (69,7) 
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dont le second meinbre contient la fonction ô des coordonnées : à (r) = 
= ô(r)8 (y) 6 (:). En effet, partout, hormis l'origine, 6 (r) — 0. 
et nous sommes ramenés à l'équation homogène (69,1). Intégrant dans 
une petite boule centrée sur l'origine (dans ce domaine l'expression 


A Pins A à 
(69,6) se réduit à — e-iwt), on obtient dans les deux membres 


—hnAertot, 

Considérons une onde sphérique divergente occupant dans l'espace 
la région d'une couche sphérique, derrière laquelle le mouvement est 
soit absent, soit encore rapidement amorti; une telle onde peut pro- 
venir d'une source qui a fonctionné dans un intervalle de temps fini. 
ou d'une région initiale de perturbation sonore (cf. fin du $ 71 ct 
prob. 4 $ 73). Avant l'arrivée de l’onde en un point donné de l'espace 
on a en ce point  := 0. Après son passage le mouvement doit de nou- 
veau s'amortir: cela signifie qu’on aura en tout cas @ = const. 
Or. dans une onde sphérique divergente le potentiel est de la forme 


pt); une telle fonction ne peut devenir constante que si f 


s’annule. Si bien que le potentiel doit être nul avant comme après 
le passage de l'onde !. On peut tirer de cette circonstance une impor- 
tante conclusion relative à la distribution des compressions et des 
raréfactions dans unc onde sphérique. 

La variation de pression dans l'onde est liée au potentiel par 


p' = —p . En vertu de ce qui a été dit ci-dessus, si l’on intègre 
p' par rapport au temps tout entier pour r donné, on obtient 0: 

oo 

| p'dt-:0. (69,8) 


C'est dire qu'au fur et à mesure que l’onde sphérique passe par le 
point donné de l'espace, on y observe des compressions (p° > Ü) 
aussi bien que des rarélactions (p° << 0). Sous ce rapport une onde 
sphérique diffère essentiellement d'une onde plane, qui peut aussi 
bien être constituée rien que par des compressions ou des raréfactions. 

On observe la même image lorsqu'on considère l'allure de la varia- 
tion de p’ avec la distance à un instant donné; au lieu de (69,8), on 
a maintenant 


| rp' dr=0. (69,9) 
0 


! Contrairement à une onde plane, après le passage de laquelle on peut 
avoir @ = const = 0. 


22— 406 
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Problèmes 


1. A l'instant initial le gaz contenu dans un volume sphérique (de rayon a) 
est comprimé de sorte que p’=const = A; en dehors de ce volume p° = 0. La 
vitesse initiale est nulle dans l’espace tout entier. Déterminer le mouvement 


ultérieur du gaz. 
Solution. Conditions initiales pour le potentiel: œ |;_9 = 0 pour 


rSa; g ko = Fr), où F(r)=0 pour r>a et F(r) = — a— pour 
r << a. Cherchons sous la forme 


pr, = Gt (ct+r) ; 
On déduit des conditions initiales : 

fn (=0, (nf =LF (M. 
Il résulte de la première équation que f’(—r) -- f'(r) = 0. et elle donne avec 
la seconde f'(r) = — fe 5 F(r). Enfin, substituant la valeur de 


F(r), on obtient pour la dérivée f’(£) et pour la fonction /(£) elle-même le 
résultat suivant: 


pour [È[>œa: f'(E)=0, 1 (&)=0; 
pour (EI<as POSE OT En 


ce qui détermine la solution du problème. Considérons un point pour leque 
r>a, c'est-à-dire silué en dehors de la région de compression initiale; on 
a ici pour la densité p’: 

r—a , 


pour {<< e p=0; 

ra r+a ,_ A r—ct, 
PORP SENS Pre 0 
pour { > Lie p’=0. 


2a 
L'onde traverse le point donné pendant une durée égale à —; en d’autrestermes, 
C 


l'onde a la forme d'une couche sphérique d'épaisseur 24, comprise à l'instant 
entre les sphères de rayons ct — a et ct + à. A l'intérieur de cette couche la 
densité varic linéairement, le gaz étant comprimé (p° > U) dans la partie exté- 
ricure (r > ct). et raréfié (p° << U) dans la partie intérieure (r << ct). 

2. Déterminer les fréquences propres des vibrations sonores centrales symé- 
triques dans une enceinte sphérique. 

: PRES ._ 04 

Solution. De la condition à la limite 2-0 pour r=a{a est le rayon 

de l'enceinte, q est défini par (69,5)] on déduit l'équation 
tgka—=ka, 


déterminant les fréquences propres. La première fréquence (la plus petite) vaut 
A{ Î 
wo = 4,49 cfa. 
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$ 70. Ondes cylindriques 


Envisageons à présent une onde dans laquelle ladistribution de 
toutes les quantités est homogène dans une direction (prise pour axe 
des 2) et à symétrie axiale totale autour de cet axe. On a dans cette 
onde, dite cylindrique, ® = q (A, t). où l'on désigne par R la distan- 
ce à l’axe des 5. Trouvons la forme générale d'une telle solution à 
symétrie axiale de l'équation d'onde. Pour ce faire, on peut partir de la 
forme générale de la solution à symétrie sphérique (69, 2). R est lié 
à r par la relation r* — R° + z°, de sorte que œ. qui est déterminé 
par la formule (69,2), dépend, pour t et R donnés, également de :. 
On peut obtenir une fonction ne dépendant que de Rettet, dans le 
même temps, vérifiant l'équation des ondes en intégrant l'expression 
(69,2) sur tous les z de —o à <-o, ou. ce qui revient au même, de 0 
à oo. Passons de l'intégration sur z à l'intégration sur r. Puisque 
5 = Vri— RE, on a ds — ATP) z variant de Ü à oo, r varie de 

V'riTre 


R à oc. On trouve en définitive la solution à symétrie axiale: 


n filet — fo (ct+r) 
Lis Ver a+ VIRE 


fi. fs étant des 7 arbitraires. Le premier terme représente une 
onde cylindrique divergente, et le second une onde cylindrique con- 
vergente. 


Faisant dans ces intégrales le changement de variables cé + r — 

— €, nous recopierons la formule (70.1) sous la forme 

cl—R . 

__ Î f1 () dé +i fa (E) dé 

A Var: . VER 
On voit que la valeur du anale à Tv instant # (au point À) dans 
l'onde cylindrique divergente est déterminée par les valeurs de la 
fonction f,(t) pour toute la durée de —o à t — 2; ; de même, dans 
l'onde convergente sont essentielles les valeurs de 1 (#) pendant toute 
la durée comprise entre £ + # el co. 


dr, (70,1) 


(70,2) 


Ainsi que dans le cas sphérique, les ondes cylindriques stationnai- 
res s'obliennent pour f,(E) == — f,(£). On peut montrer qu'une onde 
cylindrique stationnaire peut aussi bien s’écrire sous la forme: 
ct--R 

F6) dé 

LL ris Li ? 
ar VAÆ—-E—) 
F (£) étant de nouveau une fonction arbitraire. 


=: (70,3) 
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Déduisons l’ expression du potentiel d'une onde cylindrique mono- 
chromatique. L'équation des ondes pour le potentiel q (A, ft) en 
coordonnées cylindriques s'écrit 

14 9 EN 1 &p 

FR (Ro) + a 0. 
Dans une onde monochromatique @—e-i*f(R) et on obtient pour 
f(R) l'équation 


F4 f+kf-0. 


C'est l'équation de Bessel d'ordre zéro. Dans une onde cylindrique 
stationnaire doit rester fini pour À = 0; la solution correspondan- 
te est J, (&R), J, étant la fonction de Bessel de première espèce. 
De sorte que dans une onde cylindrique stationnaire 


p= Ae-iotJ (KR). (70,4) 


Pour À = 0 la fonction J, est égale à un, si bien que l’amplitude de 
l'onde tend vers une valeur finie 4. En ce qui concerne les grandes 
distances R, la fonction J, peut y être remplacée par son expression 
asymptotique connue, et l'onde s’écrit alors 


pe À je es) à) e-iot, (70,5) 


La solution correspondant à une onde courante monochromatique 
divergente est 
p= Ae-itHO (ER), (70,6) 
H% étant la fonction de Hankel d'ordre zéro de première espèce. 
Pour R —>0 cette expression a une singularité logarithmique : 


pA ÉInkR-e-ivt, (70,7) 
On a aux grandes distances la formule asymptotique 
i(eR-ut-7) 
p-Ay 2° EE (70,8) 


On voit que l'amplitude de l'onde cylindrique décroît (aux grandes 
distances) comme l'inverse de la racine de la distance à l'axe, l’inten- 
sité décroissant donc comme l'inverse de ÆR. Résultat naturel, 
puisqu'avec la progression de l’onde le flux total d'énergie dans 
l'onde se répartit sur la surface cylindrique dont l’aire croît en 
raison de À. 
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Une onde cylindrique divergente diffère essentiellement d'une 
onde sphérique ou plane du fait qu'elle peut avoir un « front » avant, 
mais ne peut avoir de « front » arrière: une fois que la perturbation 
sonore a atteint un point donné de l'espace, elle n'y disparaît plus, 
mais s’y amortit asymptotiquement assez lentement lorsque £ —+ co. 
Supposons la fonction f,(£) du premier terme de (70,2) non nulle 
rien que dans un certain intervalle fini de valeurs E, < E< Ez. 
On aura alors aux instants ct > R + E.: 


ë2 
jee. 
VER 


Lorsque &—> © cette expression tend vers zéro suivant la loi 


i &2 
pr | fi ()dE, 
ê 


c'est-à-dire en raison inverse du temps. 

De cette façon, le potentiel d'une onde cylindrique divergente 
issue d’une source qui a fonctionné au cours d’un laps de temps fini 
tend, bien que lentement, vers zéro lorsque t —> ©. Cette circonstan- 
ce entraîne, comme dans le cas sphérique, la nullité de l'intégrale 


+00 
| p'dt=0. (70,9) 


Ceci étant, une onde cylindrique doit, ainsi qu’une onde sphérique, 
contenir des compressions et des raréfactions. 


$ 71. Solution générale de l’équation des ondes 


Déduisons à présent la formule générale déterminant la solution 
de l'équation des ondes dans un fluide illimité d'après des conditions 
initiales données, c'est-à-dire déterminant la distribution des vitesses 
et de la pression dans le fluide à n'importe quel instant d’après leur 
distribution à l'instant initial. 

Etablissons préalablement quelques formules auxiliaires. Soient 
p (x, y, z,t)et (x, y, z, t) deux solutions quelconques de l'équation 
des ondes qui s’annulent à l'infini. Considérons l'intégrale 


1= [ bp) 47, 


étendue à l’espace tout entier, et calculons sa dérivée par rapport 
au temps. Nous nous rappelant que œ et 1 vérifient les équations 


342 LE SON 
Ag——<p=0 et Ap——ÿ=0, on a: 
di .. LE " 
= | (ob) 47 = | (pAY—YAp ar — 
= € | div (pVf—1#Fop) dy. 
La dernière intégrale peut être transformée en intégrale sur la surface 


à l'infini, de sorte qu'elle s'annule. Ainsi, on est conduit à ce résul- 


d + « . e. La 
lat que + — 0, c'est-à-dire que Z est une constante indépendante du 
temps: 
Ê Gœib— op) dv = const. (71,1) 

Considérons ensuite la solution particulière ci-après de l'équation 
des ondes : 
_ ÔIr—c(to—0)] 
= ——< —— , 


Ÿ (71,2) 


r étant la distance à un certain point O de l’espace, {, un instant 
initial, et à désignant la fonction ô. Calculons l'intégrale de 1 
dans l'espace. On a: 


Î 4 dV — [ érprt ar = 4x f rô[r—c(to—t)] dr. 
Û 0 


L'argument de la fonction Ô s’annule pour r=c(ts—t) (on suppose 
t>t). Si bien qu'on a en vertu des propriétés de la fonction à: 


f 4 dV — Anc (to — 1). (71,3) 
Dérivant cette égalité par rapport à £, on obtient: 
Î 1 dV = —Anc. (71,4) 


Substituons à présent dans (71,1) à Ÿ la fonction (71,2), étant 
entendu que æ est la solution générale cherchée de l’équation des 
ondes. D'après (71,1) Z est une quantité constante ; ceci étant, nous 
écrirons les expressions de Z aux instants t — 0 et & — 1, et nous les 


égalerons l’une à l’autre. Pour t = t, les deux fonctions 1 et p 
ne sont différentes de zéro que pour r = 0. Si bien que, intégrant, 


on pourra poser r — 0 dans q et p (c'est-à-dire prendre les valeurs 
au point O) et sortir @ et p de l'intégrale: 


T= qe y, 2 ko) [ba — (ep, 2, &) [a 
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(x. y, = désignent les coordonnées de O). En vertu de (71,3) et 


(71,4) le second terme ci-dessus s'annule pour £:- #0, et le premier 
donne 


L= —A4nc q(r, y, 2, to). 


a : ; 
Calculons à présent 7 pour {£—0. EÉcrivant = + se Eu et dé- 


signant par @ la valeur de q pour t--0, il vient: 


L == — | (ro ra + Go) dv = —7 | FoŸ le- 0 AV — À ot le dv. 


Ecrivons l'élément de volume sous la forme dV :-r° dr do, do étant 
l'élément d'angle solide; en vertu des propriétés de la fonction à, 
on a: 


Î Got |r: 0 dV —: Î ŒPord (r — cto) dr do == cl | Po /r=ct0 40 
el de mème pour PRG de Qi. De sorte que 


Le: —— = (cto { Po {r-ctu do) — ch | Go |r--cto do. 


Enfin, égalant ” deux expressions de Z et omettant l'indice 0 
dans #,, on HE en définitive : 


poyzt= sir je (e Ê volrei do) +4 Polr=er do } . (71,5) 


C'est la formule de Poisson, déterminant la distribu- 
tion du potentiel dans l’espace à n'importe quel instant, lorsqu'on 
se donne la distribution du potentiel et de 


sa dérivée par rapport au temps (ce qui équi- ” 
vaut à la donnée de la distribution de la : ne 
vitesse et de la pression) à un certain instant \ \ > à VA 
initial. On voit que la valeur du potentiel 1 \eT 9” 

à l'instant t est déterminée par les valeurs de û 
qu’avaient lesfonctionsqet pàl’instant £ — “e se 

=: 0 à La surface d'une sphère de rayon r=ctet à 

de centre en ©. Le 


Supposons qu'à l'instant initial po et Po Ne 
n'étaient non nulles que dans une région finie Fig. 41 
de l’espace, délimitée par une surface fermée 
C (fig. 34). Considérons les valeurs que prendra @ aux instants ulté- 
rieurs en un point ©. Ces valeurs sont déterminées par celles de mp. 
Po à la distance r —-ct du point O. Or, les sphères de Fe ct LE 
traversent le domaine délimité par la surface que pour — lie l a — 


d et D étant la plus petite et la plus grande distance. du point D 
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à la surface C. Aux autres instants les expressions sous les intégrales 
dans (71,5) sont nulles. De sorte que le mouvement au point O com- 
mence à l'instant £ — d/c pour se terminer à l'instant { — Di{c. 
L'onde qui se propage à partir du domaine C a deux fronts: un front 
avant et un front arrière. Le mouvement dans le fluide commence 
lorsque le front d'onde avant atteint le point donné; au front ar- 
rière, les points antérieurement en mouvement oscillatoire s’immo- 
bilisent. 


Problème 


Déduire la formule déterminant le potentiel d'après les conditions initiales 
pour une onde ne dépendant que de deux coordonnées: zx et y. 

Solution. L'élément d'aire d'une sphère de rayon r = ct peut, d’une 
part, s'écrire sous la forme df = c°t° do, do étant l’élément d’angle solide. Par 


ailleurs, la projection de df sur le plan x, y est dx dy = PRACEES p 


étant la distance du centre de la sphère au point x, y. Comparant les deux 
dx dy 
ct (et)2—p? 
point où nous cherchons la valeur de @ par x, y, et les coordonnées du point 
variable dans le domaine d'intégration par ë. m. on peut donc. dans 


le cas po remplacer do dans la formule générale (71,5) par 
d 


ct VE (y) es . À : 
dx dy représente la projection de deux éléments d'’aire de la sphère, situés 
de part et d'autre du plan x, y. De sorte que 


-_1_ à o (E, n) dE dn 
px, Ys 2, 0x | Var GE y n 


+ (fs | 


2nc M2 (z—E) (y — 10) ? 
l'intégration étant faite dans un cercle de centre au point O et de rayon r = ct. 


Si à l’instant initial @, et p, ne sont différentes de zéro que dans un domaine 
fini C du plan x, y (plus exactement, dans un domaine cylindrique de l’espace 
de génératrices parallèles à l'axe des z), les oscillations au point O (fig. 34) 
commenceront à l'instant {—d/c, d étant la plus courte distance de O à ce domai- 
ne. Mais par la suite les cercles de rayons ct = d centrés au point O contiendront 
toujours une partie ou toute l’aire du domaine C, et q ne tendra vers zéro 
qu'asymptotiquement. De sorte que contrairement aux andes « tridimensionnel- 
les », les ondes bidimensionnelles considérées ici ont un front avant, mais pas 
de front arrière (cf. & 70). 


$ 72. Onde latérale 


expressions, on peut écrire do — Désignant les coordonnées du 


, tout en doublant l’expression obtenue, puisque 


La réflexion d'une onde sphérique par la frontière de séparation 
de deux milieux présente un intérêt particulier, pouvant avoir pour 
corollaire le phénomène spécifique qu'est l'apparition d'une onde 
latérale. 
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Soit Q (fig. 35) une source d'onde sonore sphérique située (dans 
le premier milieu) à la distance Z de la surface plane infinie de sépa- 
ration de deux milieux Z et 2. La distance L est arbitraire et ne doit 
nullement être grande devant la longueur d'onde À. Soient p;, fz 


et c,, c. les densités et les vi- 


tesses du son dans les deux . 


milieux. 

Soit d’abordc, >c,. Alors, 
aux grandes distances (par 
rapport à À) de la source le mou- 
vement dans le premier milieu 
sera constitué par l’ensemble 
de deux ondes divergentes. 
L'une d'elles est l’onde sphé- 
rique directement émise par 
la source (« onde directe ») ; son 
potentiel 

eikr 


Pi = F5 + (72,1) 


où rest la distance à la source, 
et où l'amplitude a été conven- 
tionnellement posée égale à un ; 
pour alléger l'écriture, nous 
omettrons partout dans ce pa- 
ragraphe les facteurs e-ict. 
La deuxième — la réflé- 
chie —a pour surfaces d'ondes 
des sphères de centre au point 
Q’ (Q’ est le symétrique de Q 
par rapport au plan de sépa- 
ration); c’est le lieu géométri- 
que des points P où sont par- 
venus au bout du même temps 
les rayons issus simultanément 


He Onde 
Onde réfléchie directe 


Y Onde 
Q 


réfractee 


Onde 
directe 
Onde réfléchie 


Onde 
g réfractée 


Fig. 35 


de Q et réfléchis suivant les lois de l’acoustique géométrique par la sur- 
face de séparation (sur la fig. 36, le rayon QA P d'angles d'incidence 
et de réflexion 0). L'amplitude de l'onde réfléchie décroît comme 
l'inverse de la distance r’ au point Q’ (qu’on appelle parfois en optique 
« source virtuelle »), mais dépend encore de l'angle 6 — comme si 
chaque rayon était réfléchi avec un facteur correspondant à la ré- 
flexion d'une onde plane sous l’angle d’incidence donné 8. En d’autres 
termes, aux grandes distances l'onde réfléchie est décrite par la formule 


Pr 


fuite Eee Vi—c sin? 1 (72,2) 


CoPe +1 Vc— cé sin? 
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{cf. formule (65.4) pour le facteur de réflexion d'une onde plane]. 
Cette formule, dont la légitimité (pour les grands r’) est naturelle, 
peut être déduite en toute rigueur par la méthode indiquée plus bas. 

Plus intéressant est le cas où c, << c.. Il apparaît ici dans le pre- 
mier milieu. outre l'onde réfléchie ordinaire, une nouvelle onde dont 
les propriétés essentielles résultent déjà des considérations simples 
ci-après. 

Un rayon réfléchi ordinaire QA P (fig. 36) satisfait au principe de 
Fermat en ce sens que c’est le plus court des chemins de Q à P tout 
entiers contenus dans le milieu 
1 et subissant une seule réflexion. 
Mais le principe de Fermat joue 
(lorsque c, << c,) encore pour un 
autre chemin: un rayon atteint 
la frontière sous l'angle de ré- 
flexion interne totale 6, (sin 6,— 
= Ci/c:), longe la frontière dans 
le milieu 2, puis revient dans le 
milieu 7 sous l'angle 6, (QBCP 
sur la fig. 36); il est évident 
que 8 > 6,. Il est facile de voir 
que ce chemin jouit aussi de la 
propriété d'extrémum: le temps 
de parcours sur ce chemin est 
inférieur à celui sur tout autre chemin de Q à P passant partielle- 
ment dans le second milieu. 

Le lieu des points P atteints au même instant par des rayons 
issus simultanément de Q et longeant le chemin QB, puis revenant 
dans le milieu Z par différents points C est, de toute évidence, une 
surface conique dont les génératrices sont perpendiculaires aux droi- 
tes menées de la « source virtuelle » Q’ sous l'angle 8,. 

De sorte qui si c, << c.. outre l’onde réfléchie ordinaire au front 
sphérique, dans le premier milieu se propage encore une onde au 
front conique, lequel front s'étend du plan de séparation (où il est 
raccordé au front de l'onde réfractée dans le second milieu) jusqu’au 
point de tangence avec le front de l'onde sphérique réfléchie (la tan- 
gence est réalisée suivant la ligne d’intersection avec le cône d'angle 
au sommet 0, axé sur QQ”, cf. fig. 35). Cette onde conique est dite 
latérale. 

On pourra s'assurer par un calcul simple que le Lemps de parcours 
suivant le chemin QBCP (fig. 36) est inférieur au temps de parcours 
suivant le chemin QAP aboutissant au même point d'observation ?. 
Cela signifie que le signal sonore émis par la source Q arrive au point 
P d’abord sous forme d’onde latérale, et ce n’est qu'après que l'onde 
réfléchie ordinaire arrive en ce point. 


Fig. 36 
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On aura en vue que l'onde latérale est un effet d’acoustique ondu- 
latoire, bien qu'elle admette cette interprétation imagée au moyen 
des notions de l'acoustique géométrique. Nous verrons plus bas que 
l’amplitude de l’onde latérale s'annule à la limite À — 0. 

Venons-en au calcul quantitatif. La propagation d'une onde 
sonore monochromatique à partir d’une source ponctuelle est décri- 
te par l’équation (69,7): 


A+ ktp = — 4nûô(r—1), (72,3) 


avec k — w/c, et 1 étant le rayon vecteur de la source. Le facteur de 
la fonction 6 a été choisi de sorte que l'onde directe ait la forme 
(72.1). Nous prendrons dans ce qui suit un système de coordonnées 
avec pour plan x, y le plan de séparation, et l’axe des : confondu avec 
QQ" : on prendra = > 0 dans le premier milieu. A la surface de sépa- 
ration doivent être continues la pression et la composante en : 


: : : à ol 
de la vitesse, ou, ce qui revient au même, pq et _ . 


D'après la méthode générale de Fourier, on a la solution sous la 
forme 


+00 
g= Î Î Px (2) eat) dx, dry, (72,4) 
avec 
1 fe 
pu) Î \ per iGxtn) dx dy. (72,5) 


De la symétrie dans le plan x, y il est a priori évident que , 
ne peut dépendre que de la valeur absolue de x? = xi+2;. Utili- 
sant la formule connue 
2x 
Ji (&)= [ cos (u sin p) d, 
U 
on pourra donc écrire (72,4) sous la forme 


ç= 2n Î pa (2) Jo(xR) x dx, (72,6) 
U 


R = V+y* étant la coordonnée cylindrique (la distance à l'axe des 
z). Il sera commode, pour les calculs qui vont suivre, de transformer 
cette formule de sorte que l'intégrale soit prise entre —o et --co, 
exprimant l'expression sous le signe somme au moyen de la fonction 


d'Hankel Hf"(u). Cette dernière présente, on le sait, une singularité 
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logarithmique au point u = 0; si l’on convient de passer des valeurs 
positives aux valeurs réelles négatives de w en contournant (dans le 
plan de la variable complexe u) le point = 0 par le haut, on aura 
la relation légitime 


HD (—u) = H® (ueit) = H® (u)—2J, (u). 
Elle permet de recopier (72,6) sous la forme 
00 
p= 7 [ qx (2) H° (LR) «dx. (72,7) 


On déduit de l'équation (72,3) pour , l'équation 

d 2 1 = 
LP — (e-+) Px = ——ô(z—l). (72,8) 
On peut éliminer la fonction Ô dans le second membre en imposant 


à la fonction œ,(z) (vérifiant l'équation homogène) des conditions 
aux limites pour z—/ 


1+0 dx |+0 1 79 
Px(2) To = 0, d& ko x” (72,9) 


Les conditions aux limites pour z--0, elles, stipulent : 


pulto=0, 0. (72,10) 
Cherchons la solution sous la forme 
Px = AeThi pour 2> l, 
Px = Be-W24 Ce pour L>2z>0, (72,11) 
x = Deh:: pour 0 > z. 


Ici 
MR He 
(ky=o'cy, ko = w/c), et il faudra poser 
u= +VXR pour x>k, } 


u = —iVr = pour x<k; 
le premier choix est imposé par le fait que la solution @ cherchée 
ne doit pas croître à l'infini, et le second par le fait que p doit être 
une onde divergente. Les conditions (72,9) et (72,10) donnent quatre 
équations déterminant les coefficients À, B, C, D. Un calcul simple 
conduit aux expressions suivantes : 

HP — HoPi ndlr 2 
PTE UiPe + LePi ? = pré, 


Le 2pih1 _ ul 
“ Fi Lin: AE PROCESS 


(72,12) 


(72,13) 
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Lorsque p: = py, Ce = © (c'est-à-dire si l'espace tout entier 
était rempli par un seul milieu) B est nul et À = Ce’ki!; le terme 
correspondant dans q représente. évidemment, l'onde directe (72,1): 
de sorte que l'onde réfléchie qui nous intéresse est 

00 
nr f B(x)e-M:H (xR) x du. (72,14) 


— 00 


Dans cetle expression on doit encore préciser le chemin d'inté- 
gration. Le point singulier x —0 sera contourné (dans le plan de la 


Fig. 37 


variable complexe x), on l'a déjà dit, par le haut. En outre, l'expres- 
sion sous le signe somme a des points singuliers (points de branche- 
ment) 4 = + k,. +k,, où u, ou u. s'annule. En vertu des conditions 
(72,10), les points +k4,, +k, doivent être contournés par le bas, et 
les points —k,, —k, par le haut. 

Etudions l'expression déduite aux grandes distances de la source. 
Remplaçant la fonction d'Hankel par son expression asymptotique 
connue, on obtient: 


2 H1Pe— HoP1 V #__ ,—-patt)+ivR Je 72.15 
(D: — Hits CEE — eh d’#. 12, 1: 
Pa \ tu Qupe ten) V Zn RE 


On à représenté sur la fig. 37 le chemin d'intégration C pour le 
cas où c,>0%. L'intégrale peut être calculée par la méthode con- 
nue du col. L'expusant 


i[G+DV EX +R] 


a un extrémum au point où 


c'est-à-dire que x =: k, sin 6, 6 étant l'angle d'incidence (cf. fig. 35). 
Passant à un chemin d'intégration C’ coupant ce point sous l’an- 
gle x/4 avec l'axe des abscisses, on obtient la formule (72.2). 
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Quant au cas c, <c, (c'est-à-dire k, > k), le point x — k,sin0 
est situé entre les points k, et k, si sin 0H <in 8,, 
e . e 1 2 
c'est-à-dire si 8 > 6, (fig. 38). Dans ce cas le contour C’ doit compor- 
ter encore un lacet autour de k#,, et il s'ajoute à l'onde réfléchie ordi- 
naire (72,2) une onde œ; déterminée par l'intégrale (72,15) prise sur 
ce lacet (appelons-le C”); c’est là l'onde latérale. Cette intégrale se 


Fig. 38 


calcule aisément si le point #, sin 0 n’est pas trop près de k,. c'est-à- 
dire si l’angle 0 n’est pas trop proche de l'angle de réflexion interne 
totale 0,1. 

Au voisinage du point x == k, la quantité u, est petite ; dévelop- 
pons le facteur préexponentiel dans l'expression sous le signe somme 
dans (72,15) d'après les puissances de u.,. Le terme d'ordre zéro du 
développement ne présente pas de singularité pour x == k,. et son 
intégrale sur C” est nulle. Aussi a-t-on: 

pe \ 2HoP V pm ER qu. (72,16) 


pa HDe 2nir 


Développant l'exposant suivant les puissances de x — k, et intégrant 
sur le lacet vertical C”, on obtient, après un calcul simple, l’expres- 
sion suivante pour le potentiel de l’onde latérale 
dioik kr" =. 
qi = ER) LE 668 (Oo Cie | (72,17) 
r'2pek? [cos 0sin 0 sin8 (09 —0)]"*- 
En conformilé avec ce qui a été dit plus haut, les surfaces d'ondes 
sont les cônes 


r' cos (0 —0,) — R sin 0, + (24-27) cos 0, -= const. 


1 Pour l'étude de l’onde latérale dans tout le domaine des angles 0 cf. 
L. Brékhovskikh, Journal de Physique Technique 18. 455. 1948. 
On y donne aussi le terme suivant du développement de l'onde réfléchie ordi- 
naire suivant les puissances de À/R ; notons ici que pour les angles 0 voisins de 
8 (dans le cas c; << c2), le rapport du terme correctif au terme principal décroît 
avec la distance comme (4/R)!/4, et non comme À//2. 
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Le long d'une direction donnée l'amplitude de l'onde décroît en 
raison inverse du carré de la distance r’. On voit aussi que cette onde 
s'évanouit dans le cas limite À—>0. Lorsque 8—>0, l'expression 
(72,17) ne s'applique plus; en réalité, dans ce domaine l'amplitude 
de l'onde latérale décroît avec la distance comme r’-5/4. 


$ 73. Emission du son 


Un corps qui oscille dans un fluide produit périodiquement 
autour de lui une compression et une raréfaction du fluide, et donne 
ainsi naissance à des ondes sonores. La source de l'énergie emportée 
par ces ondes est l’énergie cinétique du corps en mouvement. De 
cette façon, on peut parler d'émission de son par les corps oscillants!. 

Dans le cas général d'un corps arbitrairement oscillant de forme 
quelconque le problème de l'émission d'ondes sonores doit être réso- 
lu comme suit. Prenons pour quantité fondamentale le potentiel de 
vitesse p. Il vérifie l’équation d'onde 

1 94 a , 
Ap—-r-s = 0. (73,1) 
A la surface du corps la composante normale de la vitesse du fluide 
doit être égale à la composante correspondante de la vitesse u du 
Corps : 
= un. (73,2) 
Aux grandes distances du corps, l'onde doit se transformer en onde 
sphérique divergente. La solution de l'équation (73,1) satisfaisant 
à ces conditions aux limites et à la condition à l'infini détermine 
l'onde sonore émise par le corps. 

Etudions de plus près deux cas limites. Supposons d'abord la 
fréquence des oscillations du corps si grande que la longueur de l'onde 
rayonnée est très pelile en comparaison des dimensions ? du corps: 


A< I. (73,3) 


On peut alors diviser la surface du corps en éléments qui, tout en 
étant de dimensions assez petites pour qu'on puisse les considérer 


1 Dans la suite il sera partout supposé que la vitesse u du corps oscillant est 
petite par rapport à la vitesse du son. Comme u — a (a étant l'amplitude li- 
néaire des oscillations du corps), c'est dire que a & À. 

L'amplitude des oscillations est aussi, en général, supposée petite devant 
les dimensions du corps, sans quoi le mouvement au voisinage du corps ne serait 
pas potentiel (cf. &£ 9). Cette condition n'est plus obligatoire que pour les oscil- 
lations de pulsation pure, pour lesquelles la solution (73,7) utilisée plus bas est, 
en fait, une conséquence directe de l'équation de continuité. 
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comme plans, sont suffisamment grands devant la longueur d'onde. 
On peut alors considérer que chacun de ces éléments rayonne dans 
son mouvement une onde plane, dans laquelle la vitesse du fluide 
est simplement égale à la composante normale u, de la vitesse de 
l'élément de surface envisagé. Or, le flux d'énergie moyen dans une 
onde plane vaut (cf. $ G4) cpv*, v étant la vitesse du fluide dans 
l'onde. Substituant & — u, et intégrant sur toute la surface du 
corps, nous sommes conduits à ce résultat que l'énergie moyenne 
rayonnée par le corps en l'unité de temps sous forme d'ondes sono- 
res, c'est-à-dire l'intensité totale du son émis, est 


1 = co | à df. (73,4) 


Elle ne dépend pas de la fréquence des oscillations (pour une ampli- 
tude donnée de la vitesse). 

Considérons le cas limite opposé où la longueur de l’onde rayon- 
née est grande devant les dimensions du corps: 


RD L. (73,5) 


Alors, au voisinage du corps (à des distances petites devant la 
longueur d'onde), on peut négliger dans l'équation générale (73,1) 


1%. En effet, ce terme est de l’ordre de grandeur de 


le terme 


uw? p Dci is _ 
Er alors que les dérivées secondes par rapport aux coor- 


données dans le domaine considéré sont de l’ordre de ns ÿ 


De sorte qu’au voisinage du corps le mouvement est déterminé 
par l'équation de Laplace Ag = 0. Mais c'est là précisément l’équa- 
tion déterminant le mouvement potentiel d'un fluide incompres- 
sible. Par conséquent, au voisinage du corps le fluide se meut dans 
le cas envisagé comme un fluide incompressible. Les ondes pro- 
prement sonores, c'est-à-dire les ondes de compression et de raré- 
faction, n'apparaissent qu'aux grandes distances du corps. 

Aux distances de l'ordre des dimensions du corps et moindres, 
la solution cherchée de l'équation A -= 0 ne saurait être écrite 
sous la forme générale et dépend de la forme concrète du corps oscil- 
lant. En ce qui concerne les distances grandes devant !, mais petites 
devant À (de sorte que l'équation Ap = 0 est encore applicable), 
on peut trouver la forme générale de la solution en utilisant le fait 
que œ doit décroître avec la distance. Nous avons déjà eu affaire 
à de telles solutions de l'équation de Laplace au $ 11. Comme là- 
bas, nous écrirons la forme générale de la solution comme suit: 


g=—<+4ari (73,6) 
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(r est la distance à l’origine, choisie quelque part dans le corps). 
Il est alors essentiel que les distances en question soient tout de 
même grandes devant les dimensions du corps. C'est pour cette seule 
raison qu’on peut se borner dans aux termes décroissant le moins 
rapidement lorsque r croît. Nous conservons dans (73,6) les deux 
termes écrits, étant donné qu'on n'est pas toujours assuré de la 
présence du premier terme (voir plus bas). 


a 
Voyons dans quels cas ce terme, — 7» estnon nul. On a vu au 


$ 11 que le potentiel — _ donne lieu à un flux non nul du fluide 


à travers une surface entourant le corps; ce flux est égal à 4npa. 
Or, dans un fluide incompressible un tel flux ne peut exister qu'aux 
dépens de la variation du volume total du fluide contenu dans la 
surface fermée. En d’autres termes, il doit y avoir variation du 
volume du corps, d'où expulsion du fluide du volume considéré 
de l’espace ou. au contraire, aspiration. Ainsi donc, le premier 
terme dans (73.6) est présent lorsque le corps rayonnant effectue 
des pulsations au cours desquelles le volume du corps varie. 
Supposons qu'il en soit ainsi, et déterminons l'intensité totale 
du son émis. Le volume 4xa du fluide qui passe à travers une surface 
fermée doit, en vertu de ce qui précède, être égal à la variation 


du volume Ÿ du corps par unité de temps, c'est-à-dire à la dérivée Ÿ 
(le volume V est une fonction donnée du temps): 
Ana = V. 


De sorte qu'aux distances r salisfaisant à la condition !&r<1 
le mouvement du fluide est décrit par la fonction 


5. 00 
PE ru 


Par ailleurs, aux distances r 5 À (dans la «zone d'ondes») q doit 
être une onde sphérique divergente, c'est-à-dire doit s'écrire 


p= ol | (13,7) 


En conséquence, nous sommes aussitôt conduits à ce résultat que 
l'onde rayonnée est à toutes les distances (grandes devant /) de la 


forme 
“(9 
pe ——— , (73,8) 


obtenue en remplaçant t dans V(t) par t—— 4 


23—406 
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La vitesse v — grad est dirigée en chaque point suivant le 
rayon vecteur et sa grandeur est ve . Dérivant (73,8), on ne 
prendra (pour les r © À) que la dérivée du numérateur ; la dérivation 
du dénominateur donnerait un terme d'ordre supérieur en 1/r qu'on 


devrait négliger. Puisque 


(= (5) 


on obtient (n est le vecteur unité dans la direction de r): 


es) n. (73,9) 


V = 
äncr 


L'intensité du rayonnement, qui est déterminée par le carré 
de la vitesse, se trouve être ici indépendante de la direction du 
rayonnement, c’est-à-dire que le rayonnement est symétrique dans 
toutes les directions. La valeur moyenne de l'énergie totale rayon- 
née dans l'unité de temps est 


Ve 


1=pc$ra- Er $ af, 


l'intégrale étant calculée sur une surface fermée autour de l'origine. 
Prenant pour telle une sphère de rayon r et remarquant que l'ex- 
pression sous le signe somme ne dépend que de la distance au centre, 
on obtient en définitive: 


= pr 
7 4nc * 


I (73,10) 
Telle est l'intensité totale du son rayonné. On voit qu'elle est déter- 
minée par le carré de la dérivée seconde du volume du corps par 
rapport au temps. 

Si le corps accomplit des oscillations pulsatoires harmoniques 
de fréquence w, la dérivée seconde du volume par rapport au temps 
est en raison de la fréquence et de l’amplitude de la vitesse des 
oscillations; quant à son carré moyen, il est en raison du carré 
de la fréquence. De sorte que l'intensité du rayonnement sera en 
raison du carré de la fréquence pour une valeur donnée de l'amplitude 
de la vitesse des points de la surface du corps. Si c'est l'amplitude 
des oscillations elles-mêmes qui est donnée, l'amplitude de la vitesse 
est, à son tour, en raison de la fréquence, de sorte que l'intensité 
du rayonnement sera en raison de w4. 

Considérons maintenant le rayonnement de son par un corps oscil- 
lant sans variation de volume. Il ne reste alors dans (73,6) que le 
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second terme, que nous écrirons sous la forme 
p= div (A (t) +) > 


Ainsi que dans le cas précédent, on conclut que la forme générale 
de la solution est à toutes les distances r Ÿ L 


A EE) 


Le fait que cette expression soit effectivement solution de l'équation 


p=div 


UE 
des ondes résulte directement de ce que la fonction — vérifie 


cette équation, qui est donc aussi vérifiée par les dérivées de ladite 
fonction par rapport aux coordonnées. Ne dérivant encore une fois 
que le numérateur, on obtient (pour les r © À): 


À (: —T) n 
gp = Ter Te (73,11) 
Calculant la vitesse v = Vo, il faudra encore une fois se borner 
à dériver A. Aussi a-t-on d'après les règles, connues en analyse 
vectorielle, de dérivation des fonctions d'argument scalaire: 


NE — ———— 
cr 
et, substituant V (: — 7) = —1 Vr = —+ , on obtient en défi- 
nilive : 
{ LE] 
v=- n (nÀ). (73,12) 


Si 


L'intensité du rayonnement sera à présent en raison du carré 
du cosinus de l’ angle entre la direction du rayonnement (direction 


de n) et le vecteur À (un tel rayonnement est appelé « dipolaire »). 
Le rayonnement total, lui, est donné par l'intégrale 


1=£ | CS 


c3 F 


Nous prendrons de nouveau pour surface d'intégration la sphère 
de rayon r, avec des coordonnées sphériques d’axe polaire dirigé 


suivant À. Une intégration simple conduit à la formule définitive 


23% 
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du rayonnement total dans l'unité de temps: 


= + Àù. (73,13) 
Les composantes de A sont des fonctions linéaires des composantes 
de la vitesse u du corps (cf. $ 11). De sorte que l'intensité du rayon- 
nement est ici une fonction quadratique des dérivées secondes des 
composantes de la vitesse du corps par rapport au temps. 

Si le corps accomplit un mouvement oscillatoire harmonique 
de fréquence w, comme pour le cas précédent, on conclut que l’in- 
tensité du rayonnement est en raison de w% pour une valeur donnée 
de l'amplitude de la vitesse. Maissic’est l'amplitude linéaire des 
oscillations du corps qui est donnée, l'amplitude de la vitesse est 
elle-même en raison de la fréquence, si bien que le rayonnement est 
en raison de w°. 

D'une manière tout à fait analogue se résout la question du rayon- 
nement d'ondes sonores « cylindriques » par un cylindre de section 
arbitraire effectuant perpendiculairement à son axe des pulsations 
ou des oscillations. Nous écrirons ici les formules correspondantes, 
ayant en vue leur application ultérieure. 

Considérons d'abord les petites oscillations pulsatoires d'un 
cylindre, et soit S — S(t) l'aire, variable, de sa section. 
Aux distances r de l’axe du cylindre telles que ! &<r & À ({ re- 
présente les dimensions transversales du cylindre), on obtient de 
même que (73,8) 


S (4 _. 
_ In fr, (73,14) 


f(t) étant une fonction du temps (le coefficient de In rf a été choisi 
de façon à obtenir une valeur juste du flux du fluide à travers une 
surface cylindrique coaxiale). En conformité avec la formule du 
potentiel d'une onde cylindrique divergente [le premier terme de 
la formule (70,2)], on conclut maintenant qu'à toutes les distan- 
ces r > 1 le potentiel est déterminé par l'expression 


155 


c ° 
PS - S (t’) dt’ 
P an d VaG=TE RE 


(73,15) 
Lorsque r —+ 0 le terme principal de cette expression coïncide avec 
(73,14), où la fonction f () est, elle aussi, automatiquement déter- 


minée (on suppose que lorsque t + — la dérivée S(t) s’annule 
suffisamment vite). Pour ce qui est des très grandes valeurs de r 
(dans la « zone d'ondes »), le rôle principal dans l'intégrale (73,15) 
incombe au domaine des valeurs de & — #” = r/c; aussi pourra-t-on 
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poser dans le dénominateur de l’expression sous l'intégrale: 
; 2 m9 UE 
(—tP—T x 22 (: t ); 
et on obtient: 
r 


1-7 


c 


Le S (t)àt 73 16 
Eve | Vans Nes 
Enfin, la vitesse est v=<; pour dériver, il est commode de faire 


dans l'intégrale le changement de variable t—t"—=E: 


après quoi les limites d'intégration ne contiennent plus r. Il n'y 
a pas lieu de dériver le facteur 1/f r devant l'intégrale, car il don- 
nerait un terme d'ordre supérieur en 1Â/r. Dérivant sous le signe 
somme et revenant à la variable {’, on obtient: 


r 


L=— 
S (4) di’ 


I . 
2a V2r | Veout—t)—-r ‘ 


—œ 


VU = 


(73,17) 


L'intensité du rayonnement est déterminée par le produit 2nrpeu?. 
Notons que, contrairement au cas sphérique, ici l'intensité du rayon- 


nement est, à chaque instant, déterminée par l'allure tout entière 
r 


de S(t), { variant de — oo à t — —. 
Enfin, pour les oscillations de translation d'un cylindre infini 

perpendiculaires à son axe, aux distances / 4 r :& À le potentiel 

Pare 

s ecrit 


= div (A In fr), (73,18) 


A(t) étant déterminé en résolvant l'équation de Laplace pour l'écou- 
lement d'un fluide incompressible autour du cylindre. On en déduit 
de nouveau qu'à toutes les distances r Ÿ l 


r 


t=— 
A (t’) dt’ | 
—0 (PEN El 


c? 


p= —div (73,19) 
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Pour conclure il importe de faire la remarque suivante. Nous 
avons complètement ignoré ici l'influence de la viscosité du fluide, 
et, de ce fait, avons considéré que le mouvement dans l’onde rayon- 
née était potentiel. Mais en réalité le mouvement n'est pas poten- 


tiel dans une couche d'épaisseur de l’ordre de Vv/w autour du corps 
oscillant (cf. $ 24). Ceci étant, pour que toutes les formules établies 
soient applicables, il faut que l'épaisseur de cette couche soit petite 
par rapport aux dimensions / du corps: 

1% 


y =<t (73,20) 


Cette condition peut n'être pas vérifiée lorsque les fréquences 
ou les dimensions du corps sont trop petites. 


Problèmes 


1. Déterminer l'intensité totale du rayonnement de son par une boule 
LE rs de petites oscillations de translation (harmoniques) à la fréquence 
w, la longueur d'onde étant de grandeur comparable au rayon À de la boule. 

Solution. Nous écrirons la vitesse de la boule sous la forme u — 


= pe"! ; alors dépend lui aussi du temps par l'intermédiaire du facteur 


e7 tt et satisfait à l'équation Ap + k?p = 0, avec k= w/c. Nous chercherons 
la solution sous la forme @ = uY/f(r) (l’origine est prise au centre instantané 
de la boule). On obtient pour j l'équation (uV) (Af -I- k?f) = 0, d'où Af +- Kg = 
?ARr 
= const. À une constante additive inessentielle près, on en déduit f — À — . 


On détermine la constante À de la condition = = u, pourr = R.etonobhtient 


en définitive 
=urettr-R) [ R\S ir 
PA ( r ) DHEA ER" 
Le rayonnement est donc de caractère dipolaire. A des distances suffisan- 
ment grandes de la boule on peut négliger l'unité devant ikr, et q prend 
la forme (73,11), le vecteur A valant 


À ue CR) ps D 
Pine RER Re" 
. x [A p . : 
Notant que (Re {A})}?= z + 0n obtient pour le rayonnement total d'apres 
72,13) : 
ai 27p à Ro 
7 33 [ul p otR4 
+ 
4 


Lorsque TR& 1, cette expression devient 


ñpR6 " 
= | uo fe 
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{ceci peut être obtenu encore directement en substituant dans (73,13) l’ex- 
3 
pression A=—— u tirée du prob. 1, $ 11). Lorsque RY 1,ona: 


1= 230€ Æ|u/l?, 
3 
ce qui correspond à la formule (73.4). 
La force de résistance avec laquelle le fluide agit sur la boule s'obtient en 


intégrant sur la sphère la projection des forces de pression (p° = — pq l=R) 
sur Îa direction de u: 


4 —k3R3S + i (2--k2R?) 


rt 8 
FES 00 eu GEAR 


(en ce qui concerne le sens de la force de résistance complexe, cf. fin & 24). 

2. Même problème, sachant que le rayon R de la boule est de l'ordre de 
grandeur de V/v/w (mais, dans le même temps, À >» At). 

Solution. Siles dimensions du corps ne sont pas grandes devant V/v/o, 
pour déterminer l'onde rayonnée on partira non pas de Ag = 0, mais de l'équa- 
tion du mouvement d'un fluide incompressible visqueux. La solution correspon- 
dante de cette équation pour une boule est donnée par les formules (1), (2) du 
prob. 5, $ 24. Lorsqu'on passe aux grandes distances, le premier terme dans (1), 
qui s'’amortit exponentiellement pour r croissant, peut être omis. Le second 
terme. lui, conduit à la vitesse 

Î 


= —b (uv) V—. 
Rapprochant de (73,6), on voit que 


R3 3 3 
Fo Me x] ® 


4 


où x=R Vas c'est-à-dire que A diffère de son expression pour un fluide - 
parfait par le facteur entre crochets. On obtient finalement 


zpRs 3 9 , 9 9 4 
du 6c3 Me (1+5+ 2x2 7 2x3 + 7) Puo À. 


Pour x ÿ 1 cette expression se réduit à la formule donnée au problème 1, 
et pour x & 1 on obtient 


__ 3rpR?v? 
7 2c3 


T w?|uo[?, 


c’est-à-dire que le rayonnement est proportionnel non pas à la quatrième puissan- 
ce de la fréquence, mais à la seconde. 
3. Déterminer l'intensité du rayonnement du son par une sphère accomplis- 
sant de petites oscillations pulsatoires (harmoniques), de fréquence arbitraire. 
Solution. Nous chercherons l’onde sonore sous la forme 


a 
au etktr—R) 
F 


P= 
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(R est le rayon de la boule à l'équilibre) et nous déterminerons la cons- 
tante a à partir de la condition 
ô® 


tot 
ôr |r=R : 


=u=uge 
u étant la vitesse radiale des points de la surface de la sphère : 
Poe 
UOkR—1 
Intensité du rayonnement : 
k2R4 
=2 FRAIS 
T=2ape | uo (À > TER 

Pour &R< 1 

pa 228 re 


en conformité avec (73,10), et pour kR 5 1 
1 = 2rpcR? | uo | 


en conformité avec (73,4). 

4. Déterminer l'onde rayonnée par une boule (de rayon R) accomplissant 
de petites oscillations pulsatoires ; la vitesse radiale des points de sa surface cst 
une fonction arbitraire du temps u(t). 


| 
| : t 
Solution. Nous chercherons la solution sous la forme p=-10 avec 
: r—R ; : Le . 0 
“= t— , et nous déterminerons j par la condition aux limites = 
T= 


= u(t), qui mène à l'équation 


LAINE ALI 2 — Reu (+). 


dt R 


Résolvant cette équation linéaire et remplaçant dans la solution t par !#”, 
on obtient : 


gene À f (te dr. «) 


Si les oscillations de la boule cessent, par exemple, à l'instant t = 0 (c’est-à-dire 
que u(t) = O0 pour t >- 0), à la distance r du centre, à partir de l'instant t — 


= , le potentiel en tant que fonction du temps sera de la forme = 
=const-e"%/R, c'est-à-dire que le mouvement s’amortira exponentiellement. 

Soit 7 le laps de temps au cours duquel la vitesse w (!) varie notablement 
Si T >» R/c (c’est-à-dire si la longueur de ondes rayonnées À — cT 5 R), on 
peut sortir de sous le signe somme le facteur lentement variable u(r) et le rempla- 
cer par u(t’). On obtient alors aux distances r >» R: 


g=—“ÆufiT), 


ÉMISSION DU SON 361 


ce qui coïncide avec la formule (73,8). Dans le cas où 7 € R/c on trouve 
de la même façon: 
2 


___cR __dp _ 
PET Î u (t) dT, PES 


- ue), 


—œo 


ce qui correspond à la formule (73,4). 

5. Déterminer le mouvement qui prend naissance dans un fluide parfait 
compressible lorsqu'une boule de rayon À est en mouvement de translation 
arbitraire dans ce fluide (la vitesse du mouvement est petite devant celle du son). 

Solution. Nous chercherons la solution sous la forme 

p=div LL (1) 


{[r est la distance à l'origine des coordonnées, confondue avec le centre de la 
r— 


boule à l’instant #’ — 1— 2. la vitesse de la boule u étant petite devant 


celle du son, on peut faire abstraction de l'effet de déplacement de l'origine des 
coordonnées]. La vitesse du fluide est 
. __3({n)n—f 3(fn)n—f" n(nf’) 5 
v= grad GR de (2) 
(n est le vecteur unité dans la direction de r; l’accent désigne la dérivation de 
Ê par rapport à son argument). La condition à la limite est v, — un pourr = À, 
de sorte que 


g" wo++r + Ê (4) — Re?u (1). 


Résolvant cette équation par la méthode de la variation des constantes, 
on obtient pour f (1) l'expression générale: 


ct? ct 
f()=cRte À Î u (7) sin LE Far. (3) 


Substituant dans (1), on écrira t’ au lieu de £. On a pris pour limite inférieure 
—©, de façon à avoir f = 0 pour t = — co. 

6. Une boule de rayon À commence à se mouvoir à l'instant ? — 0 avec la 
vitesse constante u,. Déterminer le rayonnement sonore qui prend naissance au 
début du mouvement. 

Solution. Posant dans la formule (3) du problème 5 u(t) = 0 pour 
T<Oetu(t) =u, pour t > 0, et substituant dans la formule (2) (en ne con- 
servant dans celle-ci que le dernier terme, qui décroît le moins vite avec la 
distance), on trouve la vitesse du mouvement du fluide loin de la boule: 


= ct” 
v= —n (nu) eve e Rsin (F-+) 


(où 4’ > 0). L'intensité totale du rayonnement décroîtra dans le temps 
suivant la loi 
8 2ct’ ; 
+14 TR ct ELA 
= 2u2 sin? [= 
3 cpR'uèe 1 ( KR 7% ) : 
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Dans le temps tout entier toute l'énergie rayonnée sera égale à 
a 
EI pRSuë. 


7. Déterminer l'intensité du son rayonné parun cylindre infini (de rayon À) 

JS DHL des oscillations pulsatoires harmoniques; la longueur d'onde 
> À. 

Solution. En vertu de la formule (73,14) on trouve d'abord qu'aux 
distances r & À (dans les problèmes 7 et 8 r désignera la distance à l’axe du 
cylindre) le potentiel est 

= Ruln kr, 


u — ue 1%! étant la vitesse des points de la surface du cylindre. En comparant 


avec les formules (70,7) et (70,8), on trouve à présent qu'aux grandes distances 


le potentiel a la forme 
] fin 
P— —Ru Jkr eihr., 


v= Au = net*r 
2ir 


{n est Je vecteur unité perpendiculaire à l'axe du cylindre) et l'intensité 
du rayonnement (par unité de longueur du cylindre) 


D'où la vitesse 


a? x 
= POR? | uo [°. 


8. Déterminer le rayonnement du son par un cylindre accomplissant des 
oscillations harmoniques de translation perpendieulairement à son axe. 
Solution. Aux distances r & À on a: 


p— —div (R£u In kr) 


{cf. formule (73,18) et prob. 3 $ 10]. On en déduit qu'aux grandes distances 


TC. eu Ve ikr 
o= Re / 2 div D A (un) ra 


d'où la vitesse 
/'Uk 


v= —kR? 57 ee 
er 


n (un)e 


L'intensité du rayonnement sera en raison du carré du cosinus de l'angle 
formé par les directions des oscillations et du rayonnement. L'intensité 
totale 


a? 
l=7 poSR4 | Uo [2. 


9. Déterminer l'intensité du rayonnement du son par une surface plane dont 
la température oscille périodiquement ; la fréquence des oscillations © & c*/y, 
x étant la diffusivité du fluide. 

Solution. Soit T$e-%! la partie variable de la température de la surfa- 
ce. Ces oscillations de la température créent dans le fluide une onde thermique 
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amortic (52,17): 
T'— Ter tote- (Ai) 4 ETES 


ce qui entraîne les oscillations de la densité du fluide : p’ = (57) T'= — pfT’, 
P 


où B est le coefficient de dilatation thermique. En retour, ceci donne naissance 
à un mouvement, qui est déterminé par l'équation de continuité 


— = ——— — —ivpfT’. 


Sur la surface solide la vitesse v,—v—0, et lorsque la distance à cette 
surface croît elle tend vers la limite 


y 


Cette valeur est atteinte aux distances — V/y/w petites devant c/o et sert de 
condition à la limite pour l'onde sonore apparue. On en déduit l'intensité du 
rayonnement du son par cm? de surface: 


L- 1 
= — if Î T' a B Vaxrier tot, 
0 


1 » je 
T== cpfox| TS PF. RE 


10. Une source ponctuelle rayonnant F Rp 
une onde sphérique se trouve à la distan- ON l 
ce ! d'une paroi solide (réfléchissant com- 0 *---t- 
plètement le son) délimitant un demi-espace 
rempli de fluide. Déterminer le quotient 
de l'intensité totale du son rayonné par la 
source par l'intensité du rayonnement qui 
aurait lieu dans tout le milieu illimité, 
ainsi que la dépendance de l'intensité par Fig. 39 
rapport à la direction aux grandes distances g- 
de la source. 

Solution. L'ensemble des ondes rayonnée ct réfléchie par la paroi est 


décrit par la solution de l'équation d'onde, laquelle solution satisfait à la condi- 
tion de nullité de la vitesse normale v, = 2 surla paroi. Telle est la solution 


ik Âkr’ 
® = (+) etat 
r r' 


(pour abréger l'écriture, le facteur constant a été omis), r étant la distance à la 
source de son O (fig. 39), et r’ la distance au point 0’ symétrique de O par rap- 
port à la surface de la paroi. Aux grandes distances de la source on a: r° & r — 
— 21 cas 8, de sorte que 
eitkr-ot) ati 
_ 4 .e—2ik cos 8 
P = ({+e ). 
La dépendance de l'intensité du rayonnement par rapport à la direction cest 
déterminée ici par le facteur cos° (xl cos 6). 

Pour trouver l'intensité totale du rayonnement, nous intégrerons le flux 


d'énergie q = pv = — pgVe [cf. (64,4)] sur la surface d'une sphère de rayon 
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sin 2kl 
GEI ) . Dans le cas 


i(kr—ot) 
du milieu illimité on aurait une onde purement sphérique p=<— de flux 


arbitrairement petit centrée en O. On obtient 2xpkw (: + 


total d'énergie 2xpkw. De sorte que le rapport des intensités cherché vaut 
, , sin2kl 
LE . 
11. Même problème dans un fluide délimité par une surface libre. 


Solution. Sur la surface libre on doit avoir la condition p° = — pq = 
= 0; dans une onde monochromatique ceci revient à exiger @ = 0. La solution 
correspondante de l’équation des ondes est 


ikr ikr’ 
q= (=—< : ae 


r r! 


Aux grandes distances de la source l'intensité du rayonnement est déter- 
minée par le facteur sin? (ki cos 0). 
Le rapport des intensités cherché vaut 
sin 24! 


2kl 


$ 74. Principe de réciprocité 


Déduisant les équations de l'onde sonore au $ 63 nous avons 
supposé que l'onde se propageait dans un milieu homogène. Notam- 
ment, la densité du milieu p, et la vitesse du son c dans ce milieu 
étaient considérées comme des quantités constantes. Nous proposant 
d'établir quelques relations générales applicables tout aussi bien 
au cas général d’un milieu inhomogène quelconque, déduisons d’abord 
l'équation de propagation du son dans un tel milieu. 

Ecrivons l'équation de continuité sous la forme 

2 +pdivv—0. 
Or, le son élant adiabatique, on a: 


dp _ { dp dp 1 dp _ 1 fôdp pe 
He), es er (we). 


et l'équation de continuité devient 


d ae 
+ vVp + pet div v = 0. 

Posons, comme d'ordinaire, p — ps + p’, Po étant à présent 
une fonction donnée des coordonnées. En ce qui concerne la pres- 
sion, dans p = po + p’ on doit avoir, comme auparavant, po = 
= const, puisqu'à l'équilibre la pression doit être constante dans 
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tout le milieu (bien entendu, en l'absence de champ extérieur). 
De sorte qu'on a au second ordre: 


La —— + poc? div v = 0. 


Cette équation est de même forme que (63,5), si ce n'est que 
le coefficient pc? qu'elle contient est fonction des coordonnées. 
Quant à l'équation d'Euler, on a, comme au $ 63: 


EÉliminant v de ces deux équations (et omettant l'indice de ps), 
on obtient finalement l'équation de la propagation du son dans 
un milieu inhomogène : 

does ec, (74,1) 

p 

S'il s'agit d'une onde monochromatique de fréquence w, on a p’== 
= —w°p", de sorte que 
Vp’ wo? , 


—— +- 


div 5 se P 


Et (74,2 


Considérons une onde sonore rayonnée par une source de petites 
dimensions effectuant des oscillations pulsatoires (ainsi qu’on 
l'a vu au $ 73, un tel rayonnement est isotrope). Désignons le point 
occupé par la source par À, et la pression p’ au point B1 dans l’onde 
qu’elle rayonne par pA1(B). Si cette source est placée au point B, 
la pression créée en À sera notée ps(A). Déduisons la relation entre 
pa(B) et pa(4). 

Pour ce faire, utilisons l'équation (74,2) en l'appliquant tantôt 
au rayonnement de la source placée en À, tantôt au rayonnement 
de cette source placée en B: 


Fp @? 
div 244 À pa=0, div + pi = 2 0. 


Multiplions la Re équation par pp, la seconde par pa, 
et retranchons la seconde de la première. [l vient: 

2 AUD + 4. VPI . (PRVPA  PAVPi 

pa dis 8 — pi div 8 = div (PACE) Lo. 


Intégrons cette équation dans le volume compris entre la surface 
fermée à l'infini C et deux petites sphères C, et C; entourant res- 


1 Les dimensions de la source doivent être petites devant la distance entre 
AetB, ainsi que devant la longueur d'onde. 
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pectivement les points À et B. L'intégrale de volume se transforme 
en intégrale de surface sur ces trois sphères, et l'intégrale sur C 
est nulle, puisqu’à l'infini le champ sonore disparaît. De sorte qu'il 
vient: 


, VD! . VP] Eye 
[ (p5—2— pa?) ai 0. (74,3) 
CatCr 


À l'intérieur de la petite sphère C1 la pression p1 dans l'onde 
créée par la source À varie rapidement avec la distance à À, de 
sorte que le gradient VpA est grand. Quant à la pression px créée 
par la source B dans le domaine du voisinage du point À, très éloigné 
de B, c'est une fonction lentement variable des coordonnées, de 
sorte que son gradient Vpn est relativement petit. Le rayon de la 


D; 
sphère CA étant suffisamment petit, on peut négliger Î pa TE dt 
A 


VA pe . ° De 
devant l'intégrale [Pi d, ct sortir de celle-ci la quantité 


presque constante Fe la remplaçant par sa valeur en 4. Les 
mêmes raisonnements s'appliquant à l'intégrale sur la sphère C,, 
on déduit de (74,3) que 
; Vp, . VP] 
pi (4) Ÿ —Aat = pa(8) | Pat. 
P J P 
Ca CB 
,VDp° ___ av. Û 
Or Gr STE de sorte qu'on a 
, ô , ô 
PB (4) ( vaAdi — pA (B)= f VA df. 


Ca CB 


L'intégrale { vaa représente la quantité de fluide traversant la 


A 
sphère C, dans l'unité de temps, c'est-à-dire la variation (en 1 s) 
du volume de la source de son effectuant les pulsations. Les sour- 
ces À et B étant identiques, il est clair que 


Î vadi= Î vadi, 


A Cp 


et donc que 
pA(B)= ps (4). TA: 
Cette égalité traduit le contenu du principe de rétiprocité: 


la pression créée en B par une source placée en À est égale à la pres-. 
sion créée en À par une source analogue placée en B. Soulignons. 
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que ce résultat concerne aussi bien, notamment, le cas où le milieu 
est constitué par différentes régions séparément homogènes. Lors- 
que le son se propage dans un tel milieu, il est réfléchi et réfracté 
par les surfaces de séparation des diverses régions. De sorte que le 
principe de réciprocité s'étend aussi aux cas où, chemin faisant 
de À à B et inversement, l’onde subit des réflexions et des réfrac- 
tions. 


Problème 


Déduire le principe de réciprocité pour le rayonnement sonore dipolaire 
d’une source effectuant des oscillations sans variation de son volume. 
Solution. Danscecasl'intégrale Î va di est identiquement nulle, et 


C 
A 
lors du calcul des intégrales dans (74,3) il y aura lieu de faire intervenir l’appro- 
ximation suivante. A cet effet, nous écrirons en nous limitant aux termes du 
premier ordre 


PB=PB(4)+rVPp; 


r étant le rayon vecteur mené de À. Dans l'intégrale 
. VPa  , VPB 
PB —=—pa —2) di 1 
j (5 Era — «) 


les deux termes sont à présent du même ordre de grandeur. /Substituant ici 
rs 


à pB le développement écrit ci-dessus et considérant que l'intégrale } 


s A ; A 
est à présent nulle, on obtient: 


Vp! . VP; 
{er re) at 
C, 


Puis, nous sortirons de l'intégrale la quantité presque constante Vp,= 


= —pvy que nous remplacerons par sa valeur en 4: 


Pavs a] [24 dt—r (Hsai)} 


A 


(pA est la densité du milieu en 4). Pour calculer cette intégrale, nous remarque- 
rons qu’au voisinage de la source le fluide peut être considéré comme étant 
incompressible (cf. $ 73), si bien que nous pourrons écrire pour la pression 
à l’intérieur de la petite sphère C1 en vertu de (11,1) 


à : Ar 
PA= —PP=P x - 


Dans une onde monochromatique v = — iv, À — — iwA; introduisant de 
même le vecteur unité n4 dans Ja direction du vecteur A pour la source située 
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au point À, on trouve que l'intégrale (1) est de grandeur proportionnelle à 
PAVB (4) n4. 

De la même facon, l'intégrale sur la sphère C;, sera proportionnelle à 
—P8Va (B)n8 


avec le même facteur de proportionnalité. Annulant leur somme, on trouve 
la relation cherchée ' 


PavB(A)na=Pprva(B)np, 


exprimant le principe de réciprocité pour le rayonnement sonore dipolaire. 


$ 75. Propagation du son dans un tuyau 


Envisageons la propagation d’une onde sonore dans un tuyau 
long et mince. Par mince nous entendons que la largeur du tuyau 
est petite par rapport à la longueur d'onde. La section du tuyau 
peut être de forme aussi bien que d’aire variable suivant sa longueur. 
Il importe seulement que cette variation soit assez lente — l'aire S 
de la section doit peu varier sur des distances de l'ordre de la largeur 
du tuyau. 

Dès lors, on peut considérer que dans toute section transversale 
du tuyau toutes les quantités (vitesse, densité, etc.) sont constantes. 
En ce qui concerne la direction de la propagation de l’onde, on peut 
admettre qu'elle est partout celle de l'axe du tuyau. L'équation 
de la propagation d'une telle onde peut être déduite le plus commo- 
dément par une méthode analogue à celle utilisée au $ 13 pour dé- 
duire l'équation de la propagation des ondes gravitationnelles 
dans les canaux. 

La masse de fluide traversant dans l'unité de temps la section 
du tuyau est Spr. De sorte que la quantité (la masse) de fluide com- 
prise entre deux sections transversales infiniment voisines du tuyau 
diminue en une seconde de 

(TUP}x+ax — (SvP)x = 20) 


UE A 


dre 


{la coordonnée x est prise le long de l'axe du tuyau). Le volume 
lui-même compris entre les deux sections étant invariable, cette 
diminution ne peut se faire qu’aux dépens de la densité du fluide. 


La variation de la densité dans l'unité de temps est su , la dimi- 


nution correspondante de masse du fluide dans le volume S dx 
entre les deux sections étant 


êp 
—S$S- dr. 
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Egalant les deux expressions, on obtient l'équation 


ôp __ 4(Spv) ne. 
Se , (75,1) 


qui est l'« équation de continuité» pour le fluide dans le tuyau. 


Puis, nous écrirons l'équation d'Euler privée du terme quadra- 
tique par rapport à la vitesse: 


dv 1 ôp 


D et (9: 


1 


) 


Dérivons (75,1) par rapport au temps; dérivant le second membre 
de cette équation, on considérera que p est indépendant du temps, 
car le terme obtenu en dérivant p contient v 2 = y Ÿ_ et c'est donc 


ot ET: 
un terme du second ordre. Ainsi, 


S ni = — _ (s p +) | 
Substituons à _ son expression (75,2), et exprimons la dérivée de la 
densité figurant dans le premier membre au moyen de la dérivée 
de la pression comme suit: p = FE p = + p. 
On obtient finalement l'équation de la propagation du son dans 
le tuyau: ns . 2 
saba)-+ 0 (75,3) 
Dans une onde monochromatique p! dépend du temps par l'inter- 
médiaire du facteur e-ivt, et (75,3) devient 


1 9 ôp 20 — 


( — _ est le vecteur d'onde) . 


Enfin, arrêtons-nous sur la question du rayonnement du son 
par l'extrémité ouverte du tuyau. La différence de pression entre 
le gaz à l'extrémité du tuyau et celui dans l'espace ambiant est 
petite par rapport aux différences de pression dans le tuyau. Ceci 
étant, pour condition à la limite à l'extrémité ouverte du tuyau 
on exigera, avec une précision suffisante, l'annulation de la pres- 
sion p. Quant à la vitesse v du gaz à l'extrémité du tuyau, elle 
se trouve être non nulle; soit v, sa valeur en ce lieu. Le produit 
Sv, est la quantité (le volume) de gaz sortant du tuyau dans l'unité 
de temps. 


1 Jci, ainsi que dans les problèmes à la fin de ce paragraphe, p est partout 
la partie variable de la pression (notée antérieurement p’). 


24—406 
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On peut à présent assimiler l'extrémité ouverte du tuyau à une 
« source » de gaz de « débit » Sv,. Le problème du rayonnement par 
le tuyau devient équivalent au problème du rayonnement d’un 
corps pulsant, lequel rayonnement est donné par la formule (73,10). 


Au lieu de la dérivée V du volume du corps par rapport au temps, 
on devra écrire maintenant Sv,. De sorte que l'intensité totale du 
son rayonné est 


sa 
IT : (75,5) 
Problèmes 


1. Déterminer le facteur de transmission du son lorsqu'il passe d’un tuyaw 
de section S; dans un tuyau de section S2. 

Solution. On a dans le premier tuyau deux ondes: l'onde incidente 
pa = ae (A0) et l'onde réfléchie p{ = aje-! (*+0), L'onde transmise dans le 
second tuyau est p2 = azef (**-0), Au raccordement des tuyaux (z=—0) doivent 
être épis les pressions ainsi de les quantités de gaz Sv passant d'un tuyaw 
dans l’autre. Ces conditions donnent: 

ditai=as  Si(ai—ai) = So, 


d'où æ—=a; TE . Le rapport D du flux d'énergie dans l’onde transmise 


au flux d'énergie dans l'onde incidente (p=<etet - ceter) est 
Sipclul  Silul? 
D= ASS a 1 (5) | 
(Si+ S2)? S2+Si 

2. Déterminer la quantité d'énergie rayonnée par l’extrémité ouverte d'un 
tuyau cylindrique. 

Solution. Dans la condition à la limite p = 0 à l'extrémité ouverte 
du tuyau on peus approximativement négliger l'onde rayonnée (nous verrons 
que l'intensité du rayonnement par l’oxtrémité du tuyau est petite). On a alors 
Ps = — pi, Ps et pi étant les pressions dans l'onde incidente et dans l'onde ren- 
voyée dans le tuyau; pour les vitesses nous aurons respectivement , = vi. de 
sorto que la vitesse résultante à la sortie du tuyau est vo = w + vi = 24. 


Le flux d'énergie dans l'onde incidente est cSprè — - cSprè. A l’aide de (75.5) 


on obtient pour le rapport de l’énergie rayonnée au flux dans l'onde incidente 
Sw? 
D=— 
nc? 


R?w? 
c® 


Dans le cas d'un tuyau de section circulaire (de rayon À) on a D = 


Puisque, par hypothèse, À & c/w, on a D «1. 

3. L'une des ouvertures d'un tuyau cylindrique est fermée par une membra- 
ne rayonnant du son: la membrane effectue un mouvement oscillatoire donné. 
L'autre extrémité du tuyau est ouverte. Déterminer le rayonnement du son par 
l'extrémité ouverte. 

Solution. Dans l'équation générale p = (aeik* + be-ikx) e—#%{ nous 
déterminerons les constantes a et b de la condition » = u (u = upe—"®! est ln 


PROPAGATION DU SON DANS UN TUYAU 371 


vitesse donnée des oscillations de la membrane) à l'extrémité fermée du tuyau 
(x = 0) et de la condition p = 0 à l’extrémité ouverte (x = {). Ces conditions 
donnent 

aeikl + be-tkl =0 a—b= cpug. 


Ayant déterminé a et b, on trouve pour la vitesse du gaz à l’extrémité ouverte 


Vo = TT . En l'absence de tuyau l'intensité du rayonnement de la membrane 


vibrante serait déterminée par le carré moyen S? | u P = S?o? | u Pd’aprèsla 


formule (73,10) avec Su au lieu de V; S est l’aire de la membrane. En ce qui 
concerne le rayonnement par l'extrémité du tuyau, il est proportionnel à 


S2l" 0] w2. Déterminant le « facteur d'amplification » du son par le tuyau 


2 E 
comme le rapport À = Sem , il vient: 
S?|uf 
1 
un. ki” 


{1 devient infini lorsque les fréquences des vibrations de la membrane sont éga- 
les aux fréquences propres du tuyau (résonance); mais en réalité il est tout de 
même fini à cause de la présence d'effets que nous avons négligés (tels le frotte- 
ment, l'influence du rayonnement de son). 

4. Même problème pour un tuyau conique (la membrane ferme la plus petite 
des ouvertures du tuyau). 

Solution. On a pour une section du tuyau S = Soz*; soient z, et 
æ les valeurs de la coordonnée z correspondant à la plus petite et à la plus grande 
RE per du tuyau, de longueur ! = x: — x. La solution générale de l'équation 

,4) est 


p= L (aeike + be-ikx) er tete 
a et b se déterminent des conditions v=u pour z=—z, et p—0 pour r—7s. 
On a pour le facteur d'amplification : 
a Soil _ Ke | 
Sor?lu [? (sin kl—+ kz, cos kl}? 
5. Même problème pour un tuyau dont la section varie suivant « lon- 


gueur d’après la loi exponentielle S — Se. 
Solution. L'équation (75,4) prend la forme 


d’où 


a 
CRE 
p=e ? (aeimx+pe-imx) etui m=])/ Be. 


Déterminant a et b des conditions v—u pour z—0 et p—0 pour z=—{, on 
trouve pour le facteur d'amplification 


” Soc! T0 FE ea 
an lp aaml 
Solul? (+ sm +cosmt ) 
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pour k >+ et 


T fia shm'l RE 
(5 mn +chm 1) 
pour # <+ 5 


$ 76. Diffusion du son 


Si, chemin faisant, une onde sonore rencontre un corps, il se 
produit un phénomène de diffusion du son: outre l'onde incidente, 
de nouvelles ondes (diffusées) apparaissent qui se propagent dans 
toutes les directions à partir du corps diffusant. La diffusion de 
l'onde sonore est due déjà à la présence même du corps sur son che- 
min. Qui plus est, sous l'influence de l'onde incidente le corps lui- 
même se met en mouvement et produit un son, c'est-à-dire une 
diffusion supplémentaire. Toutefois, si la densité du corps est grande 
par rapport à celle du milieu où se produit la diffusion du son et si 
sa compressibilité est faible, la diffusion résultant du mouvement 
du corps ne représente qu'une faible correction à la diffusion fon- 
damentale due à la présence du corps. Nous ferons dans ce qui suit 
abstraction de cette correction, et considérerons, de ce fait, que le 
corps diffusant est immobile. 

Nous supposerons que la longueur d'onde du son À est grande 
devant les dimensions / du corps; on peut alors pour calculer l'onde 
diffusée utiliser les formules (73,8) et (73,11) :. Nous considérerons 
alors que l'onde diffusée est rayonnée par le corps lui-même; la 
seule différence est qu’au lieu du mouvement du corps dans le fluide 
on traite le mouvement du fluide relativement au corps. Les deux 
problèmes sont, de toute évidence, équivalents. 

Nous avons obtenu pour le potentiel de l’onde rayonnée l’ex- 
pression 


Dans cette formule V était le volume du corps. Maintenant le volume 


du corps lui-même est invariable, et on entendra par V non pas la 
vitesse de variation du volume du corps, mais la quantité (le volume) 
de fluide qui entrerait dans l’unité de temps dans le volume occupé 
par le corps (nous désignerons ce volume par V,) en l'absence de 
celui-ci. En effet, en présence du corps cette quantité de fluide 


1 Il faut dans le même temps que les dimensions du corps soient grandes par 
rapport à l'amplitude des déplacements des particules du fluide dans l'onde; 
sinon le mouvement du fluide n’est plus, en général, potentiel. 
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u’entre pas dans le volume occupé par le corps, ce qui équivaut à 
l'expulsion de cette quantité du volume V,. Pour ce qui est du coef- 


ficient de _—. du premier terme dans @, il doit, ainsi qu'on l’a vu 


au paragraphe précédent, être précisément égal à la quantité de 
fluide « expulsée » par seconde de l’origine des coordonnées. Cette 
quantité se calcule facilement. La variation de la masse de fluide 


dans l’unité de temps dans un volume égal à celui du corps vaut Vp, 
la fonction p déterminant la variation temporelle de la densité du 
fluide dans l’onde sonore incidente (la longueur d'onde étant grande 
en comparaison des dimensions du corps, sur une distance de l’ordre 
de ces dimensions on peut considérer que la densité p est constante; 
aussi peut-on écrire la variation de la masse de fluide dans le volu- 


me V, simplement sous la forme VP, p étant la même dans tout 
le volume V,). La variation du volume du fluide correspondant 


à la variation de la masse eV, est, évidemment, VE . De sorte qu’on 


devra dans l'expression de remplacer ÿ par ve . Dans une onde 
plane incidente la partie variable de la densité p” est liée à la vitesse 


par la relation p'=p—; aussi p=p" =p+, et au lieu de VE on 
peut écrire Vo. 

Pour ce qui est du vecteur A, lors du mouvement du corps dans 
le fluide il est déterminé par les formules (11,5), (11,6): 4rxp4, — 
= Min + pVou. Nous devons maintenant écrire au lieu de la 
vitesse u du corps, celle v, affectée du signe moins, du fluide dans 
l'onde incidente (qu'elle aurait au point où se trouve le corps en 
l'absence de celui-ci). De sorte que 


1 V 
A; = mr ri (76,1) 


On obtient finalement pour le potentiel de l'onde diffusée 
(76,2) 


le vecteur À étant donné par la formule (76,1). On en déduit 
pour la distribution des vitesses dans l'onde diffusée 


__ Von , n(nä) : 
V4 Znres dre (76,3) 


(cf. $ 73; n est le vecteur unité dans la direction de la diffusion). 
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La quantité d'énergie diffusée en moyenne (en 1s) dans l’élé- 


ment d'angle solide do est déterminée par le flux d'énergie cpvär’do. 
L'intensité totale de diffusion Z; s'obtient en intégrant cette ex- 
pression sur toutes les directions. Pendant cette intégration le double 
produit des deux termes dans (76,3), proportionnel à la première 
puissance du cosinus de l'angle entre la direction de la diffusion 
et celle de la progression de l'onde incidente, disparaît et il reste 
{cf. (73,10) et (73,13)]: 


hp Ye 


La= 78 v + 3e À (76,4) 


Il est d'usage de caractériser la diffusion par sa section efficace do. 
On appelle ainsi le quotient de l'énergie moyenne (dans le temps) 
diffusée dans l'élément d'angle solide donné par la densité moyenne 
du flux d'énergie dans l'onde incidente. La section efficace totale © 
est l'intégrale de do sur toutes les directions de la diffusion, c’est- 
à-dire le quotient de l'intensité totale de diffusion par la densité 
de flux d'énergie incident. La section efficace a, de toute évidence, 
les dimensions d’une aire. 

La densité moyenne du flux d'énergie dans l'onde incidente est 

va 


La c 
cpv*. C’est pourquoi la section efficace différentielle vaut ai do, 
soit 


do= à r 2do. (76,5) 


La section efficace totale vaut 
“va: an Xe 
Cas Ta T°: (76,6) 


Pour une onde plane monochromatique incidente la moyenne du 
carré de la dérivée seconde de la vitesse par rapport au temps 
est en raison de la quatrième puissance de la fréquence. Ainsi donc, 
la section efficace de diffusion sonore par un corps dont les dimen- 
sions sont petites devant la longueur d’onde est en raison de la 
quatrième puissance de la fréquence. 

Enfin, arrêtons-nous brièvement sur l’autre cas limite où la 
longueur d'onde du son diffusé est petite en comparaison des dimen- 
sions du corps. Dans ce cas la diffusion tout entière, excepté la dif- 
fusion d'angles très petits, se réduit à une simple réflexion par la 
surface du corps. La partie correspondante de la section efficace 
totale de diffusion est, de toute évidence, simplement égale à l'aire 
S de la section du corps par un plan normal à la direction de l'onde 
incidente. En ce qui concerne la diffusion d’angles petits (angles 
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de l'ordre de À/1), c'est la diffraction par les bords du corps. Nous 
passerons sur l'exposé de la théorie de ce phénomène, entièrement 
analogue à celle de la diffraction de la lumière (cf. II, $$ 59-61). 
Bornons-nous à indiquer que, en vertu du principe de Babinet, l’in- 
tensité totale du son diffracté est égale à l'intensité totale du son 
réfléchi. Ceci étant, la partie diffractive de la section efficace de 
diffusion est égale à cette même aire S, si bien que la section totale 
vaut 2S. 


Problèmes 


1. Déterminer la sectian efficace de diffusion d'une onde sonore plane par 
une boule solide de rayon R petit devant la longueur d’onde. 

Solution. On a pour la vitesse dans une onde plane v = a cos wt 
{au point donné de l’espace). Le vecteur A vaut dans le cas d'une boule (cf. 


3 
prob. 1 $ 11) A= — v me . On obtient pour la section efficace différentielle : 
wtRS 3 cos 6\2 
do= Tr (1- 2 ) do 


{8 est l’angle entre la direction de l'onde incidente et celle de la nat 
L’intensité de la diffusion est maximum dans la direction 6 = x opposée à celle 
de l'incidence. La section efficace totale vaut 


= (+) (1) 


{11 est supposé ici (ainsi que dans les problèmes 3 et 4) que la densité po de la 
boule est grande par rapport à la densité p du gaz; sinon on tiendra compte de 
l'entraînement de la boule par les forces de pression avec lesquelles le gaz vibrant 
agit sur la boule. 

2. Déterminer la section efficace de la diffusion du son par une goutte 
fluide cop tenu de la compressibilité du fluide et du mouvement de la goutte 
subissant l'influence de l'onde incidente. 

Solution. Lorsque la pression du gaz dans lequel est plongée la goutte 
varie adiabatiquement de p’, le volume de la goutte décroît de oi (æ) ! 

0 8 


{p, est la densité du fluide de la goutte). Or (5), est le carré de la vitesse 


du son c, dans le fluide, et la variation de la pression dans l'onde plane est liée 
à la vitesse par la relation p”° = vcp (p est la densité du gaz). Ainsi, la diminu- 


v 
tion du volume de la goutte en une seconde est Vs ee . Dans les expressions 
0 


476,2), (76,3) au lieu de Vo — on devra écrire maintenant la différence 


V (= a ) . Puis, dans l'expression de A on devra remplacer à présent —v 
0 

par u—v, u étant la vitesse communiquée au corps par l'onde incidente. 

On obtient pour une boule à l’aide des résultats du problème 1 du $ 11 


P—Po 
A= R3v ET, 
2Po+p 
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La substitution de ces expressions conduit à la section efficace 
wiRs {( c?p ) Po—Pp |? 
= +4 {1———— |) —3c0s0 RE) do. 
Icé céPo 2po+P 
La section efficace totale est 


4notRs {(1- c2p Fi Es 
Sc4 cüpo Cp0 + PJ * 
3. Déterminer la section efficace de diffusion du son par une boule solide 


dont le rayon R est petit devant V/v/w. La chaleur spécifique de la boule est 
pres assez grande pour qu’on puisse considérer que sa température est inva- 
riable. 

Solution. On doit tenir compte dans ce cas de l'influence de la visco- 
sité du gaz sur le mouvement de la boule, et A doit être modifié ainsi qu'il a été 
indiqué au prob. 2 du $ 73; pour À V/w/v < 1 on a: 

Ré 3Rv 


20 


Y. 


En outre, la thermoconduction du gaz donne lieu à une diffusion du même 


ordre de grandeur. Soit Tie-{%! l'expression des oscillations de la température 
au pont onné de l’onde sonore. La distribution de la température au voisinage 
de la boule scra (cf. prob. 2 du $ 52): 


T'=Tse-iot [: LR ,-4-06-R) ee) 
r 


(pour r—R on doit avoir T’=—0). La quantité de chaleur cédée en l'unité 
de temps par le gaz à la boule est (pour À Vw/x < 1) : 


d1 d , it 
q 4nR KX ] | AnRxTse . 


La transmission de cette chaleur entraîne la variation du volume du gaz, qui peut 
être interprétée, dans le sens de son influence sur la diffusion, comme la variation 
efficace correspondante du volume de la boule, qui est 


V=— —4nRyfTie ot = 7? Xx(y—1)v, 


B étant le coefficient de dilatation thermique du gaz, et y — c,/ce; nous nous 
sommes servis également des formules (63,13) et (77,2). 
Tenunt compte des deux effets, on obtient la section efficace différentielle 
de diffusion : 
(a) 


2R2 3 2 
d0=—3 [x @—0—2v0080] do. 


Section efficace totale : 


RE [tnt ve ]. 


Ces formules ne s'appliquent que dans la mesure où la force de frottement 
stokesienne est petite par rapport aux forces d'inertie, c'est-à-dire que nA & 


& Mo, où M=+ Rip est la masse de la boule ; sinon, l'entraînement de }» 
boule par les forces de viscosité devient important. 
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4. Déterminer la force moyenne qui s'exerce sur une petite boule solide 
diffusant une onde plane sonore (à © R). 

Solution. L’impulsion cédée en l'unité de temps par l'onde incidente 
à la boule, c'est-à-dire la force cherchéc, est égale à la différence de l’impulsion 
apportée par l'onde pendant sa diffusion et du flux d’impulsion total dans l’onde 


diffusée. De l'onde incidente est diffusé un flux d'énergie qui vaut ocÉç, Eo étant 
la densité d'énergie dans l'onde incidente; le flux d’impulsion correspondant 


s'obtient en divisant par c, c'est-à-dire qu'il vaut 6£0. Dans l'onde diffusée 


le flux d’impulsion dans l'angle solide do vaut £gr° do= ËÇ do; en le projetant 
sur la direction de la progression de l’onde incidente (il est évident que la force 
cherchée a cette direction) et en intégrant sur tous les angles, on obtient 


FE Î cos 8 do. La force agissant sur la boule est donc 
F=E, f (1 —cos 8) do. 


Substituant à do son expression tirée du prob. 1, il vient : 


— 11rw4R0 
F—= Eo—53— . 


$ 77. Absorption du son 


La viscosité et la thermoconduction entraînent la dissipation 
de l'énergie des ondes sonores, le son est absorbé, c'est-à-dire que 


son intensité décroît progressivement. Pour calculer l'énergie En 
dissipée dans l’unité de temps, nous nous servirons des considéra- 
tions générales suivantes. L'énergie mécanique n'est rien d’autre 
que le travail maximum qui puisse être obtenu lors du passage de 
l'état d’inéquilibre donné dans l'état d'équilibre thermodynamique. 
[l'est connu en thermodynamique (cf., par exemple, V,. $ 19) que 
le travail effectué est maximum si la transformation est réversible 
(c'est-à-dire si elle se fait sans variation d'entropie), et qu'il vaut 


en conséquence 
Eméc Es— E (S), 


Es étant la valeur initiale donnée de l'énergie du corps dans sou 
état initial, E(S) son énergie dans l'état d'équilibre avec la même 
entropie $ qu’au début. Dérivons par rapport au temps: 


e e 0E e 
Eméc = —E(S)= 3 
La dérivée de l’énergie par rapport à l’entropie est la température. 
Ô0E , , à ss : 
Donc 35 (St la température qu’aurait le corps s’il se trouvait dans 


l’état d'équilibre thermodynamique (avec la valeur donnée de 
l’entropie). Désignant cette température par T,, on obtient donc: 


Évote = Te. 
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Utilisons pour S l'expression (49,6), qui implique la croissance 
de l'entropie résultant de la thermoconduction aussi bien que de la 
viscosité. La température T variant peu dans le fluide et différant 
peu de T,, on peut la sortir de l'intégrale et la remplacer par Toi 


; , x n ôv; dUR 2 dur \? 
Emée = —+ | (vrrav—2( (5 dr —Fôn à) ae 


=> f (divv}®dV. (77,1) 


Cette formule généralise (16,3) dans le cas où le fluide est compressi- 
ble et en présence de thermoconduction. 

Supposons l'axe des x confondu avec la direction de la progression 
de l'onde sonore. Alors 


Vx = VoCOS (kz—wt),  v,=v, =0. 


Les deux derniers termes de (77,1) donnent 


4 dvx\? 4 : 
— (5 n+t) Î (55) dV = —k? (5 n+t) v° Î sin? (kz — ot) dV. 
11 est bien entendu que c’est la moyenne temporelle des quantités 
qui nous intéresse; la médiation donne 


— I (5 n+t) Five 


(V, est le volume du fluide). 

Calculons ensuite le premier terme dans (77. 1). L'écart 7’ de la 
température dans l'onde sonore à sa valeur d’équilibre est lié à la 
vitesse par la formule (63,13), de sorte que le gradient de la tempé- 
rature est 


OT _R TT à BeT 
ra De ec sin (4x —wt). 
On obtient pour la moyenne irelle du premier terme dans (77,1): 
2TB2 
ue Env KV. 


À l'aide des formules an nie bien connues 


Cp—c = TR? (2), =TR ol = Thres 2e So (77,2) 


cette expression peut être recopiée ne la forme 
x fi 1 
—+ (= RvVs. 
Cp 


. Groupant les expressions déduites, on trouve la valeur moyenne 
de la dissipation d'énergie sous la forme 


Ent = — Fi (5 n+t)+% (=-2)] a 


Co Cp 
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L'énergie totale de l'onde s'écrit 

_ 2 

E = Vo. (77,4) 


Le facteur d'amortissement de l'onde introduit au $ 25 donne 
la loi de la décroissance de l'intensité en fonction du temps. Toute- 
fois, dans le cas du son, la position du problème est quelque peu 
différente : l'onde sonore se propage dans le fluide et son intensité 
décroît avec la distance parcourue x. Il est évident que cette décrois- 
sance est donnée par la loi e-2v*, et pour l'amplitude par e-"*, 
le «facteur d'absorption » y étant déterminé par: 


= | E mé | 
2cE 


Substituant ici (77,3) et (77,4), on trouve ainsi l'expression 
suivante pour le facteur d'absorption du son: 


œw® 4 1 1 

= Lo nH)+e()]: (29) 

Notons qu'il est en raison du carré de la fréquence du son !. 
Cette formule s'applique pour autant que le facteur d'absorption 
qu'elle détermine est petit: il faut que la décroissance relative de 
l'amplitude soit petite sur une distance de l'ordre de la longueur 
d'onde (c'est-à-dire qu'on doit avoir yc/® & 1). C'est de cette 
hypothèse que part en fait la déduction exposée, étant donné que 
nous avons calculé la dissipation d'énergie au moyen de l'expression 
non amortie de l'onde sonore. Pour les gaz cette condition est vir. 
tuellement toujours vérifiée. Envisageons, par exemple, le premier 
terme dans (77,6). La condition yc/w < 1 signifie qu'on doit avoir 
vo/c? & 1. Mais, comme il est connu en théorie cinétique des gaz. 
le coefficient de viscosité v du gaz est de l'ordre de grandeur du 
produit du libre parcours / par la vitesse thermique moyenne des 
molécules ; cette dernière coïncide pour son ordre de grandeur avec 
Ja vitesse du son dans le gaz, de sorte que v — lc. Aussi a-t-on: 


(77,5) 


1 Un mécanisme spécifique d'absorption doit se présenter, comme l’a indi- 
ué M. Isakovitch, lorsque le son se propage dans un système diphasé: dans une 
emulsion. Par suite de la différence dans les propriétés thermodynamiques des 
composante de l’'émulsion, les variations de leur température au passage de l’on- 
de sonore seront, en général, différentes. L'échange de chaleur qui apparaît 
alors entre eux donne lieu à une absorption supplémentaire du son. Cet échange 
étant relativement lent, une dispersion importante du son apparaît aussi assez 
tôt. On trouvera les calculs détaillés de ces phénomènes dans: M. Isako- 
vitch, Journal de physique expérimentale et théorique 18, 907, 1948. 
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puisqu’a priori L & À. Le terme où figure la conductivité dans (77,6) 
donne la même chose, puisque 4 — v. 

En ce qui concerne les liquides, ici encore la condition que 
l'absorption soit petite est toujours observée lorsque le problème 
de l'absorption du son a un sens dans la position envisagée. L’absorp- 
tion (sur la longueur d'onde) ne peut être grande que si les forces 
de contraintes visqueuses sont comparables aux forces de pression 
qui prennent naissance lors de la compression de la matière. Mais 
dans ces conditions l'équation de Navier-Stokes elle-même 
(de coefficients de viscosité indépendants de la fréquence) cesse 
de s'appliquer, et une importante dispersion du son liée aux processus 
de frottement interne apparaît !. 

Lors de l'absorption du son on peut, de toute évidence, écrire 
la relation entre le vecteur d'onde et la fréquence sous la forme 


k= ++ iaw® (77,8) 


(a désignant le coefficient de w? dans le facteur d'absorption y = 
— aw°?). Dès lors, on conçoit aisément comment on doit modifier 
l'équation d’une onde sonore courante pour y tenir compte de l'effet 
d'absorption. Nous remarquerons pour cela qu’en l'absence d'absorp- 
tion l'équation différentielle pour, par exemple, la pression p° = 
= p' (x — ct) peut s’écrire sous la forme 


Quant à l'équation qui admettrait pour solution elti-t) avec k 
pris dans (77,8), il faut évidemment l'écrire sous la forme 


LS PLAN RP 2 (77,9) 


Si l'on introduit au lieu de £ la variable T=t—+, cette équation 


devient 
0H, MP 
üz ar? ? 
qui est du type de l'équation de la chaleur à une dimension. 
La solution générale de cette équation peut s’écrire sous l« 
forme (cf. $ 51) 
T1)? 


’ Re PET. 77 
P (x, Des | rime ii dr (77,10) 


1 Un cas particulier de forte absorption possible du son pouvant être traitée 
par Îles méthodes ordinaires est celui d’un gaz de thermoconduction anomale- 
ment grande (devant sa viscosité) due à des causes étrangères, par exemple àla 
SR par radiation aux très hautes températures (cf. DE. 3 de ce para. 
graphe). 
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{avec p,(r) = p’ (0, t)]. Si l'onde a été rayonnée pendant un laps 
de temps fini, à des distances suffisamment grandes de la source 
cette expression devient 


, 1 su ° , , 
p'(x, 7) "iv" $ax [ptdr : (77,11) 


En d'autres termes, aux grandes distances le profil de l'onde est 
celui de la courbe en cloche. Sa « largeur » est de l'ordre de grandeur 


de Vax, c'est-à-dire qu’elle croît en raison de la racine de la distance 
parcourue par l'onde, l'« amplitude » de l'onde, elle, décroissant 


comme l'inverse de V/x. On en déduit aisément que l'énergie totale 
sec x : 1 
de l'onde décroît aussi comme — 


Vz° 
IL est facile de déduire des formules analogues pour les ondes 
sphériques ; il faut alors tenir compte du fait que pour une telle 


onde | p' dt = 0 (cf. $ 69). Au lieu de (77,11) on obtient à présent 
12 
ter 
p'(r, D) = const 7, 
ou 
_Æ 
p‘(r, t)= const. ie LU (77,12) 
57 


L'absorption doit être forte, comme l'a indiqué B. Constantinov 
(1939), lorsqu'une onde sonore est réfléchie par une paroi solide. 
La raison en est la suivante. 

Dansune onde sonore, en mêmetemps que la densité et la pression, 
la température elle aussi oscille périodiquement autour de sa valeur 
moyenne. De là une différence de température de grandeur périodi- 
quement variable entre le fluide et la paroi, même si la température 
moyenne du fluide est égale à celle de la paroi. Or, à même la sur- 
face les températures du fluide et de la paroi doivent être égales. 
Ceci engendre un important gradient de température dans une fine 
couche fluide sur la paroi, la température variant rapidement 
de sa valeur dans l'onde sonore à la température de la paroi. C'est 
précisément la présence de ces gradients de température importants 
qui entraîne une grande dissipation d'énergie par conduction. 
Pour une raison analogue, la viscosité du fluide conduit, elle aussi, 
à une forte absorption du son en incidence oblique de l'onde. En telle 
incidence, la vitesse du fluide dans l'onde (dans le sens de sa progres- 
sion) a une composante tangente à la surface de la paroi non nulle. 
Or. à la surface même le fluide doit complètement « coller » à la 
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paroi. De là l'apparition dans la couche fluide  pariétale 
d'un important gradient de la composante tangentielle de la vites- 
se 1, et donc une dissipation visqueuse d'énergie importante (cf. 
prob. 1). 


Problèmes 


1. Déterminer la part de l'énergie absorbée lors de la réflexion d'une onde 
sonore Lo une paroi rigide. La densité de la substance de la paroi est supposée 
si grande que le son n’y pénètre pratiquement pas, et la chaleur spécifique si. 
élevée que la température de la paroi peut être supposée constante. 

Solution. Prenons le plan de la paroi pour plan x = 0, et le plan 
d'incidence pour plan zx, y. L'angle d'incidence (égal à l'angle de réflexion) est 
@ La variation de la densité dans l’onde incidente en un point de la surface 
(soit le point z=y = 0) est p; = 4e {%{, L'onde réfléchie a la même amplitude. 
de sorte je a dans cette onde au voisinage de la paroi p; = p;. La variation 
réelle de la densité du fluide où progressent simultanément les deux ondes (inci- 


dente et réfléchie) est p’ = 24e"{%{, La vitesse du fluide dans l'onde est donnée 
par: Vi = ns Pins, Ve = Pine La vitesse résultante sur la paroi v = v,+ v. 
est donc 

v=vy=24 sin 6 etat 


(plus exactement, c'est la valeur de la vitesse qu'elle a lorsqu'on ignore les 
conditions aux limites vraies à la surface de la paroi en présence de viscosité). 
L’allure réelle de la vitesse v, au voisinage de la paroi est déterminée par la 
formule (24,13), et la dissipation d'énergie due à la viscosité par (24,14). dans 
lesquelles on remplacera voe ©? par l'expression déduite de v. 

L'écart 7’ de la température par rapport à sa valeur pans (égale à la 
température de la paroi abstraction faite des conditions aux limites vraies sur 
la paroi) vaudrait [cf. (63,13))] 


724 ÉTB état, 
CpP 
Mais en réalité la distribution de la température est donnée par l'équation. 
de la chaleur de condition à la limite 7’ — 0 pour z = 0, de sorte qu'elle est 
représentée par une formule identique à (24,13). 

Calculant la dissipation d'énergie due à la conduction conformément av. 
premier terme de (77,1), on obtient finalement pour la dissipation totale d’éner- 
gie par unité d’aire de paroi: 

ce 22 1/0 = 
En LEVE vx (2) +aur0 V5]. 
La densité moyenne du flux d'énergie de l'onde incidente atteignant l’unité- 
= 3 42 
d’aire de paroi est cpu? cos 0 = Le cos 6. En conséquence, la part d'énergie: 


absorbée lors de la réflexion est 
V20 Fr... _ Cp ;] 
250 [sin 8 V v+ (1) VX . 


1 Quant à la composante normale de la vitesse, elle est nulle sur le 
paroi déjà en vertu des conditions aux limites pour un fluide parfait. 
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Cette expression n’est vraie que tant qu’elle est petite (dans la déduction nous 
avons supposé l'égalité des amplitudes des ondes incidente et réfléchie). Cette 
condition signifie que l'angle d'incidence 8 ne doit pas être trop voisin de x/2 1. 

2. Déterminer le facteur d'absorption du son se propageant dans un tuyau 
cylindrique. 

S 5 ution. La majeure partie de l'absorption est duc à l'effet engendré 
par les parois. Le facteur d'absorption y est égal au quotient de l'énergie dissi- 
pée dans l’unité de temps sur la surface des parois de l’unité de longueur du tuyau 
par le double du flux d'énergie total à travers la section transversale du tuyau. 
Le calcul, en tout point analogue à celui fait au problème 1, donne (A est le 


rayon du tuyau): É 
DEV. 


3. Trouver la loi de dispersion lorsqu'un son se propage dans un milieu de 
très haute thermoconductivité. 

Solution. La thermoconductivité étant élevée, le mouvement dans 
l'onde sonore n’est pas adiabatique. Aussi a-t-on au lieu de la condition de cons- 
tance de l’entropie l'équation 

kon 
s — PT AT (1 


[équation linéarisée (49,4) sans termes visqueux]. Nous prendrons pour deu- 
xième équation 

p—Ap, (2 
laquelle s'obtient en éliminant v de (63,2) et (63,3). Prenant pour variables 
fondamentales p’ et T”’, nous écrirons p’ et s’ sous la forme 


a), + (5) (),7+(6),7 

CE FRA (2 Ed 584 , LE] sie T Re, ù 

p (Gr), + op Jr * T}, + 2p l+P 

Nous substituerons ces expressions dans (1) et (2), puis écrirons que 7’ et p’ sont 
en raison de e(**-@f), La condition de compatibilité des deux équations ainsi 
obtenues pour p’ et T’ peut se ramener (en utilisant plusieurs relalions connues 
entre les dérivées des grandeurs thermodynamiques) à la forme 


o? io iw3 
kai—k?2 (= ++) +——=0, 3; 
CT x [TE l 


ce qui détermine la dépendance k de & cherchée. Nous avons introduit ici 
les notations : 
af). 40e 
ôp ls T \ép}r 7? 


(y est le rapport des chaleurs spécifiques c,/c). 
Dans le cas limite des petites fréquences (w < c?/x) l'équation (3) donne 


CRT ES +) 
fre cs a 20 (& c }" 


ce qui correspond à la propagation du son avec la vitesse « adiabatique » ordi- 
naire c; et avec un petit facteur d'absorption coïncidant avec le second terme 


1 Pour le calcul de l'absorption du son réfléchi sous un angle arbitraire, 
SE ARAROLER à B. Constantinov, Journal de physique théorique 9, 
226, 1939. 
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dans (77,6). 11 doit en être ainsi, la condition w  c*/y signifiant que pendant 
une période la chaleur n'arrive à se propager qu'à la distance - V/x/o{cf. (51,7)]. 
petite devant la longueur d'onde c/o. 
Dans le cas limite inverse des grandes fréquences, on déduit de (3): 
= 4 T_ pe ç2 
k=— _ +1 3y (ci— cr). 

Dans ce cas le son se propage avec la vitesse « isotherme » cz (toujours infé- 
rieure à c,). Le facteur d'absorption se trouve être encore petit (devant l'inverse 
de la longueur d'onde), il est indépendant de la fréquence et en raison inverse 
de la thermoconductivité 1. 

4. Déterminer l'absorption potmenR du son sc propageant dans un 
mélange de deux substances, due la diffusion (Z. Chapochnikov et Z. Gold- 
berg, 1952). 

Solution. Ilya dans le mélange une cause supplémentaire d’absorp- 
tion du son, du fait que les gradients de température et de pression qui naissent 
dans l'onde sonore donnent lieu à des processus irréversibles de thermo- et baro- 
diffusion (on n’a évidemment pas de gradient de concentration massique, et donc 
de diffusion pure). Cette absorption est déterminée par lo terme 


1 ôu 19 
TpD (sr) Fe 


dans la vitesse de variation de l’entropie (58,13) (nous avons désigné ici la 
concentration par C pour distinguer de la vitesse du son c). Courant de 
diffusion : 


ip (Fvr+© v) 


kh étant défini par (58,10). Un calcul analogue à celui fait dans le texto, utili- 
sant plusieurs relations entre les dérivées des quantités thermodynamiques, 
conduit au résultat suivant: il s'ajoute à l'expression (77,6) du facteur d’absorp- 
tion le terme 
(2) + (8 (ET 
Yp 2cp° ( me) ôc PT Cp ÔT PC ôc PT 
PT 


ac 


5. Déterminer la section efficace d'absorption du son par une sphère de 
rayon petit devant V/v/o. 

Solution. L'absorption totale est constituée par les effets de viscosité 
et de thermoconduction du gaz. Le premier est déterminé par le travail de la 
force de frottement stokesienne lors de l’écoulement du gaz en mouvement 
dans l'onde sonore autour de la sphère (de même qu’au problème 3 $ 76, on 


1 La seconde racine de l'équation (3) quadratique en k? correspond aux 


« ondes thermiques » rapidement amorties avec z. Dans le cas limite wy & c? 
cette racine donne 


en conformité avec (52,17). Si wy Sc? on a 


PTE) AS 
D 
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suppose que la sphère n’est pas entraînée par cette force). Le deuxième effet est 
déterminé par la quartité de chaleur 4 que le gaz cède en l’unité de temps à la 
sphère (problème 3 $ 76): la dissipation d'énergie lors de l’échange de la chaleur 
q pour une différence de température 7’ centre le gaz (loin de la sphèro) et la 


sphère est égale à Le . On obtient pour la section efficace d'absorption totale 


l'expression 
2: c 
ge av +2x (2-1) |. 
c Co 


$ 78. Deuxième viscosité 


Le deuxième coefficient de viscosité £ (que nous appellerons 
simplement deuxième viscosité) est habituellement du même ordre 
de grandeur que le coefficient de viscosité n. Mais des cas se présen- 
tent où Ë peut atteindre des valeurs notablement supérieures à 1. 
On sait que la deuxième viscosité se manifeste dans les processus 
accompagnés par une variation du volume (c’est-à-dire de la densité) 
du fluide. Pendant une compression ou une détente, aussi bien que 
dans toute autre variation d'état rapide, l'équilibre thermodynami- 
que est rompu dans le fluide, et des processus internes y prennent 
naissance qui tendent à rétablir cet équilibre. D'’ordinaire ces pro- 
cessus sont si rapides (c'est-à-dire que leur temps de relaxation est 
si petit) que le rétablissement de. l'équilibre suit pratiquement 
complètement la variation du volume, si, bien sûr, la vitesse de cette 
variation n'est pas trop grande. 

Des cas se présentent où le temps de relaxation des processus 
d'établissement de l'équilibre dans le corps est grand, c'est-à-dire 
que ces processus se déroulent relativement lentement. Ainsi, si l'on 
a affaire à un fluide (liquide ou gaz) qui est un mélange de substances 
pouvant entrer en réaction chimique, il existe pour toutes densité 
et température données un état déterminé d'équilibre chimique 
qui est caractérisé par certaines concentrations de substances dans 
le mélange. Si, par exemple, on comprime le fluide, l’état d'équilibre 
est rompu et une réaction est amorcée à l'issue de laquelle les con- 
centrations des substances tendent à prendre des valeurs d'équilibre 
correspondant à la nouvelle valeur de la densité (et de la tempé- 
rature). Si la vitesse de cette réaction n'est pas trop grande, l'établis- 
sement de l'équilibre est relativement lent et tarde sur la variation 
de la compression. Le processus de compression sera accompagné 
alors de processus internes de rapprochement de l'état d'équilibre. 
Or, les processus d'établissement de l'équilibre sont irréversibles ; 
ils se font avec accroissement de l'entropie, et donc avec dissipation 
d'énergie. De sorte que si le temps de relaxation de ces processus 
est grand, dans une compression ou détente du fluide la dissipation 


25—406 
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d'énergie est importante, et comme elle est déterminée par la 
deuxième viscosité, on conclut que & est grand !. 

L'intensité des processus de dissipation, et donc &, dépend, natu- 
rellement, de la relation entre la vitesse des processus de compres- 
sion et de détente et le temps de relaxation. S'il s'agit, par exemple, 
de compressions et détentes dues à une onde sonore, la deuxième 
viscosité dépendra de la fréquence de l'onde. De sorte que la valeur 
de la deuxième viscosité n’est pas simplement une constante caracté- 
ristique de la substance donnée, mais dépend elle-même de la fré- 
quence du mouvement au cours duquel elle se manifeste. On emploie 
pour la dépendance de Ë par rapport à la fréquence le terme disper- 
sion. 

La méthode exposée ci-dessous pour l'étude de tous ces phéno- 
mènes appartient à L. Mandelchtam et M. Léontovitch (1937). 

Soit Ë une quantité physique caractérisant l’état du corps, et E, 
sa valeur dans l’état d'équilibre ; EË, est fonction de la densité et de 
la température. Ainsi. pour les mélanges fluides E peut être la con- 
centration de l'une des substances du mélange, £, étant alors la 
valeur de la concentration à l'équilibre chimique. 

Si le corps n'est pas dans un état d'équilibre, E variera dans Île 
temps, s'efforçant de prendre la valeur &,. Dans des états voisins 
de l'état d'équilibre la différence £ — E, est petite, et on peut déve- 


lopper la vitesse E de variation de Ë en série des puissances de 
cette différence. Le terme d'ordre nul de ce développement ne doit 


pas y figurer, puisque Ë doit s’annuler à l'équilibre, c’est-à-dire 
pour ë — £,. De sorte qu'on a au premier ordre 


En — À (E—80). (78,1) 


Le coefficient de proportionnalité entre E et Ë — E, doit être négatif, 
sinon Ë ne tendrait pas vers une limite finie. La constante positive + 
a la dimension du temps et peut être considérée comme le temps 
de relaxation du processus envisagé; plus test grand, plus l’équilibre 
s'établit lentement. 

Nous considérerons dans la suite des processus au cours desquels 
le fluide subit périodiquement des compressions et détentes adiaba- 
tiques ?, de sorte que la partie variable de la densité (et des autres 
quantités thermodynamiques) dépend du temps par l'intermédiaire 


? Un processus lent conduisant à de grandes valeurs de & est aussi souvent 
la transmission d'énergie des degrés de liberté de translation des molécules aux 
degrés de liberté de vibration (intramoléculaires). 

2 La variation de l’entropie (dans les états voisins de l'état d'équilibre) 
est une quantité du second ordre. Ceci étant, on peut, au premier ordre, parler 
de l’adiabaticité du processus. 
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du facteur e-iv! ; il s'agit d'une onde sonore dans le fluide. En même 
temps que la densité et les autres quantités la position d'équilibre- 
varie, de sorte que E, peut s'écrire sous la forme E, = 0 + 8, 
où E,0 est la valeur constante de Ë£, correspondant à la moyenne de la 
densité, et £; la partie périodique proportionnelle à e-ivt. Ecrivant. 
la vraie valeur de E sous la forme £ — E,, + E’, on déduit de (78,1} 
que £’ est aussi une fonction périodique du temps et qu'elle est liée 
à &, par la relation 


=, 


, So Le 

1T—iut" te) 

Calculons la dérivée de la pression par rapport à la densité dans 

le processus envisagé. La pression doit être maintenant considérée 

comme une fonction des valeurs de la densité et de £ dans l’état 

donné, ainsi que de l’entropie, supposée constante, et que nous omet- 
trons pour abréger l'écriture. On a: 


op op Je TT VOE Jo 0p 
Substituant ici, en vertu de (78,2), 


JE dE 1 0, 1 0ëo 


dp 0p  T—iet dp  1—iot ôp 
on vbtient : 


Het qe 1) 
op 1—iot | op /3 dE Jp vp dp JE) 


La somme 
( dp ) + ( op ) 080 
dp Je OS Jo 0p 


n'est pas autre chose que la dérivée de p par rapport à p dans un 
processus si lent que le fluide se trouve tout le temps en état 


d'équilibre; en la désignant par Ca ee , on obtient finalement : 
Lq 

9p _ l ap . dp 6 

dp  1—iut [( dp le da ( dp ).] : (18,5) 


Soit ensuite p, la pression dans l’état d'équilibre thermodynami- 
que ; p, est liée aux autres quantités thermodynamiques par l'équa- 
tion d'état du fluide et elle est, à densité et entropie données, hien 
déterminée. La pression p, elle, diffère en état d'inéquilibre de p, 
et est aussi fonction de Ë. Si l'on donne à la densité un accroisse- 
ment adiabatique ôp, la pression d'équilibre varie de ôp, = 


= (TE eur dP* alors que l'accroissement total de la pression est 
C) ôp : A ° ces 
rs ôp, + étant donné par (78,3). En conséquence, la différence p— Po 


25% 
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entre les pressions vraie et d'équilibre dans l’état de densité n + 6p 
s'écrit 


P— Po— FE (un) ôp = En CCE var 5 Cale ie 


Nous cherchons ici celles des variations de densité qui sont dues 
au mouvement du fluide. Alors Ôp est lié à la vitesse par l'équation 
de continuité, que nous écrirons svus la forme 


dép + 


ep U divv- O0, 
_. désignant la dérivée lotale par rapport au Lemps. En mouvement 
périodique on a 2 _ — io 6p, de sorte que 


ôp = div v 


Substituant cette expression dans p—p, il vient: 


T e a 3: : 
P— Po — — (ci — cé) div v, (78,4) 
avec les notations: 
2. (2e 2 _ (2 ne 
er (5 dp let Co — ( dp } , (78,5) 


dont le sens sera explicité par la suite. 

Pour relier les expressions déduites avec la viscosité du fluide, 
nous écrirons le tenseur des contraintes 6,3,. Dans ce tenseur la pres- 
sion figure par le terme —p6;,,. En y mettant en évidence la pres- 
sion Po, qui est déterminée par l'équation d'état, on trouve que, 
dans un état d'’inéquilibre, a, contient le terme supplémentaire 

— (p— Po) Ôin = = (cé — Cà) On div v. 
Par aïlleurs, comparant ceci avec l'expression générale (15,2) et 
(15,3) du tenseur des contraintes, où div v figure sous la forme £divv, 
nous sommes conduits à ce résultat que la présence des processus 
lents qui établissent l'équilibre équivaut macroscopiquement à la 
présence de la deuxième viscosité d'expression 


[a = Er (ci, — ci). (78,6) 


La viscosité ordinaire n, elle, n'est pas influencée par ces processus. 
Si les processus sont si lents que to < 1, à prend la valeur 


Lo = TP (cé — cu). (78,7) 
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& croît avec le temps de relaxation + en conformité avec ce qui précè- 
de. Aux grandes fréquences, Ë est fonction de la fréquence, de là 
sa dispersion. 

Voyons maintenant comment les processus à grand temps de 
relaxation (nous parlerons, pour fixer les idées, de réactions chimi- 
ques) influent sur la propagation du son dans un fluide. A cet effet, 
on pourrait partir de l'équation du mouvement d'un fluide visqueux, 
& ayant pour expression (78,6). Néanmoins, il est plus simple de 
considérer formellement que le mouvement est non visqueux, et que 
la pression p est déterminée non pas par l'équation d'état, mais par 
les formules déduites ici. Alors. toutes les relations générales qui 
nous sont déjà connues du $ 63 subsistent formellement. Notamment, 
le lien du vecteur d’onde avec la fréquence est encore déterminé par 
la formule k=—, où c— VÆ2 , la dérivée a ayant pour expres- 
sion (78,3). (La quantité c n’a plus maintenant le sens de la vitesse 
du son, ne serait-ce que parce qu’elle est complexe.) De sorte qu’on a: 


17 1—iot = 
k=— o EE iut . (78,8) 

Le « vecteur d’onde » déterminé par cette formule est complexe. 
Il est facile d'en expliquer la raison. Dans une onde plane toutes 
les grandeurs dépendent de la coordonnée x (dans la direction de la 
propagation) par le facteur e{**. Ecrivant k sous la forme k — 
= k, “Hik, avec k, et k, réels, on a eix — éeïilixe-hax, c'est-à-dire 
qu'en même temps que le facteur périodique eïti*, on a aussi le 
facteur d'amortissement eh: (k, est certes positif). De sorte que 
la complexité du vecteur d’onde est l'expression formelle du fait 
que l'onde s'amortit, c'est-à-dire que le son est absorbé. La partie 
réelle du « vecteur d'onde » complexe donne la variation de la phase 
de l'onde avec la distance, et sa partie imaginaire est le facteur 
d'absorption. 

Point n'est difficile dans (78,8) de séparer les parties réelle et 
imaginaire; dans le cas général des fréquences «w arbitraires les 
expressions de k, et k, sont assez lourdes, et nous ne les écrirons pas 
ici. Un fait important est que À, (ainsi que k.) est fonction de la 
fréquence. Ainsi donc, si des réactions chimiques peuvent se produire 
dans le fluide, la propagation du son (dans le cas de fréquences suffi- 
samment grandes) est accompagnée de dispersion. 

Dans le cas limite des petites fréquences (ot & 1) la formule 


(78,8) donne en première approximation 4 — , ce qui correspond 


à la propagation du son avec la vitesse c,. Il doit bien en être ainsi: 
la condition wt < 1 signifie que la période {1/w de l'onde sonore 
est grande devant le temps de relaxation ; en d'autres termes, l'éta- 
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blissement de l'équilibre chimique arrive pratiquement à suivre les 
oscillations de la densité dans l'onde sonore, de sorte que la vitesse 
sa la , De PT ».. ge op 
du son doit être déterminée par la dérivée d'équilibre (2). _ 
qui 


ëp 
À l'approximation suivante on a: 


[0] . QT |» 2 rt 
k=cti er (Géo — Co)r (78,9) 


d'où l'apparition d'un amortissement de facteur proportionnel 
au carré de la fréquence. Compte tenu de (78,7), la partie imaginaire 


Ses (Ce ; 
de * peut s'écrire sous la forme k, — 5 = ; c'est, dans le facteur 


d'absorption y (77.6) obtenu en négligeant la dispersion, la partie 
dépendant de Ë. 


Dans le cas limite inverse des grandes fréquences (ot Ÿ 1) on 
. . . [O] . S 
a en première approximation # = — ce qui correspond à la propa- 
Le 
gation du son avec la vitesse c. Ce résultat est Lout aussi naturel, 
car pour «ot Ï 1 on peut considérer qu’au cours d’une période la 
réaction n'arrive nullement à s’opérer ; en conséquence, la vitesse du 


Lx À S éco és ce op ÿ s . 
son doit être déterminée par la dérivée (5). , prise à concentrations 
6 


constantes. L'approximation suivante donne: 


w . Co _ 
RE (38,10) 
Co 


Le facteur d'absorption se trouve être indépendant de la fréquence. 
Lorsqu'on passe de © & 1/7 à w © 1/t, ce facteur est monotone 
croissant et tend vers la valeur constante déterminée par la formule 
(78,10). Notons que la quantité k,/k, caractérisant l'absorption sur 
une distance égale à la longueur d’onde se trouve être petile dans 
les deux cas limites (4,/k, & 1) ; elle passe par un maximum pour une 
certaine fréquence intermédiaire (qui vaut wt := Wcs/cx). 
Déjà, par exemple, la formule (78,7) montre que 
Cx > Co (78,11) 
(puisqu'on doit avoir & > 0). On peut encore s’en convaincre par 
des raisonnements simples en partant du principe de Le Chatelier. 
Supposons que, sous l'influence d’une action extérieure, Île 
volume du système diminue (et que la densité augmente). Le système 
sort de son élal d'équilibre et. en vertu du principe de Le Chatelier, 
des processus doivent s'y amorcer qui tendront à réduire la pression. 


Cela signifie que la quantité _ décroîtra, et quand le système sera 


s A ve ee ap , : 
revenu à l'état d'équilibre, —. = c* sera de valeur plus petite que 
dans l'état d'inéquilibre. 
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Lors de la déduction de toutes les formules nous avons supposé 
qu'il n'y avait qu'un seul processus interne lent de relaxation. Mais 
dans certains cas on peut avoir simultanément plusieurs processus 
différents de ce genre. Toutes les formules se généralisent alors sans 
peine. Au lieu d'une seule quantité E, on aura à présent une série 
de quantités E,, Ë», . .., caractérisant l’état du corps, et respecti- 
vement une série de temps de relaxation t,, t+, . .. Choisissons les 


E, de sorte que chacune des dérivées E, ne dépende que du E, corres 
pondant, c'est-à-dire de sorte qu'on ait 


En = — "(En — En). (78,12) 


Les calculs, en tout point analogues aux précédents, mènent alors 
à la formule 


2=c+ D EE 2N , (78,13) 
n 


où ci — (5). et les constantes 


ôp 
— -JP_ ( dEn 
FR Gen ( ôp a | (78,14) 


Dans le cas d'un seul £, comme il se doit, cette formule se réduit 
à (78,3). 
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$ 79. Propagation de perturbations dans un flux 
de gaz compressible 


Lorsque la vitesse du mouvement d’un fluide se fait comparable 
à la vitesse du son ou qu'elle la dépasse, des effets inhérents à la 
compressibilité du fluide s'avancent au premier plan. On a affaire 
en pratique à des mouvements de ce genre dans le cas des gaz. De 
là le vocable dynamique des gaz en usage aux grandes 
vitesses. 

Il est tout d’abord à noter qu’en dynamique des gaz on a prati- 
quement toujours affaire à de très grandes valeurs du nombre de 
Reynolds. En effet, la viscosité cinématique d’un gaz est, on le sait 
de la théorie cinétique des gaz, de l'ordre de grandeur du produit 
du libre parcours des molécules Z par la vitesse moyenne de leur 
mouvement thermique; celle-ci étant d'ordre de grandeur de la 
vitesse du son, on a v — cl. Et si la vitesse caractéristique du pro- 


blème envisagé est elle aussi de l’ordre de grandeur de la vitesse du 
son, le nombre de Reynolds R = # + , C'est-à-dire qu'il est 
effectivement déterminé par un très grand rapport des dimensions 
caractéristiques L à la longueur du libre parcours ! 1. Comme 
toujours, aux très grandes valeurs de R la viscosité est sans 
importance pour le mouvement du gaz pratiquement dans tout 
l'espace, et nous considérons partout par la suite (sauf en quelques 
occasions spécialement mentionnées) le gaz comme un fluide « par- 
fait » (au sens du terme employé en mécanique des fluides). 

Le mouvement d'un gaz est essentiellement différent selon qu'il 
est « sub » ou « supersonique », c'est-à-dire que sa vitesse est infé- 
rieure ou supérieure à celle du son. L’une des particularités les plus 
marquantes d'un flux supersonique est qu’il peut y exister des ondes 


1 Nous n'envisageons pas dans ce livre la question du mouvement des 
corps dans des gaz très Farétiés. où la longueur du parcours des molécules est 
comparable aux dimensions des corps. Cette question ne relève pas en fait de la 
mécanique des fluides et doit être traitée par la théorie cinétique des gaz. 
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de choc, aux propriétés qui seront examinées en détail aux paragra- 
phes suivants. Nous envisagerons ici une autre particularité caracté- 
ristique du mouvement supersonique liée aux propriétés de la pro- 
pagation des petites perturbations dans un gaz. 

Si un gaz en mouvement stationnaire subit en un point quelconque 
une faible perturbation, l'influence de celle-ci se propage dans le 
gaz avec une vitesse (relativement au gaz lui-même) égale à la vitesse 
du son. En ce qui concerne la vitesse de propagation de la perturba- 
tion par rapport à un référentiel immobile, elle est constituée par 
deux parties: primo, la perturbation est « entraînée » par le flux 


a) b) 
Fig. 40 


gazeux avec la vitesse v ; secundo, elle se propage par rapport au gaz 
avec la vitesse c dans une certaine direction n. Envisageons pour la 
simplicité un flux gazeux plan homogène de vitesse constante v. 
Supposons qu’en un point © (fixe dans l'espace) le gaz subisse une 
petite perturbation. La vitesse v + cn de propagation de la pertur- 
bation issue de O a (dans le référentiel immobile) diverses valeurs 
suivant la direction du vecteur unité n. On obtient toutes les valeurs 
possibles de la vitesse en menant de © le vecteur v et en décrivant 
à partir de l'extrémité de ce vecteur prise comme centre une sphère 
de rayon c; les vecteurs menés de O aux points de la sphère détermi- 
nent les valeurs ainsi que les directions possibles de la propagation 
de la perturbation. Soit d’abord v << c. Alors les vecteurs v + cn 
peuvent avoir n'importe quelle direction dans l'espace (fig. 40,a). 
En d’autres termes, dans un flux subsonique une perturbation issue 
d’un point se propage à la longue dans tout le gaz. Par contre, dans 
un flux supersonique, v > c, les directions des vecteurs v + cn 
seront forcément contenues dans le cône de sommet © circonscrit 
à la sphère décrite de l'extrémité du vecteur v (fig. 40,b). L'angle au 
sommet 2x du cône est, comme il résulte de la figure: 


< C 7Q 4 
sina——. (79,1) 


Ainsi donc, la perturbation issue d’un point quelconque dans un 
flux supersonique ne se propage qu’en aval dans un cône d'angle 
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au sommet d'autant plus petit que le rapport c/v est petit. La région 
tout entière hors de ce cône n’est pas affectée par la perturbation au 
point ©. 

Nous appellerons angle de Mach l'angle &« déterminé 
par (79,1). Le rapport v/c, d'usage courant en dynamique des gaz, 
est le nombre de Mach M: 


M=—. (79,2) 


La surface délimitant la région balayée par la perturbation issue du 
point donné est appelée «surface de Mach»ou surface 
caractéristique. 

Dans le cas général d’un écoulement stationnaire arbitraire la 
surface de Mach n’est pas conique dans tout le volume du flux. 
Mais on peut affirmer comme auparavant que cette surface coupe en 
chacun de ses points la ligne de courant sous un angle égal à l’angle 
de Mach. Quant à la valeur de l’angle de Mach, elle varie d’un point 
à l’autre conformément à la variation des vitesses v et c. Soulignons 
en l'occurrence le fait que dans un mouvement qui s'effectue avec de 
grandes vitesses, la vitesse du son diffère en divers points du gaz: 
elle varie avec les quantités thermodynamiques (pression, densité, 
etc.), dont elle est fonction !. On dit parfois de la vitesse du son en 
tant que fonction des coordonnées du point qu'elle est la « vitesse 
locale du son ». 

Les propriétés décrites de l'écoulement supersonique lui confè- 
rent un caractère tout à fait différent de celui du mouvement subsoni- 
que. Si un flux gazeux subsonique heurte en chemin un obstacle quel- 
conque, s’il contourne un corps par exemple, la présence de cet obstacle 
change le mouvement dans tout l'espace, en amont comme en aval; 
l'influence du corps ne s'évanouit qu’asymptotiquement avec la dis- 
tance. En ce qui concerne un flux supersonique, il arrive sur l'obsta- 
cle « en aveugle »; l'influence du corps ne s'étend qu’au domaine 
en aval *, et dans tout le domaine restant de l'espace en amont le 
gaz se meut comme s'il n’y avait pas de corps quel qu'il soit. 

Dans le cas de l'écoulement stationnaire plan d'un gaz on pourra 
parler au lieu de surfaces caractéristiques de lignes carac- 
téristiques (ou simplement de caractéristiques) dans le 
plan du mouvement. Il passe par tout point O de ce plan deux carac- 
téristiques (44° et BB’ sur la fig. 41) coupant la ligne de courant 
passant par ce point sous des angles égaux à l'angle de Mach. Les 
branches OA et OB des caractéristiques dirigées en aval peuvent 


1 Dans l'étude des ondes sonores au chapitre VIII on pouvait considérer 
la vitesse du son comme constante. 

2 Pour éviter tout malentendu, indiquons que si une onde de choc apparaît 
devant le corps, ce domaine s'agrandit quelque peu (cf. $ 113). 
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être dites « issues » du point O; elles délimitent un domaine d'écou- 
lement AOB qui peut être affecté par les perturbations issues de ©. 
Quant aux branches B'O et A'O, on peut dire qu'elles « aboutissent » 
au point O; le domaine A'OB" entre ces branches est le domaine 
d'écoulement pouvant influencer le mouvement en O. 

La notion de caractéristiques (de surfaces caractéristiques dans le 
cas tridimensionnel) a aussi un aspect quelque peu différent. Savoir, 
ce sont les rayons le long desquels « progressent » les perturbations 
satisfaisant aux conditions de 4 
l'acoustique géométrique. Si, par 
exemple, un flux gazeux station- 
naire supersonique s’écoule autour 
d'un obstacle suffisamment petit, 
le long des caractéristiques qui 
partent de cet abstacle se situe la œ 
perturbation stationnaire du mou- 
vement du gaz. Nous avons abouti 
à ce résultat déjà au $ 67 lors de 
l'étude de l'acoustique géométri- 
que des milieux en mouvement. 

Par «perturbation » de l'élat B 
d'un gaz, nous entendons une petite 
variation des diverses quantités ’ 
caractérisant cet état: vitesse. ci …. 
densité, pression, etc. Une réserve Fig. 41 
est à faire à ce sujet: les pertur- 
bations des valeurs de l’entropie du gaz (à pression constante) et 
du rotationnel de sa vitesse ne se propagent pas avec la vitesse du son. 
Une fois apparues, ces perturbations ne se déplacent pas par rapport 
au gaz, mais sont entraînées avec celui-ci par rapport à un référentiel 
fixe, la vitesse étant celle de chaque élément donné du gaz. Pour 
l'entropie ceci résulte directement de la loi de sa conservation (dans 
un fluide parfait): 


ds ds , 
=: vys=0, 


ce qui signifie précisément que l’entropie de chaque élément de volu- 
me du gaz reste invariable dans son mouvement ou, en d’autres ter- 
mes, que chaque valeur de s est entraînée avec le point du gaz con- 
cerné par cette valeur. La même chose résulte pour le rotationnel de 
la vitesse de la loi de conservation de la circulation. 

Ainsi donc, on peut dire que les lignes de courant sont les « carac- 
téristiques » des perturbations de l'entropie et du rotationnel de la 
vitesse. Mais il va de soi que cette circonstance n'’affecte pas la légi- 
timité générale des affirmations faites plus haut sur les « domaines 
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d'influence », puisqu'elles reposaient exclusivement sur l'existence 
d’une vitesse de propagation maximum (égale à la vitesse du son) 
des perturbations relativement au gaz lui-même. 


$ 80. Flux stationnaire de gaz compressible 


Déjà de l'équation de Bernoulli on peut déduire un certain nombre 
de résultats généraux concernant le mouvement stationnaire adiaba- 
tique quelconque d’un gaz compressible. L’équation de Bernoulli 
pour un mouvement stationnaire s'écrit: 


v? 
w+—-=— const, 


la constante étant la même le long de chaque ligne de courant (si 
le mouvement est potentiel, la constante a aussi la même valeur sur 
différentes lignes de courant, c’est-à-dire dans tout le volume du 
fluide). Si la vitesse du gaz s’annule en un point d'une ligne de cou- 
rant, l'équation de Bernoulli peut s’écrire sous la forme 


D += Lo (80,1) 


w, étant la valeur de l’enthalpie au point où v = 0. 

L'équation de conservation de l'entropie en mouvement station- 
naire se réduit à Ws=v += 0, soit s — const, la constante ayant 
encore la même valeur le long d'une ligne de courant. Nous écrirons 
cette équation sous uhe forme analogue à (80,1): 


S = So. (80,2) 


L'équation (80,1) montre que la vitesse v est plus grande Jà 
où l'enthalpie w est plus petite. La vitesse est maximum (le long 
d’une ligne de courant envisagée) au point où w est minimum. Or, 
à entropie constante dw — dp/p; comme p > 0, les différentielles 
dw et dp sont de même signe, si bien que w et p varient toujours dans 
le même sens. C'est dire, par conséquent, que le long d’une ligne de 
courant la vitesse décroît toujours quand la pression croît, et vice 
versa. 

La pression et l’enthalpie deviennent minima (en processus 
adiabatique) lorsque la température absolue est nulle: T -- 0. 
La valeur correspondante de la pression est p = 0, et nous convien- 
drons de prendre pour zéro la valeur de w pour 7 = 0, à partir de 
laquelle est comptée l'énergie; on aura donc aussi alors w = 0 pour 
T = 0. On déduit maintenant de (80,1) que la valeur maximum de 
la vitesse (pour les valeurs données des quantités thermodynamiques 
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au point où v = 0) est 
Umax = V2. (80,3) 


Cette vitesse peut être atteinte en écoulement stationnaire du gaz 
dans le vide !. 


y 
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Fig. 42 


Dégageons maintenant le caractère de la variation de la densité 
du flux j = pv le long d'une ligne de courant. On déduit de l'équa- 


tion d'Euler (vV) v = — T qu'on a le long d’une ligne de courant 
la relation 

vdr+ = 0 
entre les différentielles dv et dp. Ecrivant dp—c®dp, on en déduit 
la relation 

2e 0n (0,1) 
qui, substituée dans d(pc) = p dv+vdp, donne 


D Ep (1 —+) . (80,5) 


c° 


Ceci montre que, la vitesse croissant le long d’une ligne de courant, 
la densité du flux croît tant que la vitesse est subsonique. Dans le 
domaine du mouvement supersonique la densité du flux décroît lors- 
que la vitesse croît et s’annule avec p pour v = Umaz (fig. 42). Cette 


? Mais en réalité lorsque la baisse de température est forte il doit y avoir 
condensation du gaz et formation d’un système diphasé — d'un « brouillard ». 
Toutefois, cette circonstance n'affecte pas tant soit peu essentiellement les résul- 
tats exposés. 
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différence essentielle entre les flux stationnaires subsoniques et 
supersoniques peut encore être interprétée comme suit. Dans le flux 
subsonique les lignes de courant se rapprochent les unes des autres 
dans le sens de l'augmentation de la vitesse. Par contre, en mouve- 
ment supersonique les lignes de courant divergent lorsque la vitesse 
croît. 

Le flux j prend sa valeur maximum j, au point où la vitesse du 
gaz est égale à la valeur locale de la vitesse du son: 


Ja = Puces (80,6) 
les astérisques indiquant les valeurs des quantités correspondantes 
en ce point. La vitesse v, = c, est dite « critique ». Dans le cas 
général d’un gaz quelconque les valeurs « critiques » des diverses 


quantités peuvent être exprimées au moyen de leurs valeurs au point 
où v — 0 en résolvant ensemble les équations 


cé : 
Su = So W, + D = Wp. (80,7) 


Il est évident que chaque fois que M = /c< 1 on a aussi v/c, 1, 
et lorsque M > 1, on a également v/c, > 1. Si bien que dans 
le cas envisagé le rapport M, = r/c, peut servir de critérium analo- 
gue au nombre M, et même il est plus commode, puisque c, est une 
quantité constante, contrairement à c, qui varie le long du flux. 

Dans les applications des équations générales de la dynamique des 
gaz les gaz parfaits ! occupent une place particulière. On connaît 
pour un gaz parfait toutes les relations entre les diverses quantités 
thermodynamiques, lesquelles relations sont d'ailleurs exprimées 
par des formules très simples. De là la possibilité dans maints cas de 
résoudre complètement les équations générales de la dynamique des 
gaz. 

Ecrivons ici, à titre de référence, les relations entre diverses 
quantités thermodynamiques pour un gaz parfait, ces relations 
devant fréquemment nous servir par la suite. Parlant d'un gaz par- 
fait, nous considérerons toujours (à l'exception de quelques cas 
spécifiés en temps et lieu) que sa chaleur spécifique est une quantité 
constante indépendante de la température. 

L'équation d'état d’un gaz parfait s'écrit: 


pie, (80,5) 


R=—8,314.107 ergs/degré étant la constante des gaz, u le poids 
moléculaire du gaz. La vitesse du son dans un gaz parfait a été 


1 Pour éviter tout malentendu, rappelons que le terme « parfait» est 
employé ici au sens thermodynamique, et non pas hydrodynamique. 
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calculée au $ 63; elle vaut: 


o__. RAT _, pP 
C dou Th” (80,9) 
où l'on a introduit le rapport constant des chaleurs spécifiques 
FR 
RE 


Le nombre y est toujours supérieur à un; pour les gaz monoatomiques 
y = f/:, et pour les gaz diatomiques, y — ‘/; (aux températures 
usuelles). 

L'énergie interne d’un gaz parfait s'écrit, à une constante addi- 
tive inessentielle près: 


copines ne 
Tee. (80,10) 


On a pour l’enthalpie des formules analogues 


D LEP ; 
W=CpT = = te (80,11) 
On a tenu compte ici de la relation connue c,—c; = R/u. Enfin, 
l’entropie du gaz 


pi 


s=cln ce, In (80,12) 
p 
Reprenons l’étude du mouvement stationnaire et appliquons 
les relations générales déduites plus haut à un gaz parfait. 
Substituant (80,11) dans (80,3), on trouve que la vitesse maxi- 
mum de l'écoulement stationnaire est 


—— 
Pas = GW (80,13) 
Pour la vitesse critique on déduit de la seconde équation (80,7) : 
cà c2 _ 
71 MANETTES Do = " T° 
d’où ! 
TE. 
Ca = Co Va: (80,14) 


L'équation de Bernoulli (80,1) donne après substitution de l’ex- 
pression (80,11) de l’enthalpie le lien entre la température et la 
vitesse en un point arbitraire d’une ligne de courant ; des relations 


1 Sur la fig. 42 on a représenté le graphique de j/j, en fonction de v/c, pour 
l'air (y = 1,4; Umax = 2,45 cx). i 


Fra) 
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analogues pour la pression et la densité peuvent s’écrire ensuite 
directement au moyen de l'équation de l'adiabatique de Poisson: 
1 


e=n(r)"", p=n(2). (80,15) 
Ainsi donc, on obtient les importantes formules : 
renfi-g)=n(-é) | 
. | 
p=p0 resto e, | (80,16) 
ve _v 
P—= = Po ( It) = po | Re . 


Il est parfois commode d'utiliser ces relations sous une forme déter- 
minant la vitesse en ee des autres quantités : 


> _ 2 2 [1 _ Te 2y po [2 Fi 
Psl Le ” im (&) Je 60417 
Ecrivons encore le lien entre la vitesse du son et v: 


ect tie Vies (80,18) 
On en déduit que les nombres M et M, sont liés par la relation 
M2=— = (80,19) 

FE “+ Ÿ—= 


Lorsque M croît de 0 à l'infini, ME croît de 0 à ?—. 

Donnons enfin les expressions des valeurs critiques de la tem- 
pérature, de la pression et de la densité; elles s'obtiennent en écri- 
vant v = c, dans les formules (80,16) :: 


2507 
= rer | 
9 et | 
2 1 
r=m(—)", | (80,20) 


pu =P0 (5). 


1 Ainsi, pour l'air (y = 1,4) 
Ca —=0,913 Co: Ps = 0,528 Po» Pa = 0,634 P0» Ty = 0,833 To- 


SURFACES DE DISCONTINUITE 401 


Soulignons pour conclure que les résultats déduits ici concernent 
un mouvement sans ondes de choc. En présence d'ondes de choc 
l'équation (80,2) tombe en défaut: lorsqu'une ligne de courant 
traverse une onde de choc l’entropie du gaz croît. 

Toutefois, nous verrons que l'équation de Bernoulli (80,1) sub- 


] 


« . . » . U® 
siste aussi bien en présence d’une onde de choc, puisque w +- LE 


cest précisément une des grandeurs conservatives à la traversée de la 
surface de discontinuité ($ 82); avec cette équation subsiste aussi, 
par exemple, la formule (80,14). 


Problème 


Exprimer la température, la pression et la densité le long d’une ligne de 
courant en fonction de M == c'e. 
Solution. On obtient à l'aide des formules déduites dans le texte: 


To y—1 Po Y— 1,9 171 
F=t+} ae, R=fi+ we] . 


$ 81. Surfaces de discontinuité 


Les écoulements envisagés aux chapitres précédents étaient tels 
que la distribution de toutes les quantités (vitesse, pression, den- 
sité, etc.) dans le gaz était continue. Mais on peut aussi avoir des 
écoulements au cours desquels apparaissent des discontinuités 
dans la distribution de ces quantités. 

La discontinuité dans le mouvement d'un gaz a lieu le long de 
certaines surfaces ; à la traversée d'une telle surface, les quantités 
en question subissent un saut. De là l'appellation de surfaces 
de discontinuité. Dans le mouvement non stationnaire 
d'un gaz les surfaces de discontinuité ne restent pas, en général, 
immobiles ; mais il convient de noter que la vitesse du mouvement 
d'une surface de discontinuité n'a rien de commun avec la vitesse 
du mouvement du gaz lui-même. Dans leur mouvement, les particu- 
les du gaz peuvent très bien traverser cette surface. 

Des conditions aux limites déterminées doivent être vérifiées 
sur les surfaces de discontinuité. Pour formuler ces conditions, con- 
sidérons un élément de surface de discontinuité quelconque, et 


26—406 
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attachons à cet élément un système de coordonnées d’'axe des x 
dirigé suivant la normale à l'élément !. 

D'abord, sur la surface de discontinuité doit être continu le flux 
de matière: la quantité de gaz qui entre d’un côté de la surface 
doit être égale à celle qui en sort de l’autre côté. Le flux du gaz 
à travers l'élément de surface envisagé (rapporté à l'unité d’aire) 
est pv,. On doit donc avoir la condition pv; = prve,, les indices 1 
et 2 spécifiant les deux faces de la surface de discontinuité. 

Nous désignerons ci-dessous la différence des valeurs d’une quan- 
tité quelconque de part et d'autre de la surface de discontinuité 
par des crochets; ainsi, 


[EUX] = PaVix — Paloxs 
et la condition obtenue s'écrit 
[Eux] = 0. (81,1) 
Puis, le flux d'énergie doit être continu. Le flux d'énergie est 
défini par l'expression (6,3). Aussi obtient-on la condition 


[pv (5 +v)]=0. (81,2) 


Enfin, doit être continu le flux d’impulsion, c’est-à-dire que 
les forces avec lesquelles agissent l’un sur l’autre les gaz se trouvant 
de part et d'autre de la surface de discontinuité d oivent être égales. 
Le flux d’impulsion à travers l'unité d'aire est (cf. $ 7) 


Prai + PU nTiRe 


La normale n est dirigée suivant l'axe des x. C'est pourquoi la 
continuité de la composante en x du flux d'impulsion conduit à la 
condition 


[p+ px] =0, (81,3) 
et la continuité des composantes en y et z donne 
[ovxv,]=0,  [pvxv:] = 0. (81,4) 


Les équations (81,1) à (81,4) constituent un système complet de 
conditions aux limites sur la surface de discontinuité. On en déduit 
aussitôt que deux types de surfaces de discontinuité peuvent exister. 

Dans le premier cas il n’y a pas de flux de matière à travers la 
surface de discontinuité. Cela signifie que pivix = pavsx = 0. 
Comme p; et p, ne sont pas nuls, on doit avoir tv, = vo, = 0. Les 
conditions (81,2) et (81,4) sont alors automatiquement vérifiées, 
et la condition (81,3) donne p1 = p2. Ainsi donc, dans ce cas, la 


1 Si le mouvement n’est pas stationnaire, nous cansidérerons l'élément de 
surface au cours d’un petit intervalle de temps. 
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composante normale de la vitesse et la pression du gaz sont conti- 
nues sur Ja surface de discontinuité : ‘ 


Vix = Vox = 0, [pl = 0. (81,5) 

Pour ce qui est des vitesses tangentielles v,, v, et de la densité (ainsi 

que des autres quantités thermodynamiques, excepté la pression), 

elles peuvent subir un saut arbitraire. Nous appellerons tangen- 
tielles les discontinuités de ce genre. 

Dans le second cas, le flux de matière, et avec lui v,, et v2,, est 
non nul. On déduit alors de (81,1) et (81,4): 


[v,] TS 0, [v:] = 0, (81 6) 


c'est-à-dire que la vitesse tangentielle est continue sur la surface 
de discontinuité. Quant à la densité, la pression (et donc les autres 
quantités thermodynamiques) et la vitesse normale, elles subissent. 
un saut, les sauts de ces quantités étant liés par les relations (81,1) 
à (81,3). Dans la condition (81,2) on peut, en vertu de (81,1), sup- 
primer pv, et, v, et v. étant continues, remplacer v? par v£. De sorte 
qu'on doit avoir sur la surface de discontinuité dans le cas envisagé 
les conditions: 


[ovx] = 0, 
à 
[<-+v]-0, (81,7) 
{p + pui] = 0. 


Les discontinuités de ce genre sont dites ondes de choc. 

Si maintenant on revient au référentiel fixe, on devra écrire 
partout au lieu de v, la différence entre la composante de la vitesse 
du gaz normale à la surface de discontinuité v, et la vitesse u de la 
surface elle-même, u étant, par définition, normale à la surface: 


Ux = Un — U. (81,8) 


Les vitesses v, et u sont prises dans le référentiel fixe. v, est la vites- 
se du mouvement du gaz par rapport à la surface de discontinuité : 
c'est dire autrement que —v, = u — v, est la vitesse de propaga- 
tion de la surface de discontinuité elle-même par rapport au gaz. 
Notons que cette vitesse est différente par rapport au gaz de part 
et d'autre de la surface (si v, est discontinue). | 

Les discontinuités tangentielles avec saut des composantes tan- 
gentielles de la vitesse ont déjà été envisagées au $ 30. Nous y avons 
montré que, dans un fluide incompressible, ces discontinuités sont 
absolument instables et qu'elles doivent s'étaler en région turbu- 
lente. Il résulte d’une étude analogue pour un fluide compressiblé 
que cette instabilité se retrouve aussi dans le cas général de vitesses 
arbitraires. 


26% 
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Un cas particulier « dégénéré » de discontinuités tangentielles 
est celui de discontinuités avec vitesse continue, seule la densité 
subissant un saut (et les autres quantités thermodynamiques avec 
elle, sauf la pression). Tout ce qui vient d'être dit sur l'instabilité 
ne concerne pas ces discontinuités. 


$ 82. Adiabatique de choc 


Venons-en à l'étude détaillée des ondes de choc. On a vu que 
la composante tangentielle de la vitesse du gaz est continue dans 
ces discontinuités. Aussi peut-on prendre un référentiel par rapport 
auquel l'élément de surface de discontinuité considéré est au repos, 
la composante tangentielle du gaz de part et d'autre de la surface 
étant nulle !. On peut alors écrire au lieu de la composante nor- 
male v, simplement v, et les conditions (81,7) prennent la forme 


Pali = Par = j, (82,1) 
Pi Pai = Pa + Pelé (82,2) 
mt =ut À, (82,3) 


j désignant la densité du flux du gaz à travers la surface de discon- 
tinuité. Nous supposerons toujours par la suite que j est positif, 
le gaz passant du côté 7 au côté 2. En d’autres termes, nous appel- 
lerons gaz I celui vers lequel se déplace l’onde de choc, 2 étant le 
gaz laissé derrière elle. Nous appellerons avant le côté de l'onde 
de choc tourné vers le gaz Z, l’autre, tourné vers le gaz 2, étant le 
côlé arrière. 

Nous allons déduire plusieurs relations résultant des conditions 
écrites. Introduisons les volumes spécifiques V, = 1/p;, V2 = 1/p2 
du gaz. On déduit de (82,1) 


= jVs Va = jVar (82,4) 
ce qui donne après substitution dans (82,2) 
Pi + Vi = Pa + Va (82,5) 
ou 
a __ P2—P1 
J°—= Vi — Vo * (82,6) 


1 Ce choix du référentiel sera aussi celui des $$ 82-85, 87, 88. 

Une onde de choc immobile est souvent appelée saut de compression. Si 
l'onde de choc immobile est normale à la direction du flux, on a un saut de 
compression normal ; si elle est inclinée sur la direction du mouvement, le saut 
de compression est dit oblique. 
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Cette formule [avec (82,4)] relie la vitesse de propagation de l'onde 
de choc aux pressions et densités de part et d’autre de la surface 
de discontinuité. 

Etant donné que j° est positif, on voit qu’on doit avoir simul- 
tanément P2 >>pPi, Vi > Ve OU pa Py Vi< V2; nous verrons 
par la suite qu’en réalité seul le premier cas est possible. 

Notons encore la formule utile qui suit pour la différence des 
vitesses v, — v2 Substituant (82,6) dans v — ve = j (Vi — V2), 


il vient !: 
Ua — Va = V (2 — ps) (Vi— Va). (82,7) 
Puis, écrivant (82,3) sous la forme 
a+ UE =, + DE (82,5) 
et remplaçant j® par son expression (82,6), on obtient : 
wi wat + (Vi Va)(Pa— pi) = 0. (82,9) 


Si l'on introduit au lieu de l'enthalpie l'énergie interne 
e—w—pV, la relation obtenue devient: 


et (Vi— V2) (pit Po = 0. (82,10) 


Ces relations donnent le lien entre les quantités thermodynamiques 
de part et d'autre de la surface de discontinuité. 

Pour p1, V, donnés, l'équation (82,9) ou (82,10) détermine le 
lien entre p2 et V2. C'est l'a diabatique de choc ou 
adiabatique d'Hugoniot (V. Rankine, 1870; H. Hugo- 
niot, 1889). Graphiquement, elle est représentée (fig. 43) dans le 
plan p, V par une courbe passant par le point donné p;, V, (pour 
Pi = Pa Vi = Va on a aussi €; = e2, de sorte que la relation (82,10) 
est identiquement vérifiée). Notons que l’adiabatique de choc ne 
peut couper nulle part la verticale V = V;, sauf au point p;, V.. 
En effet, une telle intersection signifierait qu'il correspond à un 
même volume deux différentes pressions satisfaisant à l'équation 
(82,10). Or, pour Vi = V2 (82,10) entraîne qu'aussi e; = e2, et lors- 
que les volumes et les énergies sont égaux, il doit en être de même des 
pressions. Ainsi donc, la droite V = V; sépare l’adiabatique de 
choc en deux parties, dont chacune est tout entière d'un côté de cette 
droite. Pour une raison analogue, l’adiabatique de choc coupe en un 
seul point (p1, Vi) l'horizontale p = p1. 


1 Nous affectons la racine carrée du signe plus, prévoyant le fait que v, — 
— ve >> 0, comme nous le verrons plus bas ($ 84). 
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Soit aa’ (fig. 44) l’adiabatique de choc menée par le point p;, Vs 
pris pour état Z du gaz. Prenons sur cette courbe un point quelconque 
P2, V2 et faisons passer par ce point une autre adiabatique (bb') pour 
laquelle les valeurs p2, V2 correspondraient à l’état Z du gaz. Il est 
bien évident que le couple de valeurs p;, V, satisfera aussi à l'équa- 
tion de cette seconde adiabatique. De sorte que les adiabatiques aa’ 
et bb’ se coupent aux deux points p1, Vi et pe, Vo. 

C'est là une des conséquences du fait que l'équation de l’adiaba- 
tique de choc ne peut être écrite sous la forme f(p, V) = const, 


p\iba 


Fig. 43 Fig. 44 


f étant une certaine fonction de ses variables, comme cela a par 
exemple lieu pour l'adiabatique de Poisson (d’équation s (p, V) = 
— const). Alors que les adiabatiques de Poisson forment (pour un gaz 
donné) une famille de courbes à un paramètre, l’adiabatique de choc 
est définie par la donnée de deux paramètres : des données initiales 
Pis Vi. Le fait majeur suivant est lui aussi lié à cette propriété: 
si deux ondes de choc successives (ou un nombre supérieur) font 
passer le gaz respectivement de l’état Z à l'état 2 et de l'état 2 à l’état 3 
la transition de Z à 3 par une seule onde de choc est, en général, impos- 
sible. 

Lorsque l’état thermodynamique initial du gaz (p1, V;) est donné, 
l'onde de choc n’est déterminée que par un seul paramètre : si, par 
exemple, on donne la pression p: derrière l'onde, l’adiabatique 
d'Hugoniot détermine V2, après quoi les formules (82,4) et (82,6) 
donnent la densité du flux j et les vitesses v, et v:. Rappelons, néan- 
moins, que nous considérons ici l'onde de choc dans un référentiel 
où le gaz se meut normalement à sa surface. Si l'on tient compte 
du fait que l'onde de choc peut être inclinée sur la direction du flux, 
il faudra faire intervenir encore un paramètre, par exemple la valeur 
de la composante de la vitesse tangente à sa surface. 
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Indiquons ici une interprétation graphique commode de (82,6). 
Si l’on relie par une corde le point p1, V; de l’adiabatique de choc 
(fig. 43) avec un point arbitraire p2, V2 de cette adiabatique, 
Re = —j* n'est rien d’autre que la pente de cette corde. 
Ainsi, la valeur de j, et avec elle celle de la vitesse de l'onde de choc, 
est déterminée en chaque point de l’adiabatique de choc par l’angle 
d'inclinaison de la corde menée du point p1, V;, au point considéré. 

De même que les autres quantités thermodynamiques, l'entro- 
pie est discontinue dans l'onde de choc. En vertu de la loi de crois- 
sance de l'entropie, l’entropie du gaz ne peut que croître au cours 
de son mouvement. De sorte que l’entropie s,: du gaz qui a traversé 
l'onde de choc doit être plus grande que l’entropie initiale s: 


Sa > Se (82,11) 


Nous verrons par la suite que cette condition impose de très impor- 
tantes restrictions au caractère de la variation de toutes les quantités 
dans l'onde de choc. 

La circonstance suivante est à souligner. La présence d'ondes de 
choc entraîne l'accroissement de l'entropie pour des mouvements 
pouvant être considérés dans tout l'espace comme des mouvements 
d'un fluide parfait, sans viscosité ni thermoconduction. La crois- 
sance de l’entropie traduit l'irréversibilité du mouvement, c'est-à- 
dire la présence d'une dissipation d'énergie. De la sorte, les dis- 
continuités sont un mécanisme conduisant à une dissipation d'énergie 
lors du mouvement d’un « fluide parfait ». Ceci étant, le « paradoxe 
de d'Alembert » ($ 41) pour le mouvement des corps dans un « fluide 
parfait » au cours duquel apparaissent des ondes de choc n'existe 
pas — dans un mouvement de ce genre le corps éprouve une résis- 
tance. 

Bien entendu, le vrai mécanisme de croissance de l'entropie dans 
les ondes de choc a son siège dans les processus de dissipation s’opé- 
rant dans les très fines couches de matière constituant en réalité les 
ondes de choc physiques (cf. $ 87). Il est toutefois remarquable que la 
grandeur de cette dissipation soit tout entière déterminée par les 
seules lois de conservation de la masse, de l'énergie et de l'impulsion 
appliquées de part et d'autre de ces couches: la largeur de ces couches 
est justement choisie de façon à assurer la croissance de l’entropie 
exigée par ces lois. 

La croissance de l’entropie dans l’onde de choc exerce encore 
une autre influence majeure sur le mouvement: si le mouvement 
du gaz est potentiel devant l'onde de choc, il devient, en général, 
rotationnel derrière elle; nous reviendrons là-dessus au $ 106. 
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$ 83. Ondes de choc de faible intensité 


Envisageons une onde de choc où toutes les quantités subissent 
un petit saut ; nous dirons de ces discontinuités que ce sont des ondes 
de choc de faible intensité. Transformons la relation (82,9) par 
développement suivant les puissances des petites différences 
S2 — Si et pe — p1. Nous verrons que dans un tel développement dans 
(82,9) les termes des premier et second ordres en p:—p; se rédui- 
sent; en conséquence, force sera de pousser ce développement jus- 
qu'au troisième ordre. Pour ce qui est du développement par rap- 
port à s2 — si, il suffira de s'arrêter au premier ordre. On a: 


WW = (5), (e— —s)+ (5 7) (P2— p1)+ 


d?w 


++ (2) (p2— p+r (Se), (pa— pi). 


Or, en vertu de l'identité thermodynamique dw=—Tds+V dp, on 
a pour les dérivées : 


De sorte que (= É Gr 


Wa —Wy = Ti(s2— 51) + Vi (pe — pu 
++ (2 Gp: ) (Pp2— pi) ++ + (SE ) (Pa — p1)°. 


Il suffira de développer le volume V2: suivant les puissances de 
P2 — P1, Car le second terme de (82,9) contient déjà la petite quantité 
Pa — P1, et le développement d’après s5 — s, donnerait un terme 
de l’ordre de (s2 — s3)(p2 — p1) sans ee pour nous. De sorte que 


Va Vie (TE) @r— —P)+T5 (SE Fe) (Pr pa)”. 


ôPs 
Substituant ces développements dans (82,9), il vient 
1 Æ 
S2—S1 Sr 127; (FE }, (P2 — Pi:}°. (83,1) 


On voit que le saut de l’entropie dans une onde de choc de faible 
intensité est une petite quantité du troisième ordre par rapport au 
saut de la pression. 


rte : : " 
Dans tous les cas connus la compressibilité adiabatique — (S), 
décroît lorsque la pression croît, c’est-à-dire que la dérivée seconde 


(D Le ),>0: (83,2) 
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Soulignons, néanmoins, que cette affirmation ne relève pas de Ia 
thermodynamique et qu'elle ne saurait être déduite dans son cadre. 
En conséquence, des cas sont en principe possibles où cette dérivée 
est négative. Nous verrons à maintes reprises par la suite toute 
%: : Are 02V : 
l'importance du signe de la dérivée (Sr) en dynamique des gaz. 
Nous supposerons toujours à l'avenir cette dérivée positive !. 
Menons par le point 7 (p;, V;) sur le diagramme p, V deux cour- 
bes: l’adiabatique de choc et l’adiabatique de Poisson. L'adiaba- 
tique de Poisson a pour équation s2 — s, = 0. Rapprochant cette 
équation de l'équation (83,1) de l’adiabatique de choc au voisinage 
du point J, on voit que les deux courbes sont tangentes en ce point, 
le contact étant du second ordre: les dérivées secondes aussi bien 
que les dérivées premières coïncident. Pour voir comment sont 
situées les deux courbes l’une par rapport à l'autre au voisinage du 
point 1, notons qu'en vertu de (83,1) et (83,2) pour p2 > p1 on doit 
avoir sur l’adiabatique de choc s2 >> 51, alors que sur l’adiabatique 
de Poisson subsiste s2 — s1. Si bien que l'abscisse du point sur 
l’adiabatique de choc doit être pour une même ordonnée p, supérieure 
à l'abscisse du point sur l'adiabatique de Poisson. Ceci résulte 
directement du fait que, en vertu de la formule thermodynamique 


connue 
Aer 
ds P Cp oT P’ 


l'entropie croît avec le volume à pression constante — pour tous 


les corps qui se dilatent lorsqu'ils sont chauffés, c'est-à-dire pour 
ôv 


lesquels la dérivée (7) est positive. On verra de même qu'’au- 
dessous du point 7 (c'est-à-dire pour p2 << p1) les abscisses des points 
de l’adiabatique de Poisson doivent être supérieures aux abscisses 
de l’adiabatique de choc. De cette façon, au voisinage du point de 
contact les deux courbes sont disposées ainsi qu'il a été indiqué 
sur la fig. 45 (HH'" est l'adiabatique de choc, PP’ celle de Poisson) ?, 
et, en vertu de (83,2), les deux courbes sont concaves vers le haut. 

Pour p; — p, et V, — V, petits la formule (82,6) peut s’écrire 
en première approximation sous la forme 


op 
P= (5), 
1 Pour un gaz parfait 
ŒV \ _y+1 V 
Gale: 


Le plus simple pour obtenir cette expression est de dériver l'équation de l'adiaba- 
tique de Poisson pVŸ = const. 


2 Pour Fr) négatif, la disposition des deux courbes scrait inverse. 
D 
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(nous écrivons ici la dérivée à entropie constante, ayant en vue que 
les adiabatiques de Poisson et de choc ont même tangente au point J). 
Puis, les vitesses v, et v, sont égales à la même approximation et 
valent : 


/ ô V ô 
AY — —y2(%)\ — :0P: 
== (5). (Ge): 
Mais cela n’est rien d'autre que la vilesse du son c. De sorte que 
la vitesse de propagation des ondes de choc de faible intensité est, 
en première approximation, égale à celle 
plp'# du son: 

v'=c. (83,2) 


Plusieurs conséquences majeures peu- 
vent être tirées des propriétés de l’adia- 
batique de choc au voisinage du point J. 
Puisque dans une onde de choc on doit 
Pb avoir $ > S, on doit aussi avoir 


p P2> Pi 
H 


c'est-à-dire que les points 2 (pe, V2) doi- 
vent se situer plus haut que le point Z. En- 
Fig. 45 suite, étant donné que la corde Z2 est plus 
inclinée que la tangente à l'adiabatique 

en 1 (fig. 43), et que la pente de cette tangente est donnée par la 


AT. ôp: ) 
dérivée ( ELA PA 


, On a: 
. ôp ) 
2 Cr DT . 
Res (5. ii 
Multipliant cette inégalité de part et d'autre par Vi, il vient: 


pri), = (ÉD), 4 


c1 étant la vitesse du son relative au point Z. De sorte que 
Ua > Cie 


Comme enfin la corde Z2 est moins verticale que la tangente en ?, 
on trouve de même que v2<<C21. 


, : x à $ .... fo 
1 On montrerait facilement par la même voie que si la dérivée (5 = ) 
ui 8 


était négative, de la condition s2 > s, pour les ondes de choc de faible intensité 
résulterait 
P2 << P4 


et on aurait pour les vitesses les mêmes inégalités 1, => c1, ve << Co. 
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$ 84. Sens de variation des quantités dans 
une onde de choc 
De la sorte, on voit qu’en supposant la dérivée (), positive 
on démontre très simplement, pour les ondes de choc de faible 
intensité, que la condition de croissance de l'entropie s, > s, conduit 
forcément aux inégalités 


P2> Pt (84,1) 
Vi Cys Va C2. (84,2) 


La remarque faite au sujet de la formule (82,6) entraîne que, si 
P2> Pn Ma 


Vi > Va (84,3) 
et comme LA . = on à aussi 
Us > Uz. (84,4) 


Nous allons montrer maintenant que toutes ces inégalités sont 
aussi bien valables (sous la même hypothèse pour la dérivée ().) 
pour les ondes de choc d’intensité quelconque. De cette façon, nous 
verrons, notamment, qu’à la traversée d’une onde de choc le gaz 
est comprimé — sa pression et sa densité croissent (£. Jouguet, 
1904; G. Zemplen, 1905) !. Graphiquement cette circonstance signi- 
fie que seule la partie supérieure [au-dessus du point 7 (p,, V.)l 
de l’adiabatique de choc a un sens réel ; les ondes de choc correspon- 
dant aux points de la partie inférieure de la courbe ne peuvent 
exister. Indiquons également l'importante déduction ci-après qui 
peut être faite à partir des inégalités (84,2). Etant donné que l'onde 
de choc se meut par rapport au gaz se trouvant devant elle avec 
la vitesse v, > c1, il est clair que, quelles qu'elles soient, des pertur- 
bations venant de l'onde de choc ne sauraient pénétrer dans ce gaz. 
En d'autres termes, la présence de l'onde de choc n’affecte pas l'état 
du gaz se trouvant devant elle. 

Passant à la démonstration de ces affirmations, nous ferons au 
préalable le calcul suivant. Différentions les relations (82,5) et 
(82,8) par rapport aux quantités relatives au gaz 2, considérant 
que l’état du gaz J est invariable. Cela signifie que p,, V,, w, sont 


1 Si l'on passe dans un référentiel où le gaz Z devant l'onde de choc est au 
repos, l'onde étant en mouvement, l'inégalité w, > v2 signifie que le gaz derrière 
l'onde de choc se déplacera (avec la vitesse w, — v2) dans le sens de déplacement 
de l'onde clle-même. 
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considérées comme des constantes, et que les quantités pe, V2, w, 


et j (le flux j dépend également de p:, V.) subissent la différentiation. 
On déduit de (82,5): 


Vad (5°) = dp2 + j® dVa+ Vod (j?), 
ou 
dpa+ j*dVa=(Vi—Vo) d(j?), (84,5) 
et de (82,8) 


de + VadV, = 
soit en développant la différentielle - : 
Tadsa+ Vadpa+ VedVa= EU d (79). 
Substituant cette égalité dans (84,5), on obtient la relation 


ë q (j?), 


Tads= CITE g (7). (84,6) 


Ceci montre que 


2 > 0, (84,7) 


c'est-à-dire que Fa croît avec 52. 

Montrons à présent qu'il ne saurait 
exister sur l’adiabatique de choc de points 
où elle serait tangente à une droite menée 
du point Z (tel serait le cas du point O 

Fig. 46 de la fig. 46). 
En un tel point l'angle d'inclinaison 
de la corde (menée du point 7) présente un minimum, et j* 
respectivement un maximum, si bien que 
d(72) 
TU = 0. 
La relation (84,6) montre qu'alors 
dSo 
dp2 


Puis, substituant dans (84,5) la différentielle dV; sous la forme 


avi (5e), dpe+ (5), dse 
remplaçant ds, par son expression (84,6) et divisant l'égalité tout 
entière par dps, il vient: 


AC PP] Poe 6 1 LS 
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Ceci montre qu'on doit avoir pour _e =0 


:0 Vo = 3 … 
LC Polar 
: : L , d(j? 
soil > —C; inversement, il résulte de w=c, que <= 07. 
Ainsi donc, toutes les trois égalités : 
d(j° dSo ARE 
<È = 0, ps =0, Us — C2 (84,5) 


sont des conséquences l’une de l’autre et devraient être simultanément 
vérifiées au point © de la fig. 46. Enfin, on a pour la dérivée de 


f0V2\ _ 4 er 
j ( ).= æ au point O: 


ôp2 
d (5) nt .0 ( d2Vo ) 
dpa VE] Tor Je 


La dérivée (SE), étant supposée partout positive, on a donc en © 
d lo 
dpa (2) = (83,9) 


Il est à présent facile de prouver l'impossibilité de l'existence 
d'un tel point sur l’adiabatique de choc. On a aux points situés 
dans le voisinage du point Z au-dessus de celui-ci Æ<1 (cf. fin 


: 


du paragraphe précédent). En conséquence, l'égalité _— = { 
ne peut être atteinte que si _— croît; c'est dire autrement qu’au 
point © on doit avoir a (=) > 0, alors que (84,9) stipule le con- 


. . a LA 
traire. On montrerait de la même façon que + ne peut non plus 
1 


s'égaler à l’unité dans la partie inférieure de l'adiabatique de choc, 
au-dessous du point J. 

Ayant donc en vue l'impossibilité de l'existence de points du 
type de O, on peut déduire directement du graphique de l'adiabati- 
que de choc que l’angle d’inclinaison de la corde menée de Z (p,, V;) 
à 2 (p+, V2) décroît lorsque le point 2 décrit la courbe en montant, 
et j? croît respectivement. Il résulte directement de cette propriété 
de l’adiabatique de choc et de l'inégalité (84,7) que si la condition 
nécessaire s, > s, est observée, on a aussi po > p,. 


1 L'annulation de l'expression entre crochets en même Lemps que 1» = ce 
ne peut qu'être fortuite, partant improbable. 
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Il est ensuite facile de s'assurer que sur la partie supérieure 
de l’adiabatique de choc sont tout aussi légitimes les inégalités 
Va Ces VC. La première inégalité résulte aussitôt du fait 
qu'elle est vraie au voisinage du point Z et que le rapport v./c 
ne peut nulle part prendre la valeur un. La seconde résulte du fait 
que, une inflexion de l’adiabatique comme celle représentée par 
la fig. 46 étant impossible, toute corde menée du point Z à un point 2 
situé plus haut est plus verticale que la tangente à l’adiabatique en J. 

Ainsi donc, la condition s, > s, et toutes les trois inégalités 
(84,1 et 2) sont vérifiées sur la partie supérieure de l'adiabatique 
de choc. Par contre, aucune de ces conditions n’est vérifiée sur la 
branche inférieure de l'adiabatique. Par conséquent, elles sont 
toutes équivalentes, et l'observation de l’une d'entre elles entraîne 
automatiquement celle des autres. 

Les raisonnements précédents impliquaient la positivité de la 


sue o2V : re : : ne 
dérivée (+) . Si cette dérivée pouvait changer de signe, de l’iné- 
ee 8 


galité nécessaire s, >>s, on ne pourrait plus tirer aucune conclusion 
universelle sur les inégalités relatives aux autres quantités. Toute- 
fois, un fait très important est que les inégalités (84,2) pour les 
vitesses peuvent encore être déduites à partir de considérations 
tout à fait différentes, qui montrent que des ondes de choc dans 
lesquelles ces inégalités ne sont pas observées ne sauraient exister, 
même si cela ne contredisait pas les considérations purement thermo- 
dynamiques exposées plus haut. 

A savoir, il importe encore d'étudier la question de la stabilité 
des ondes de choc. Supposons qu’une onde de choc immobile subisse 
un déplacement infinitésimal suivant la normale à son plan. Il se 
peut qu'à la suite d'un tel déplacement l'onde de choc commence 
à s’accélérer indéfiniment dans telle direction; il est clair que ceci 
témoignerait de l'instabilité absolue de l’onde et de l'impossibilité 
de son existence. 

Le déplacement de l'onde de choc est aussi accompagné d'une 
perturbation infinitésimale des autres grandeurs du gaz: pression, 
vitesse, etc., de part et d'autre de la surface de discontinuité. Appa- 
rues au voisinage de l'onde, ces perturbations s’en éloigneront (par 
rapport au gaz) avec la vitesse du son; ceci ne concerne pas la pertur- 
bation de l'entropie, qui n'est convectée qu'avec le gaz lui-même. 
Ainsi, une perturbation arbitraire du type envisagé peut être consi- 
dérée comme un ensemble de perturbations sonores se propageant 
dans les gaz Z et 2 des deux côtés de l'onde de choc et celle de l’en- 
tropie; il est bien évident que cette dernière, qui se déplace avec 
le gaz, n'existera que dans le gaz 2 derrière l’onde de choc. Dans 
chacune des perturbations sonores les variations de toutes Jes gran- 
deurs sont liées entre elles par des relations déterminées qui résultent 
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des équations du mouvement (comme dans toute onde sonore; 
$ 63); en conséquence, chacune de ces perturbations n'est détermi- 
née que par un seul paramètre. 

Dénombrons à présent les perturbations sonores possibles. Leur 
nombre dépend de la grandeur relative des vitesses du gaz v;, La 
et des vitesses du son c;, c,. Prenons le sens du mouvement du gaz 
(du côté Z au côté 2) pour sens positif 
de l'axe des x. La vitesse de propa- 6, ke ec, | UC 
gation de la perturbation dans le 
gaz 1 relativement à l’onde de choc 


immobile est u, = vw, + c, et dans ii ES 1e 

2, Us = Lo + Ce. Le fait que ces per- 

turbations doivent s'éloigner de l'onde © © 

de choc signifie qu'on doit avoir 

u <O0, u > 0. UCI] 70? WC, | 70 
Supposons w, >> Cy, Ve < Co. I] est 

alors clair que les deux valeurs u, = — _ 

= 1, + © seront positives, et que des — DE —— 

deux valeurs de u, seule sera positive 

va + cs. C'est dire qu'il ne saurait 

exister dans le gaz 1 de perturbations © © 


sonores qui nous intéressent, et qu’il 

n’y en a qu’une seule dans le gaz 2, Fig. 47 

qui se propage par rapport au gaz 

lui-même avec la vitesse +c, Le nombre de perturbations se 
trouve de la même façon dans les autres cas. 

Le résultat a été représenté sur la fig. 47, où chaque flèche cor- 
respond à une perturbation sonore se propageant par rapport au gaz 
dans le sens indiqué par la flèche. Chaque perturbation sonore est 
déterminée, comme il a été indiqué plus haut, par un seul paramètre. 
En outre, dans tous les quatre cas on a encore deux paramètres: 
un paramètre déterminant la perturbation de l'entropie se propa- 
geant dans le gaz 2, et le paramètre déterminant le déplacement 
de l’onde de choc. 

On a indiqué sur la fig. 47 pour chacun des quatres cas par un 
chiffre encerclé le nombre total de paramètres déterminant une 
perturbation arbitraire ayant pris naissance lors du déplacement 
de l'onde de choc. 

Par ailleurs, le nombre de conditions aux limites nécessaires 
que doit vérifier une perturbation sur la surface de discontinuité 
est égal à 3 (conditions de continuité des flux de masse, d'énergie 
et d'impulsion). La marche à suivre pour résoudre le problème 
de stabilité est. en substance, la suivante: on écrit 1» déplacement 
de l'onde de choc (et aussi celui des perturbations de toutes les 
autres quantités) sous la forme proportionnelle à e°*, et on détermi- 
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ne les valeurs possibles de Q à l’aide des conditions aux limites; 
la présence de valeurs réelles positives de Q témoignerait de l'insta- 
bilité absolue. Dans tous les cas représentés sur la fig. 47, à l’exclu- 
sion du premier, le nombre de paramètres à notre disposition est 
supérieur à celui des équations (des conditions aux limites à la 
discontinuité). Aussi dans ces cas les conditions aux limites admet- 
tent-elles n'importe quelle valeur, voire n'importe quelle valeur 
positive, de Q, et l'onde de choc serait absolument instable. Mais 
Si Vi > Cys Vo < C», le nombre de paramètres est précisément celui 
des équations, qui, partant, donneront une valeur déterminée de Q. 
Avant même que d’avoir écrit ces équations, il est bien clair que 
cette valeur doit être Q = 0, pour le moins parce que le problème 
ne comporte aucun paramètre de dimension inverse au temps, sus- 
ceptible de déterminer une valeur non arbitraire de Q différente 
de zéro. Il n'apparaît donc aucune instabilité du type envisagé 
dans ce cas. 

De la sorte, on voit que les inégalités (84.2) pour la vitesse de 
l'onde de choc sont absolument indispensables à l'existence de l'onde 
de choc indépendamment des propriétés thermodynamiques du gaz. 

Pour ce qui est de la question de la stabilité des ondes de choc 
satisfaisant à la condition nécessaire (84,2), pour la résoudre il 
importe d'étudier la stabilité vis-à-vis des perturbations du type 
envisagé au $ 30 (ces perturbations sont caractérisées par une périodi- 
cité suivant la surface de discontinuité et forment en quelque sorte 
des « rides » sur cette surface). Nous ne ferons pas ici les calculs 
correspondants, nous bornant à indiquer que les ondes de choc sont 
pratiquement toujours stables par rapport à ces perturbations; 
l'instabilité ne peut se présenter que pour certaines formes très 
particulières de l'adiabatique de choc, qui, semble-t-il, ne sont 
pratiquement pas réalisées dans la nature. 


$ 85. Ondes de choc dans un gaz parfait 


Appliquons les relations générales déduites aux paragraphes 
précédents aux ondes de choc dans un gaz parfait. 
L'enthalpie d’un gaz parfait est donnée par une formule simple 


. . Substituant cette expression dans (82,9), on est conduit, 
après transformation simple, à la formule: 

Ve _(+D Pitt pe 

Va 2) (v+ 1) pe" (85,1) 
Cette formule permet d'exprimer l'une quelconque des quantités 


Pi Vu Pas V2, en fonction des trois autres. Le rapport É est une 


D = 


ONDES DE CHOC DANS UN GAZ PARFAIT A17 
fonction monotone décroissante de À et tend vers la limite finie 
I. La courbe représentant le lien entre p, et V, pour p,, V: 
donnés (adiabatique de choc) est donnée par la fig. 48. C'est une 
hyperbole équilatère d’asymptotes 

lvl À PRE ee 
Va v+1” Pr v+i 
Seule est douée de sens réel, on le sait, la partie supérieure de la 
(4 
courbe située au-dessus du point FE — 1, représentée sur la 


P 
fig. 48 (pour y = 1,4) par un trait plein. 


PelP 


Fig. 48 


Pour le rapport des températures de part et d'autre de la discon- 
tinuité on a en vertu de l’équation d'état d’un gaz parfait e = #7 : 
{ 4"1 
de sorte que 


T2 __ Pa [+ 1)Ps+(v—1) me] 


Tan Lt pe (85,2) 


27—406 
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Pour le flux j on obtient à partir de (82,6) et (85,1) 

—1 1) po : 
(Gi 124 pt ) pa (85,3) 
et donc respectivement pour la vitesse de propagation de l'onde de 
choc par rapport aux gaz situés devant et derrière cette onde 

V 
vit [(y—1) pi+(v+1) pl, 
Vi lv +1) pi + (y —1) pal? 
2 [@—Un1+0+1 pl | 


Ecrivons les formules limites pour les ondes de choc de très grande 
intensité, dans lesquelles p, est très grand devant p,!. On déduit 
de (85,1) et (85,2): 


Vo —1 Ts P—1 Po 
2 __ Pi Y : Ÿ P2 . (85,5) 


= 


(85,4) 


= 


Le rapport T,/T, croît indéfiniment avec p./p,, c'est-à-dire que, 
tout comme le saut de la pression, le saut de la température dans 
l'onde de choc peut être arbitrairement grand. Quant au rapport 
des densités, il tend vers une limite constante; ainsi, pour un gaz 
monoatomique la valeur limite est p, — 4p,, pour un gaz diatomique 
Pe = 6p,. Les vitesses de propagation d’une onde de choc de grande 
intensité valent : 


EEE CEE : 
Ui = VE PeVa Us = Den Pr (85,6) 


Elles croissent en raison de la racine de p.. 
Enfin, écrivons des formules utiles dans les applications, expri- 
mant les rapports des densités, des pressions et des températures 


o U 
dans une onde de choc en fonction du nombre M=-t; ces formu- 


les se déduisent sans peine des relations déduites plus haut et sti- 
pulent : 


Pa 01 _ _Q+DNMi : 
Ps va (y—1)Mi+2 (85,7) 
pe 2 me ?=t 
Pi = iM y+1? (85,8) 
A EL AL pt 
Te (+ 18 ME (85,9) 


1 [l faut qu'on ait non pas simplement p2 9 p,. mais 


v+1 
PDP 
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Le nombre M, lui, s'exprime en fonction de M,: 


2+(v—1) Mi 
2 Fi 
M; = DM 1) (85,10) 
Problèmes 
1. Etablir la formule 
vo = cà, 

y étant la vitesse critique. 

Solution. La quantité v+— étant continue sur l'onde de choc, on 
peut introduire la vitesse critique, la même pour les gaz 1 et 2, comme suit: 

YPi | Li ___ YP2 ne V4 
(—1)p1 2  (y—ez 2 


{obtenue en combinant (82,1) ct (82,2)], il vient : 
ET Guen) (1) =0. 


Vilo 


Comme w, = w, il en résulte la relation cherchée. 


2. Déterminer le rapport 22 connaissant les températures 7, T2 pour la 


1 
discontinuité dans un gaz parfait dont la chaleur spécifique n’est pas constante. 
Solution. Dans le cas général d'un gaz parfait à chaleur spécifique 
non constante on ne peut qu'affirmer que w (ainsi que e) est fonction de la scule 
température, et que p, V, T sont liés par l'équation d'état pV = RT/u. Résol- 
vant l'équation (82,9) par rapport à p2/p,, on obtient: 


Pc NS RS DEN PL 4 _ 2 | T2 
po Rem) gp + LH eu) 7 J 7, 


où di — w (Ti), Wo — W (T2). 

3. Une onde de choc (dans un gaz parfait) est atteinte par une onde sonore 
piène progressant en sens inverse. Déterminer l'intensité du son qui a traversé 
‘onde de choc (D. Blokhintsev, 1945). 

Solution. Puisque l'onde de choc se propage par rapport au gaz se 
trouvant devant elle à vitesse supersonique, il ne saurait exister d'onde sonore 
réfléchie par l'onde de choc. Mais dans le gaz 2, derrière la discontinuité, se 
propage l'onde sonore isentropique ordinaire transmise, ainsi que la perturbation 
de l’entropic (à pression constante) entraînée par le gaz en mouvement. 

Nous considérerons le processus dans un système de coordonnées où l’onde 
de choc est au repos; elle est traversée par le gaz dans le sens positif de l'axe 
des zx, ct l’onde sonore incidente progresse dans ce sens. Les perturbations de 
part ct d’autre de la discont Rule sont liées entre elles par des conditions qui 
s'obtiennent en variant les conditions aux limites (82,1) à (82,3). Sous l'influence 
de la perturbation sonore. l'onde de choc commence, elle aussi, à osciller; dési- 
gnant la vitesse de ses oscillations par ôu, nous devrons donc écrire les variatigns 


27* 
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des vitesses v,, v: dans les conditions aux limites sous la forme ôv, —ôu, 
du — ôu. De sorte que !: 
Ua0P4 + P1 (Ovs — Ou) — v20P2 + pa (Ov2— Ou), 
Ôps + vi0p1 + 2pav: (Ov1 — Ou) — Épa + 136 pa + 2povo (Ova — Ou), 
to + vi (Ôvy — Ou) = Otra ++ 119 (Ovo— Ou). 
Nous avons dans l’onde sonore incidente : 
LUE dwy = CUT 


8530, Ov Gp, — 
: 1 ps I c1Ps Pt 
Quant à la perturbation dans le milieu 2, elle est constituée par l'onde sonore 
ct par l'« onde entropique » ; en les affectant respectivement par un et deux 
accents, on a: 


ôpP; ÔPs 
ôs;, =0, ôv; = 2 69! — Pa. ô airs. 

2 Ua D Pz Copa w. PR 

20° 
Op; =0, 0, wi Tobsz = — CPE 
P2 2 27 12053 pe (y —D 

. [2S\ CP 
(pour un gaz parfait (+) =—— ). 


| p p 
Les relations écrites permettent d'exprimer toutes les quantités dans les 
ondes transmises au moyen des quantités correspondantes dans l’onde incidente. 
On obtient pour le rapport des pressions dans les ondes sonores 


6ps Mit [2 0v— 0 MM (ME) — (M 0 Ty MS +21 
ôps M2+1 2(y—1) MS (ME — 1) —(M2+ 1) [y —1) Mi+ 2] 


Lorsque l’onde de choc est de faible intensité (p2—p< p1), on peut 
déduire de cette expression 


ôps y+1 pe—pP: 
ôp2 He 2y P1 
et dans le cas inverse où l'intensité est forte 

Op 1 Pa 

Gp y+ V2) Pi 
Dans les deux cas l'amplitude de la pression dans l'onde transmise croît par 
rapport à la pression dans l'onde incidente. 


$ 86. Onde de choc oblique 


Nous allons renoncer au choix du référentiel partout admis plus 
haut, et considérer une onde de choc stationnaire dans laquelle 
la vitesse du gaz est normale à l'élément considéré de surface d'onde. 
Les lignes de courant peuvent couper la surface d’une telle onde 
.sous un angle quelconque ?, en même temps qu'elles sont « réfractées ». 


1 Nous désignons ici les parties variables des diverses quantités par 6, 


et non par l'accent usuel. | | 
3 Sous Ja seule restriction que la composante normale de la vitesse v, soit 


Vin > Ce 
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La composante tangentielle de la vitesse du gaz ne varie pas à la 
traversée de l'onde de choc, alors qu'en vertu de (84,4) la composante 
normale décroît : 


PORN E 
Vit=Uts Vin > Von. 


Aussi est-il clair que, traversant l'onde de choc, les lignes de courant 
s'en «rapprochent » (ainsi qu'on l'a montré sur la fig. 49). Ainsi 
donc, la réfraction des lignes de 
courant par l'onde de choc s'opère 
toujours dans une direction déter- 
minée. 

Le mouvement derrière l'onde 
de choc peut être aussi bien sub 
que supersonique (seule la compo- 
sante normale de la vitesse doit 
être inférieure à la vitesse du son c) ; 
en ce qui concerne le mouvement 
devant l'onde de choc, il est forcé- 
ment supersonique. Si le mouve- 
ment du gaz de part et d'autre de 
l'onde de choc est supersonique, ' 
toutes les perturbations ne peuvent Fig. 49 
progresser le long de sa surface que 
dans le sens de la composante tangentielle de la vitesse du gaz. 
On peut parler en ce sens de la « direction » de l'onde de choc et 
distinguer par rapport à un lieu quelconque les ondes qui en sont 
«issues» et celles qui y «aboutissent » (ainsi qu'il a déjà été 
fait pour les caractéristiques, autour desquelles le mouvement est 
toujours supersonique; cf. $ 79). Mais si le mouvement derrière 
l'onde de choc est subsonique, la notion de « direction » de l'onde 
de choc perd, à strictement parler, son sens, car les perturbations 
peuvent progresser le long de sa surface dans toutes les directions. 

Déduisons une relation liant entre elles deux composantes de la 
vitesse du gaz après qu'il a traversé une onde de choc oblique; 
nous supposerons alors le gaz parfait. Prenons la direction de la 
vitesse v, du gaz devant l'onde pour axe des x, et soit @ l'angle 
entre l'onde et cet axe (fig. 49). 

La continuité de la composante de la vitesse tangente à l’onde 
signifie que v, COS @ = Uex COS P + Lay Sin p, ou 


go= "re 8: (86,1) 


Puis, servons-nous de la formule (85,7); dans cette formule v, 
et v, désignent les composantes de la vitesse normales au plan de 
l'onde de choc et doivent être à présent remplacées par v, sin y 
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et Ve Sin @ — Vey COS p, de sorte qu'on a: 
Vox SIN P— Voy SE PEN Pete 2c? 
Vi Sin v+1 +tctsinp 
On peut éliminer @ des deux relations écrites. Après des transforma- 
tions simples, on obtient la formule suivante qui lie vu». et 
(pour v, et c; donnés) : 


(86,2) 


2 ci 
= lui) (ci — rex) 
JM 1 ) Re (86,3) 


2 A 
Van = (Pi — Vex) ; 
Dax + — 


Cette formule prend une forme plus élégante si on y introduit 
la vitesse critique. Nous avons en vertu de l'équation de Bernoulli 
et de la définition de la vi- 
tesse critique : 


d 


Lu? 
Wait = 


D. mn pers 
FT 205 
(comparer avec le prob. 1 du 
$ 85), d'où 

2 YA» 2 + ec, 
ia tepie (86,4) 
Introduisant cette quantité 
dans (86,3), on obtient: 


Lay = (vi — Vox)” X 


se l'iVox —cà 
à D 
Fig. 50 M itne + à 


(86,5) 

On appelle (86,5) équation de la polaire de choc. 
On a représenté sur la fig. 50 le graphique de cette dépendance; 
c'est une cubique (la strophoïde). Elle coupe l'axe des abscisses 
en des points P et Q (fig. 50) correspondant aux valeurs v,, = 
= c?/v, et v,, — v!. Menant de l'origine des coordonnées un 
rayon (OB sur la fig. 50) sous un angle # avec l’axe des abscisses, 
on détermine d'après la longueur du segment limité à l’intersection 


1 A partir du point v2, = v,, point double de strophoïde, celle-ci se prolon- 
ge en réalité sous forme de deux branches qui vont vers les v., infinis, non re- 
Pie 


L 
présentées sur la fig. 50 | elles ont pour asymptote commune es LE + :) . 

La 4 1 . is 
Toutefois, les points do ces branches sont dénués de sens physique ; ils donne- 
raient pour v, et v, des valeurs pour lesquelles on aurait w,/v,, => 1. ce qui 
est impossible. . 
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avec la polaire de choc la vitesse du gaz au-delà du saut faisant 
tourner le flux de l'angle x. Les points d’intersection de ce genre 
sont au nombre de deux (4 et B), c’est-à-dire qu'à une valeur donnée 
de y correspondent deux ondes de choc distinctes. La direction 
de l’onde de choc peut, elle aussi, être déterminée d'emblée graphi- 
quement sur ce diagramme : elle est donnée par la perpendiculaire 
abaissée de l'origine sur la droite menée du point Q et passant 
respectivement par B ou À (sur la fig. 50 est représenté l'angle @ 
pour l’onde correspondant au point B). Lorsque x décroît, À se 
rapproche du point P, lequel correspond à un saut à angle droit 
(p = x/2) avec v, = c?/v,. Le point B, lui, se rapproche alors de Q, 
et l'intensité de l'onde de choc (le saut de la vitesse dans cette onde) 
tend vers zéro; à la limite, au point Q lui-même, l'angle est, 


comme il se doit, égal à l'angle de Mach «= arcsin = (l'angle 


formé par la tangente à la polaire en ce point avec l'axe des 
. T 
abscisses vaut 5 + a). 


Le diagramme de la polaire de choc permet de faire d'emblée 
une importante déduction: l'angle de déflection x du flux dans 
l'onde de choc ne peut excéder une certaine valeur maximum Ymax 
qui correspond à la tangente menée de O à la courbe. #max est, 
bien entendu, fonction du nombre M, = v,/c, ; son expression étant 
compliquée, nous ne la donnerons pas ici. Pour M, = 1 on a ÿmax = 
= 0, et lorsque M, croît, l'angle %max est monotone croissante 
et tend vers une limite finie lorsque M, tend vers l'infini. Il est 
facile d'examiner les deux cas limites. Si la vitesse v, est voisine 
de c,, il en est de même de v, et l'angle % est petit ; l'équation de la 
polaire de choc (86,5) peut alors être approximativement recopiée 
sous la forme 

2_Y+1,, _,v 9 6.6 

LG (03 — L2)* (v1 + V2 — 204) (86,6) 
(l'angle % étant ici petit, on a posé Ur © l'y, Voy & CL). On en 
déduit de façon élémentaire ? : 


_AVY+i fu y\92 8 V2 ne . 
aux = D (21) = ess MD (86,7) 


Dee 
Dans le cas limite inverse, pour M, = (soit Me=V/ +) ; 
la polaire de choc dégénère en circonférence coupant l'axe des abs- 


cisses aux points AVE et VE. Il est facile de voir 


1 Il est facile de s'assurer que l'équation (86,6) est aussi vraie pour n°‘impor- 
te quel gaz (non parfait), pourvu qu'on y remplace y 4- 1 par 2ax (95,2). 

* Notons que cette dépendance de max par rapport à M; — 1 est confor- 
me à la loi générale de similitude (117.7) pour les écoulements transsoniques. 
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qu'alors 
YXmax = arc sin S (86,8) 


(pour l'air cette valeur est de 45°,6). On a représenté sur la fig. 51 
le graphique de “#max en fonction de M, pour l'air (la courbe 
supérieure est le graphique analogue pour l'écoulement autour 
d'un cône; cf. $ 105). 

La circonférence v, = c, coupe l'axe des abscisses entre les 
points P et Q (fig. 50), si bien qu'elle divise la polaire de choc en 
deux parties correspondant aux vitesses sub et supersoniques du gaz 
derrière la discontinuité. Le point d’intersection de la circonférence 
v, = © avec la polaire est situé à droite du point C, mais tout 
près de celui-ci; c'est pourquoi le tronçon PC tout entier correspond 
aux transitions aux vitesses 
subsoniques, et le tronçon CQ 
(excepté un tout petit tronçon 
au voisinage de C), aux transi- 
tions aux vitesses supersoni- 
ques. 

Pour les valeurs données du 
nombre M, et de l'angle œ la 
variation de la pression dans 
l'onde de choc est déterminée 
par la formule 


P2 __ 2yM?sin:®—(y—1) : 
mo Yi FE 
[formule (85,8) avec M, sin y 
au lieu de M,]. Ce rapport est 
monotone croissant lorsque 
l'angle @ croît de sa plus 
petite valeur possible arc sin DT (lorsque = 1) à _ 
au fur et à mesure qu'on se déplace sur la polaire de choc de Q 
vers P. 

Deux ondes de choc déterminées par la polaire de choc pour 
un angle x donné de rotation de la vitesse sont souvent appelées 
ondes des familles « faible » et « forte ». 

Une onde de choc de la famille « forte » (tronçon PC de la polaire) 
possède une plus grande intensité (un plus grand rapport p./p;). 
forme un plus grand angle @ avec la direction de la vitesse v, et 
transforme l'écoulement de super en subsonique. En ce qui concerne 
une onde de la famille « faible » (tronçon QC de la polaire), son 
intensité est moindre, elle est inclinée sur le flux d’un angle 
moindre et laisse pratiquement toujours l'écoulement supersonique. 


C'est-à-dire 
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Problèmes 


1. Déduire la formule déterminant l'angle de rotation x de la vitesse dans 
une onde de choc oblique (dans un gaz parfait) en fonction du nombre M, — 
= vi/c, et de l'angle d'inclinaison ç de l'onde de choc sur la direction de la vites- 
se vi (fig. 49): - 


: (y+1) ME 
gx tgp [= (ME sin? 55] À 


Fa Véduire la formule déterminant le nombre M>= v2/c2 en fonction de M; 
et de : 


un 2+(y—1)MI 2M3 cos? 
un Re Un 


2yM? sin? p—(y—1) F 2+(y—1) Misin?o ” 


$ 87. Largeur des ondes de choc 


Nous parlions jusqu’à présent des ondes de choc comme de surfaces 
géométriques sans épaisseur. Envisageons maintenant la question 
de la structure des surfaces de discontinuité physiques réelles. 
Nous verrons que les ondes de choc avec de petits sauts des diverses 
quantités sont en réalité des couches transitoires d'épaisseur finie, 
qui diminue lorsque la grandeur des sauts augmente. Mais si les 
sauts des quantités dans l’onde de choc ne sont pas petits, la discon- 
tinuité est en réalité si brutale qu'il est dénué de sens de parler 
de son épaisseur. 

Pour déterminer la structure et l'épaisseur de la couche transi- 
toire il faudra tenir compte de la viscosité et de la thermoconduction 
du gaz, dont nous avons ignoré les influences jusque-là. 

Les relations (82,1) à (82,3) sur l'onde de choc ont été déduites 
des conditions de constance des flux de matière, d’impulsion et. 
d'énergie. Si l'on considère la surface de discontinuité comme une 
couche d'épaisseur finie, on devra écrire ces conditions non pas 
sous forme d'égalité des quantités correspondantes de part et d'autre 
de la discontinuité, mais sous une forme exprimant leur constance 
suivant toute l'épaisseur de la couche de discontinuité. La première 
de ces conditions (82,1) reste inchangée: 


pv= j=const. (87,1) 


Mais dans les deux autres conditions il faudra tenir compte des 
flux supplémentaires d'impulsion et d'énergie dus au frottement 
interne et à la thermoconduction. 

La densité du flux d’impulsion (suivant l'axe des x) dû au 
frottement interne est déterminée par la composante —0;:, du 
tenseur des contraintes visqueux ; en vertu de l'expression générale 
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(15,3) de ce tenseur, on a: 
5 4 du 
Oxx = (5n+t) ‘de 
La condition (82,2) revêt à présent la forme 
4 d 
p + pu? — (zn+t) = const. 


Ainsi qu'au & 82, introduisons au lieu de la vitesse v le volume 
spécifique V défini par la relation v = jV. Comme j = const, on 


dv à 
il) de sorte que 


p+ V — (5 n+6)j T = const. 
A grande distance de l'onde de choc les quantités thermodynamiques 
sont constantes, c'est-à-dire qu'elles ne dépendent pas de zx; notam- 


ment, on a aussi ee = 0. Désignons par des lettres affectées de l'in- 


dice 1 les valeurs des quantités à grande distance devant l'onde 
de choc. On pourra alors poser dans la condition écrite const — 
= pi + j°V,, et elle devient 


pp +i(V-V)—(Snte) 1420. (87,2) 


Puis, la densité du flux d'énergie dû à la thermoconduction est 
= S. Quant au flux d'énergie lié au frottement interne, il vaut 


on ou, puisque la vitesse est, elle aussi. dirigée suivant l’axe 
des x, 


a 


— Oral == — (3n+t) VTT: 
De cette façon, la condition (82,3) — 
2 aT 
pv (w++) _ (5 n+t) Ex D - = consL. 


Introduisant de nouveau v—jV, nous écrirons finalement cette 
condition sous la forme 

V2 [4 x aT iv? ; 

DH; (intt) VS eu+ÈE. (87,3) 

Nous considérerons ici des ondes de choc dans lesquelles toutes 

les quantités subissent un petit saut. Alors, toutes les différences: 

V — V,, p — p,, etc., entre les valeurs des quantités à l'intérieur 
et en dehors de la couche transitoire seront elles aussi petites. 

Développons dans (87,2) V — V, suivant les puissances de 

p — Piet s — 5, choisissant la pression et l'entropie pour variables 
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indépendantes fondamentales. Les relations qui seront établies 
ci-dessous montrent que 1/6 (6 étant la largeur de la discontinuité) 
est une quantité du premier ordre par rapport à p — p,, et s —s, 
est du second ordre !. Ceci étant, on a au second ordre: 


vie (SE) oo +5 (55) en + (5), (0. 


Il est bien entendu que les valeurs de tous les coefficients sont 
prises en dehors de la couche transitoire (c'est-à-dire pour p = p;, 
s = ). Substituant ce développement dans (87,2), il vient: 


[+ ().rl@-n0+ 2 (5), œ-nr+ (5) 6) 
AUNSTE 


SU uSS sa >... dV 
Nous écrirons ici la dérivée x SOUS la forme 


# pr) ef) é 
s-Crhet(ale 
La dérivation par rapport à x élève d'une unité l’ordre d’infinitude 


(1/6 étant du premier ordre); aussi la dérivée 2 est-elle du second 


ds AS ae gl à 
ordre, et de du troisième. Ceci étant, le terme contenant la dérivée 


de l'entropie peut être omis. Finalement, on obtient la condition 
(87,2) sous la forme 


LH Te r0+5 (jen 
dp 
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Puis, multiplions terme à terme l'équation (87,2) par LV Vi) 


et retranchons de (87,3). On obtient alors: 
1 
Qu —ws) — (p— ps) (V + Vi) — 
dx dT. 


-£(5n+t) PRE sd 


1 Le saut total d’entropie s: — s, est, comme on l’a vu au $ 83, du troisiè- 
me ordre par rapport au saut de la pression p2 — p1, alors que s — s, n’est que 
du second ordre par rapport à p — p4. La raison en est que — on le verra par 
la suite — dans la couche transitoire la variation de la pression est monotone 
de la valeur p, à la valeur p2, telle n'étant pas celle de l’entropie ; au cours de 
sa a ton l’entropie révèle un maximum qui est atteint à l’intéricur de la 
couche. 
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Le troisième terme ici qui contient le produit VAE est 
du troisième ordre et peut être omis: 
x dT 
(w— 3) —+(p— Pa)(V+Vi)—- = 0. 


Les deux premiers termes représentent précisément l'expression que 
nous avons développée d’après les puissances de p — p, et s—s, 
au $ 83 lors de la déduction de la formule (83,1). Les termes des 
premier et second ordres par rapport à p — p, disparaissent dans 
ce développement, et il reste aux termes du troisième ordre près 


: : see 04 : 
simplement T (s—s,). Pour ce qui est de la dérivée T , nous l'écri- 
rons sous la forme 


Dar) (ee (nt) 
"a ôp s dx ôs pd dp s dr 
I vient en définitive: 


ôT d 
T(s—s)=+ (+ LE (87,5) 

Substituant cette expression de s—s, dans (87,4), on obtient 
l'équation suivante : 


(enr +[1+ (2) #]@-p0= 
={-5(), (0.404) (RÉ wo 


Le flux j est en première approximation j=+ & + [cf. (83,3). 
Cette expression peut être substituée dans le second membre de 
(87,6). Mais elle est insuffisante dans le premier membre, et il faut 
tenir compte des termes de l'ordre suivant dans j?. Ces termes 
pourraient être déduits, par exemple, de (87,2). Toutefois, il est 
plus simple d'utiliser les considérations suivantes. Aux grandes 
distances, de part et d'autre de la surface de discontinuité, le second 
membre de (87,6) s’annule en même temps que ca A ces distances 
la pression vaut respectivement p, et p:. En d'autres termes, c'est 
dire que le trinôme du second degré (en p) figurant au premier 
membre de (87,6) admet pour racines p = p, et p = p,. On peut 
donc l'écrire sous la forme du produit de (p — p;,) (p — p2) par 


le coefficient + (5), de p® dans le trinôme. 
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Ainsi obtient-on finalement l'équation différentielle suivante 
déterminant la fonction p(x) !: 


2%), @—)@—p3= 
3 F dp 
= a {Gute)+F (9), (Go), ét. 


D'après les formules thermodynamiques de transformation des 


ov ëT\ .. . : a, 
dérivées, ( +), —_ (5): il est facile de voir que le coefficient de 


— SE au second membre de cette équation vaut 2V°a, a étant lié 


au coefficient d'absorption du son y (77,6) par la relation y = aw*. 
Ainsi, 


PB (EE), @— PO (pp). (87,7) 
L'intégration donne 
4V?a dp 
che (Æ) \ (P=P)P—PD — 
Ap? }s — 
a 
Papi (7) À Ph +: const. 
2 Op? }s 2 
Posant const —0, on obtient 
pee = PRBtthé, (87,8) 
avec 
Le 


Ceci détermine l'allure de la variation de la pression entre les va- 
leurs p, et p. qu'elle prend aux grandes distances de part et d’autre 
de l'onde de choc. Le point x — 0 correspond au lieu où la pression 
est égale à la demi-somme !/, (p, + p2). Quand z—+ + oc la pres. 
sion tend asymptotiquement vers les valeurs p, et p.. Pratiquement, 
toute la variation de p, à p. s'effectue sur une extension de l'ordre 
de 6, qu’on peut appeler largeur de l'onde de choc. On voit que 
cette largeur est d'autant plus petite qu'est plus grande l'intensité 
l'onde, c'est-à-dire qu'est plus grand le saut de la pression dans 
’onde. 


1 Considérant une onde de choc de faible intensité, on peut poser que les 
coefficients de viscosité et de thermoconductivité sont constants. 
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Pour l'allure de la variation de l'entropie à l'intérieur de la 
discontinuité, on déduit de (87,5) et (87,8): 


K OT 92V so 1 
ss avr (op), (Ge), Ce pt (87,10) 
ù 


Ceci montre que l'entropie n'est pas à variation monotone, mais 
qu'elle passe par un maximum à l'intérieur de l'onde de choc (pour 
x = 0). Pour x — + © cette formule donne des valeurs identiques 
s = 8,: ceci provient du fait que la variation totale de l’entropie 
Se — S, est une quantité du troisième ordre par rapport à ps — p, 
[comparer avec (83,1)], alors que s — s, est du second ordre. 

La formule (87,8) n’est quantitativement applicable que si les 
différences p; — p, sont suffisamment petites. Toutefois, on peut 
qualitativement appliquer la formule (87,9) pour déterminer l'ordre 
de grandeur de la largeur de l'onde de choc aussi bien lorsque la 
différence p,: — p, est de l’ordre de grandeur des pressions elles- 
mêmes p,, p.. La vitesse du son dans le gaz est de l'ordre de grandeur 
de la vitesse thermique v des molécules. Quant à la viscosité ciné- 
matique, elle vaut, comme on le sait de la théorie cinétique des 
gaz, v — lv — lc, L étant le libre parcours des molécules. De sorte 
que a — lc? (l'évaluation du terme contenant la thermoconductivité 
donne la même chose). Enfin, (SE), _ et pV — c°. Introduisant 
ces expressions dans (87,9), il vient: 

ô — 1. (87,11) 


Ainsi donc, la largeur des ondes de choc de grande intensité se trouve 
être de l’ordre de grandeur du libre parcours des molécules du gaz !. 
Or, en dynamique des gaz macroscopique, qui traite le gaz comme 
un milieu continu, le libre parcours doit être considéré comme nul. 
Dès lors, en toute rigueur, les méthodes qui relèvent strictement 
de la dynamique des gaz sont impropres à l'étude de la structure 
interne des ondes de choc de grande intensité. 

La présence dans le gaz de processus de relaxation à déroulement 
relativement lent (réactions chimiques lentes, transmission ralentie 
de l'énergie entre différents degrés de liberté d’une molécule, etc.) 
peut donner lieu à un élargissement considérable de l'onde de choc. 
Cette question a été examinée par J. Zeldovitch (1946). 

Soit t l’ordre de grandeur du temps de relaxation. Tant l’état 
initial que l’état final du gaz doivent être entièrement des états 
d'équilibre ; si bien qu'il est tout d’abord clair que la largeur totale 


1 Une onde de choc forte est accompagnée par une élévation de température 
considérable ; on entendra par ! le parcours correspondant à une certaine tempé- 
rature moyenne du gaz dans l'onde. 
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de l'onde de choc sera de l’ordre de grandeur de tv, — de la distance 
parcourue par le gaz dans le temps t. En outre, il apparaît que 
si l'intensité de l'onde dépasse une certaine limite, la structure 
de l'onde se complique, ce dont on peut s'assurer comme suit. 

On a représenté sur la fig. 52 en trait plein l’adiabatique de choc 
menée par un point initial donné Z sous l’hypothèse de l'équilibre 
total des états finaux du gaz; la pente de la tangente à cette courbe 
au point Z est déterminée par la 
vitesse du son « d'équilibre », que 
nous avons désignée au $ 78 par 
co Le pointillé représente l’adia- 
batique de choc menée par le 
même point Z sous l'hypothèse 
que les processus de relaxation 
ont été « congelés » et qu'ils ne 
se déroulent pas du tout ; la pente 
de la tangente à cette courbe au 
point Z est déterminée par la 
valeur de la vitesse du son, 
désignée au $ 78 par co. 

Si la vitesse de l'onde de 
choc est telle que c,< v,<< cs», la 
corde 12 occupe la position du Fig. 52 
segment inférieur de la figure 52. 

On obtient dans ce cas un élargissement simple de l'onde de choc. 
et tous les états intermédiaires entre l’état initial Z et l’état final 2 
sont représentés dans le plan p, V par des points du segment 121. 

Mais si v, > c., la corde occupe la position 712’. Les points 
de cette corde compris entre 1 et 1’ ne correspondent pas'à des états 
réels du gaz; le premier (après 7) point réel est le point 1’, qui cor- 
respond à un état d'équilibre relaxationnel sans aucun décalage 
par rapport à l’état Z. La compression du gaz de l'état Z à l’état 7° 
se fait par saut, puis (à des distances =v,r) il est progressivement 
comprimé jusqu’à l’état final 2’. 


$ 88. Saut isotherme 


Etudiant au paragraphe précédent la structure de l'onde de choc, 
nous supposions en fait que les coefficients de viscosité et de diffu- 
sivité étaient du même ordre de grandeur, cas usuel. Toutefois, 


1 Ceci résulte du fait que (lorsqu'on néglige les viscosité et thermoconducti- 
vité usuelles) tous les états successifs par lesquels passe le gaz satisfont aux 
équations de conservation de la matière pv = j = const ct de conservation de 
l'impulsion sous la forme p + j?V = const (cf. plus en détail les considérations 
analogues au & 120). 
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il peut se faire que x D v. A savoir, si la température de la matière 
est suffisamment élevée, un mécanisme supplémentaire vient parti- 
ciper à la thermoconduction — la conduction par rayonnement 
réalisée par le rayonnement thermique en équilibre avec la matière. 
Quant à la viscosité (c'est-à-dire au transport d’impulsion), elle 
est affectée dans une bien moindre mesure par le rayonnement, 
et il se peut très bien que v soit petit devant y. Nous allons voir 
maintenant que la présence de cette inégalité conduit à un change- 
ment très important de la structure de l'onde de choc. 

Négligeant les termes contenant la viscosité, écrivons les équa- 
tions (87,2) et (87,3) déterminant la structure de la couche transi- 
toire sous la forme 


p+FV = pit jVa, (88,1) 
x aT reve LE 
ae Der Mine (88,2) 
Le second membre de la deuxième équation ne s’annule que sur les 
frontières de la couche. La température derrière l'onde de choc 
devant être plus grande que devant elle, il en résulte que dans toute 
la largeur de la couche transitoire 


aT 
0. (88,3) 


c'est-à-dire que la température est monotone croissante. 

Toutes les quantités dans la couche sont fonctions d'une seule 
variable — la coordonnée x — , et donc des fonctions déterminées 
l’une de l’autre. Dérivant (88,1) par rapport à V. on obtient: 


ôp ar ôp 0 
(Sr) a+ (Sr) +18 = 0. 
La dérivée (E), étant toujours positive pour les gaz, le signe 


ar : 5 : ap .2 Se 
de ar st déterminé par celui de la somme (7), +i . Dans l’état 7 


, à nas de 
onajÿ > — (552), (car v, > c), et comme la compressibilité adiaba- 
tique du gaz est toujours inférieure à la compressibilité isotherme, 
on a aussi certainement 


pes. — (Ps 
> ( av }r : 
Par conséquent, du côté 7 la dérivée 


dT' 
TA <0. 


Si elle est aussi négative sur toute la largeur de la couche transitoire 
au fur et à mesure que la matière est comprimée (que V diminue), 
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lorsqu'on passe du côté Z au côté 2, la température est monotone 
croissante en vertu de (88,3). Autrement dit, nous avons affaire 
à une onde de choc fortement élargie en raison de la grande thermo- 
conduction (l'élargissement peut être si important que la notion 
d'onde de choc elle-même devient conventionnelle). 

Mais si l'intensité de l’onde de choc est si forte que 


pe (5), (88,4) 
dans l’état 2 on aura > 0, de sorte que la fonction T(V) pré- 


sente un maximum quelque part entre les valeurs VŸ = V,et V — V, 
(fig. 53). Il est clair que le passage 
de l’état Z à l’état 2 avec variation 
continue de V devient impossible, 
car alors l'inégalité (88,3) serait 
nécessairement violée. 

En somme, on obtient l’image 
suivante du passage de l’état initial 
1 à l’état final 2. On a d’abord un 
domaine dans lequel la matière est 
progressivement comprimée du vo- 
lume spécifique Ÿ, au volume V" 
{qui est la valeur de V pour laquelle 
pour la première fois T(V') = T,; 
cf. fig. 53]; la largeur de ce domaine, 
déterminée parla thermoconduction, Fig. 53 
peut être très grande. Quand à la 
compression de V’ à V.. elle se fait ensuite par saut à température 
constante (égale à T.). On peut appeler cette discontinuité 
saut isotherme. 

Déterminons la variation de pression et de densité dans le saut 
isotherme, supposant le gaz parfait. La condition de continuité 
du flux d’impulsion (88,1) appliquée aux deux côtés du saut donne 


P'+ V'= pa+ Ve. 
Nous écrirons pour un gaz parfait v=T et, notant que T'=—7;, 
il vient : 


r 0 PRTe FÊRT: 
Ty = Po + ra 


Cette équation, du second degré en p’, a (outre la racine triviale 
‘= pr) la solution 
ro _ IRTe 
Ps IVe (88,5) 
28—406 
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Nous remplacerons j? par son expression (82,6) : 


puis, substituant à V,/V, son expression (85,1), il vient: 
F4 ; 
p'=+{(v+1) pit (y —1) pl. (88,6) 


Comme on doit avoir p,> p’, on trouve que le saut isotherme ne 
peut survenir que pour des rapports des pressions p: et p, satis- 
faisant à la condition 


(88,7) 


(Rayleigh, 1910). Cette expression peut, certes, être aussi bien 
déduite directement de (88,4). 

Puisqu'à température donnée la densité du gaz est en raison 
de la pression, le rapport des densités dans le saut isotherme est 
égal à celui des pressions: 


=. (88,8) 


$ 89. Discontinuités faibles 


Outre les surfaces de discontinuité sur lesquelles les quantités 
p, p, v, etc., subissent des sauts, il peut aussi exister des surfaces 
sur lesquelles ces quantités, en tant que fonctions des coordonnées, 
possèdent certaines singularités, bien qu'elles-mêmes continues. 
Ces singularités peuvent être de caractère très varié. Ainsi, les 
dérivées premières de p, p, V, ... par rapport aux coordonnées 
peuvent subir un saut sur une surface de discontinuité, ou bien 
même elles peuvent devenir infinies. Enfin, il peut en être de même 
non pas des dérivées premières, mais des dérivées d’ordre supérieur. 
Nous appellerons toutes ces surfaces des surfaces de dis- 
continuité faible, contrairement aux discontinuités fortes 
(aux ondes de choc et aux discontinuités tangentielles) dans lesquel- 
les les quantités p, p, v, ... elles-mêmes subissent des sauts. 

Il est facile de voir moyennant un raisonnement simple que 
les surfaces de discontinuité faible se propagent par rapport au gaz 
(des deux côtés de la surface) avec la vitesse du son. En effet, puisque 
les fonctions p, p, v, ... elles-mêmes ne subissent pas de saut, 
on peut les « régulariser » en les remplaçant par des fonctions 
coïncidant partout avec elles, sauf au voisinage de la surface de 
discontinuité, où elles ne diffèrent que par des quantités arbitraire- 
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ment petites, mais de sorte que les nouvelles fonctions n'aient plus 
de singularités quelles qu’elles soient. La vraie distribution, disons 
de la pression, peut être ainsi représentée par la superposition d'une 
distribution tout à fait régulière p,, sans singularités, et d’une 
très petite perturbation p” de cette distribution au voisinage de la 
surface de discontinuité. Cette dernière, comme toute petite pertur- 
bation, se propage par rapport au gaz avec la vitesse du son. 

Soulignons que dans le cas d’une onde de choc les fonctions 
« régularisées » différeraient des vraies fonctions par des quantités 
nullement petites en général, de sorte que le raisonnement qui 
précède ne s'applique pas. Néanmoins, si le saut des quantités 
dans l'onde de choc est suffisamment petit, ce raisonnement s’appli- 
que à nouveau, et ces discontinuités doivent également se propager 
avec la vitesse du son, résultat déjà déduit au $ 83 d'une autre 
manière. 

Si le mouvement est stationnaire par rapport au système de 
coordonnées donné, la surface de discontinuité est immobile par 
rapport à ce système, et le gaz « traverse » cette surface. Alors, 
la composante normale à la surface de discontinuité de la vitesse 
du gaz doit être égale à la vitesse du son. Si l’on désigne par « l’an- 
gle entre la direction de la vitesse du gaz et le plan tangent à la sur- 
face, on doit avoir v, = v sin & — c, ou bien 


. C 
sma——, 


c'est-à-dire que la surface de discontinuité faible coupe la ligne 
de courant sous un angle égal à l'angle des perturbations. En d'autres 
termes, la surface de discontinuité faible coïncide avec une des 
surfaces caractéristiques, résultat tout à fait naturel, si l’on a en 
vue le sens physique de celles-ci en tant que surfaces suivant lesquel- 
les progressent les petites perturbations ($ 79). Il est clair qu’en 
mouvement stationnaire du gaz les discontinuités faibles ne peuvent 
apparaître que pour des vitesses égales ou supérieures à la vitesse 
du son. 

Pour ce qui est du mode d'apparition, les discontinuités faibles 
se distinguent foncièrement des fortes. Nous verrons que les ondes 
de choc peuvent se former d’elles-mêmes, directement par suite 
du mouvement du gaz, pour des conditions aux limites continues 
(par exemple, la formation d'ondes de choc dans une onde sonore; 
$ 95). A l'encontre de celles-ci, les discontinuités faibles ne peuvent 
apparaître d’elles-mêmes; leur apparition est toujours liée à des 
singularités dans les conditions aux limites ou initiales du mouve- 
ment. Ces singularités peuvent être, ainsi que les discontinuités 
faibles elles-mêmes, de caractère très varié. Ainsi, une discontinuité 
faible peut être engendrée par un angle à la surface du corps autour 


28* 
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duquel se fait l'écoulement; dans la discontinuité faible apparue 
dans ce cas les dérivées premières de la vilesse par rapport aux coor- 
données subissent un saut. Un saut de la courbure d'une surface 
sans angles donne également lieu à la formation d'une disconti- 
nuité faible (discontinuité des dérivées secondes de la vitesse par 
rapport aux coordonnées), etc. Enfin, toute singularité dans la 
variation du mouvement entraîne à la longue l'apparition d’une 
discontinuité faible non stationnaire. 

La composante tangentielle de la vitesse du gaz traversant une 
surface de discontinuité faible est toujours dirigée à partir du lieu 
(par exemple, de l'angle à la surface du corps) d'où partent les 
perturbations à l'origine de cette discontinuité; nous dirons que 
la discontinuité « part » de ce lieu. C'est là une des manifestations 
directionnelles de la propagation des perturbations en aval dans 
le flux supersonique. 

La présence de la viscosité et de la thermoconduction fait appa- 
raître une « largeur » à la discontinuité faible, si bien que les dis- 
continuités faibles, ainsi que les fortes, constituent en fait des 
couches transitoires. Mais à la différence des ondes de choc, dont 
la largeur ne dépend que de leur intensité et est constante dans 
le temps, la largeur d’une discontinuité faible croît dans le temps 
sitôt qu'elle s’est formée. Il est facile de déterminer la loi régissant 
cette croissance. Pour ce faire, nous reprendrons la remarque faite 
au début de ce paragraphe d’après laquelle le mouvement de chaque 
élément de surface d'une discontinuité faible obéit aux mêmes 
équations que la propagation de toute petite perturbation dans 
le gaz. En présence de viscosité et de thermoconduction, la 
perturbation, initialement concentrée dans un petit élément de 
volume (« paquet d'ondes »), s'élargit au cours du temps au fur 
et à mesure qu'elle progresse ; la loi de cet élargissement a été déter- 
minée au $ 77. Aussi peut-on déduire d'emblée que la largeur à de 
la discontinuité faible a pour ordre de grandeur 


8 Vact, (89,1) 


t étant le temps écoulé depuis l'apparition de la discontinuité 
et a le coefficient du carré de la fréquence dans le facteur d'absorption 
du son. Si l’on a affaire à une image stationnaire, dans laquelle 
la discontinuité est au repos, on devra parler au lieu du temps t de 
la distance ! au point où « prend naissance » la discontinuité (par 
exemple, pour la discontinuité faible due à un angle à la surface 
du corps autour duquel s'effectue l'écoulement, L est la distance 
au sommet de cet angle): alors 8 æ Val. Ainsi donc, la largeur 
d'une discontinuité faible croît en raison de la racine du temps 
écoulé depuis son apparition ou de la distance au point où elle 
prend naissance. 
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Pour conclure ce paragraphe, il importe de faire une remarque 
analogue à celle faite à la fin du $ 79. Il y a été noté qu'entre dif- 
férentes perturbations de l’état d’un gaz en mouvement, les pertur- 
bations de l'entropie (à pression constante) et du rotationnel de la 
vitesse sont exceptionnelles quant à leurs propriétés. Ces perturba- 
tions sont au repos par rapport au gaz; elles ne se propagent pas 
avec la vitesse du son. Aussi, les surfaces sur lesquelles l’entropie 
et le rotationnel de la vitesse ! subissent une discontinuité « faible » 
quelconque sont-elles au repos par rapport au gaz, et celles sont 
entraînées avec le gaz lui-même par rapport à un système de coordon- 
nées fixe. Nous appellerens ces discontinuités des discontinuités 
faibles « tangenticlles »; elles passent par les lignes de courant et, 
sous ce rapport, elles sont tout à fait analogues aux discontinuités 
tangentielles « fortes ». 


1 Une discontinuité faible du rotationnel de Ja vitesse est une discontinuité 
faible de la vitesse tangente à la surface de discontinuité ; par exemple, peuvent 
subir un saut les dérivées de la vitesse prises suivant la normale à la surface. 


CHAPITRE X 


MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL 
D'UN GAZ COMPRESSIBLE 


$ 90. Ejection d’un gaz d’une tuyère 


Considérons l'écoulement stationnaire d'un gaz à partir d'une 
grande enceinte dans un tuyau de section variable, dit tuyère. 
Nous supposerons qu'on puisse considérer le mouvement du gaz 
dans chaque section du tuyau comme étant uniforme, et que la 
vitesse soit pratiquement dirigée suivant l'axe du tuyau. Il faut 
pour cela que le tuyau ne soit pas trop large, et l’aire S de sa section 
doit varier suffisamment lentement suivant sa longueur. De sorte 
que toutes les quantités caractérisant l'écoulement seront des fonc- 
tions de la seule coordonnée le long de l'axe du tuyau. Dans ces 
conditions, on peut appliquer les relations déduites au $ 80, en 
vigueur le long d’une ligne de courant, directement à la variation 
des quantités suivant la longueur du tuyau. 

La quantité (la masse) de gaz traversant par unité de temps la 
section transversale du tuyau — ce qu'on appelle le débit — est 
Q = ovS ; elle doit évidemment rester constante suivant l'axe du 
tuyau : 

Q = Spv = const. (90,1) 


Les dimensions linéaires de l'enceinte elle-même sont supposées 
être très grandes par rapport au diamètre du tuyau. De sorte que 
la vitesse du gaz dans l'enceinte pourra être considérée comme 
étant nulle, et de ce fait, toutes les quantités affectées de l'indice 
zéro dans les formules du & 80 représenteront les valeurs des quanti- 
tés correspondantes dans l'enceinte. 

Nous avons vu que la densité du flux j — pv ne saurait dépasser 
une certaine valeur limite jÿ,. [l est donc clair que les valeurs possi- 
bles du débit total de gaz Q auront elles aussi (pour le tuyau donné 
et pour l'état donné du gaz dans l'enceinte) une limite supérieure 
Qmax facile à trouver. Si la valeur j, de la densité du flux n'était 
pas atteinte dans la section la plus étroite du tuyau, dans les sections 
d'aire S moindre on aurait j > j,, chose impossible. Si bien que 
la valeur j — j, ne peut être atteinte qu'au lieu le plus étroit du 
tuyau, dont nous noterons la section Smin. Ainsi, la limite supérieure 
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du débit total du gaz est 
1+v 
2 \2w-1 
Qmax = PaleS min = V'yP0Po (—) L 


Smin. (90,2) 


Envisageons d’abord une tuyère à rétrécissement monotone vers 
l'extrémité extérieure, de sorte que la section minimum est atteinte 
à cette extrémité (fig. 54). En vertu de (90,1), la densité du flux j 
est monotone croissante le long du tuyau. Il en est de même de la 
vitesse v du gaz, et la pression est, en conséquence, monotone décrois- 
sante. Le maximum de j sera atteint si la vitesse v atteint la valeur c 
précisément à la sortie du tuyau, c'est-à-dire si l’on a v, = c, = v, 
(les lettres affectées de l'indice 1 
désignent les valeurs des quantités 
à la sortie du tuyau). On aura aussi q 
simultanément p = p,. 

Suivons la variation du régime 
d'écoulement du gaz lorsque la 1 
pression p. du milieu extérieur où : 
est éjecté le gaz décroît. Lorsque la 
pression extérieure décroît de la 
valeur de la pression p, dans 
l'enceinte à la valeur p,, avec elle Fig. 54 
décroît aussi la pression p, dans 
la section à la sortie du tuyau, et toutes deux (p, et pe) restent égales 
l’une à l’autre; en d’autres termes, toute la chute de pression de p, 
à la pression extérieure est réalisée dans la tuyère. Quant à la vitesse 
de sortie v, et au débit total du gaz Q = j;Smin, ils Sont monotones 
croissants. Lorsque p. = p, la vitesse de sortie devient égale à la 
valeur locale de la vitesse du son, et le débit devient Qmarx. La pres- 
sion extérieure continuant à décroître, la pression de sortie cesse 
de décroître et reste constamment égale à p,; quant à la chute 
de pression de p, à pe, elle se fait à présent en dehors du tuyau, 
dans l’espace ambiant. En d'autres termes, pour aucune pression 
extérieure la chute de pression du gaz dans le tuyau ne peut être 
supérieure à celle de p, à p,; ainsi, pour l'air (p, = 0,53 p;) la 
chute maximum de pression est de 0,47 p,. La vitesse de sortie 
et le débit du gaz restent également (pour ps << p,) constants. 
Ainsi donc, lors de l’éjection par une tuyère se rétrécissant le gaz 
ne peut acquérir une vitesse supersonique. 

En ce qui concerne le mouvement du gaz après la sortie au 
bout du tuyau, si on se borne à l'étude du mouvement dans 
le voisinage immédiat du bord de l'ouverture, on aura en fait affaire 
à l'écoulement autour d'un angle, — le bord de l’angle est en l'occur- 
rence ra de l'ouverture; cet écoulement sera étudié en détail 
au $ 104. 
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L'inaccessibilité des vitesses supersoniques lorsqu'un gaz est 
éjecté d’une tuyère qui va en se rétrécissant est due au fait qu’une 
vitesse égale à la vitesse locale du son ne peut être atteinte qu'à 
même la sortie d’un tel tuyau. Ilest clair qu'une vitesse supersonique 


Fig. 55 


peut être atteinte au moyen d'une tuyère qui va d’abord en se 
rétrécissant, puis en s'élargissant (fig. 55). Une telle tuyère est 
dite convergente-divergente ou de Laval. 


p; P, PB 


Fig. 56 


La densité de flux maximum j,, si elle est atteinte, ne peut l'être 
ici encore que dans la section la plus étroite, de sorte qu'aussi bien 
dans une telle tuyère le débit du gaz ne peut dépasser Suinj,. Dans la 
région du col la densité du flux croît (et la pression décroît) ; sur la 
courbe de la fig. 56, qui représente j en fonction de p !, ceci revient 
à se déplacer de c vers b. Si dans la section Sn est atteint le flux 
maximum (le point b sur la fig. 56), dans la partie divergente de la 
tuyère la pression continuera à décroître, et la densité de flux j 


1 En vertu des formules (80,15) à (80,17), l'équation de cette dépendance cest 


v-1 
= (2) LEE r0P0 [:-(2) ho 
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elle aussi commencera à décroître conformément au déplacement 
sur la courbe de la fig. 56 de b vers a. A la sortie du tuyau, le flux ÿ 
prend alors une valeur bien déterminée qui vaut: 


: . S 
Jimax — J« à 


et la pression prend la valeur p; (un certain point d de cette courbe) 
correspondant à ce flux. Mais si dans la section Shin seul un certain 
point e est atteint, dans la partie divergente de la tuyère la pression 
croîtra conformément au déplacement inverse sur la courbe du point e 
vers le bas. 11 pourrait sembler de prime abord qu'on puisse sauter 
de la branche cb de la courbe, sans passer par le point b, sur la bran- 
che ab par formation d'une onde de choc; mais ceci est impossible, 
car le gaz qui « entre » dans l'onde de choc ne peut avoir une vitesse 
subsonique. 

Ayant en vue toutes ces remarques, suivons à présent la varia- 
tion du régime d'écoulement lorsque la pression extérieure p, croît. 
progressivement. Aux petites pressions, de zéro à la valeur p, = 
= p;, il s'établit un régime pour lequel dans la section Smin Sont 
atteintes la pression p, et la vitesse v, = c,. La vitesse continue de 
croître dans la partie divergente de la tuyère, l'écoulement du gaz 
devient supersonique, et la pression continue de décroître en consé- 
quence, atteignant à la sortie la valeur p, indépendamment de la 
valeur de p.. La chute de pression de p; à p. s’effectue en dehors de 
la tuyère dans l'onde de détente qui part du bord de son ouverture 
(comme on le décrira au $ 104). 

Lorsque p. commence à dépasser la valeur p;, une onde de choc 
oblique apparaît qui part du bord de l'ouverture de la tuyère, com- 
primant le gaz de la pression de sortie p; à la pression pe ($ 104). 
Nous verrons, toutefois, qu'une onde de choc stationnaire ne peut 
partir d’une surface solide que dans la mesure où son intensité n'est 
pas trop grande ($ 103). C'est pourquoi lorsque la pression exté- 
rieure continue de croître, l'onde de choc commence bientôt à péné- 
trer dans la tuyère, et devant elle, sur la surface interne de la tuyère 
il y a décollement. Pour une certaine valeur p, l’onde de choc atteint 
le col de la tuyère, puis elle disparaît ; l'écoulement devient partout 
subsonique avec décollement sur les parois dans la partie divergente 
de la tuyère. Tous ces phénomènes complexes ont maintenant, bien 
entendu, un caractère essentiellement tridimensionnel. 


Problème 


Une faible quantité de chaleur est apportée sur un petit élément de longucur 
au gaz en écoulement stationnaire dans un tuyau. Déterminer la variation de la 
vitesse du gaz qui traverse cette région. Le gaz est supposé parfait. 
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Solution. Soit Sg la quantité de chaleur apportée dans l'unité de 
temps (S est l'aire de la section du tuyau dans la région donnée). De part ct 
d’autre de la région d’échauffement les densités de flux de masse j = pv ct de 
flux d’impulsion p - jv sont égales ; d'où Ap — — jAv, A désignant la variation 
de la quantité correspondante à la traversée de cette région. Quant à la diffé- 


> 
rence des densités de flux d'énergie (w ++) ji, c'est q. Ecrivant wsous la forme 


De Ne 7 vpr. 
(y—1)p  (v—1)j 


on obtient (supposant Av et Ap petits): 


vjAv + Y (pAv+vAp)= 9. 


v—1 
Eliminant Ap de ces deux relations, on trouve: 
ent mr LES . 
p(c2— uv?) 


On voit qu'en écoulement subsonique l'apport de chaleur accélère le flux 
{Av > 0), et qu'il le ralentit en supersonique. 


Ecrivant la température du gaz sous la forme Tee der (R étant la 


<onstante des gaz), on trouve pour sa variation l'expression 


__H — u(v—1)g ne, 2 
AT = 7 (PAP PAS (cv?) ( Ÿ | ) | 


En mouvement supersonique cette expression est toujours positive — la tempé- 
ralure du gaz s'élève; mais en mouvement subsonique elle peut être aussi bien 
négative que positive. 


$ 91. Mouvement visqueux d’un gaz compressible dans 
une conduite 


Envisagcons l'écoulement d'un gaz compressible dans une con- 
duite (de section constante) si longue qu’on ne puisse négliger le 
frottement du gaz contre la paroi, c’est-à-dire la viscosité du gaz. 
Nous supposerons les parois de la conduite athermanes, donc absence 
d'échange de chaleur entre le gaz et le milieu extérieur. 

Lorsque les vitesses d'écoulement sont de l’ordre de la vitesse 
du son ou supérieures (elles seules sont envisagées ici), l'écoulement 
du gaz dans la conduite est, bien entendu, turbulent (si le rayon de 
la conduite n'est pas trop petit). La turbulence du mouvement n’im- 
porte ici que sous un seul aspect. Savoir, nous avons vu au $ 43 qu’en 
écoulement turbulent la vitesse (moyenne) est pratiquement constante 
dans presque toute la section de la conduite et ne s'annule rapide- 
ment qu’à de très petites distances des parois. Dès lors nous suppose- 
rons la vitesse d'écoulement v constante dans toute la section de la 
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conduite, de valeur telle que le produit Spv (S étant l'aire de la sec- 
tion) soit égal au débit total du gaz à travers la section. 

Le débit total du gaz Spv étant constant tout le long de la con- 
duite, et S étant constant par hypothèse, il doit en être de même de 
la densité du flux du gaz 


j = pv = const. (91,1) 


Puis, la conduite étant athermane, sera aussi constant le long de la 
conduite le flux total d'énergie transportée par le gaz à travers la 


section droite. Ce flux vaut Spv (w + +) , et on peut écrire en 
vertu de (91,1): 


ww +2 2 const. (91,2) 


En ce qui concerne l’entropie du gaz s, étant donné le frottement 
interne, elle n'est, bien entendu, nullement constante, mais croît 
avec la progression du gaz dans la conduite. Si x est la coordonnée 
le long de l'axe de la conduite, le sens positif étant celui de l'écou- 
lement, on peut écrire: 


Es 0: (91,3) 


Dérivons à présent la relation (91,2) par rapport à x. Nous 
rappelant que dw =—T ds + de on obtient : 


TS +vB+ y L Lo. 


Puis, substituant ici 
dv OV \ dp av ds 
— — (CS) —— + (5), ; (91,4) 


il vient : 


rem (né -vter (JE ere 


D'après la formule thermodynamique connue, 


EE 
(),= Cp \ OT Jp 
Le coefficient de dilatation thermique des gaz est positif. Aussi dé- 
duit-on en vertu de (91,3) que toute l'expression du premier membre 
de (91,5) est elle aussi positive. Quant au signe de la dérivée % ; 
il coïncide donc avec celui de l'expression 


er (DJ-É- 
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On voit que 

ca <0 pour v<c, 
4 (91,6): 
TL >0 pour v>c. 


De sorte qu'en écoulement subsonique la pression décroît en aval: 
(ainsi que pour un fluide incompressible). En écoulement superso- 
nique, elle croît le long de la conQuite 


On détermine de même le signe de © es . Etant donné que j = v/V = 
= const, le signe de‘ ee 2 coïncide avec .. de la dérivée S . Or, celle- 


: , $ io su ds 
ci peut s'exprimer au moyen de la dérivée positive == compte tenu 
de (91,4) et (91,5). On trouve finalement que 


qe 0 pour v<c, 

l'A = 
dv (91,7) 
Te 0 pour v>c. 


c'est-à-dire que la vitesse croît en aval en mouvement subsonique 
et décroît en supersonique. 

Deux grandeurs thermodynamiques quelconques du gaz qui s’écou- 
le dans la conduite sont des fonctions l’une de l’autre, tout à fait 
indépendantes, notamment, de la loi de résistance de la conduite. 
Ces fonctions dépendent, comme d'un paramètre, de la valeur de la 


constante j et sont déterminées par l'équation w + I = = Const, 


qui s’oblient en éliminant la vitesse des équations de conservation 
de la masse et de l'énergie du gaz. 

Voyons quelle est l'allure, par exemple, des courbes de l’entropie 
en fonction de la pression. Recopiant (91,5) sous la forme 


dp ri (5) . 


on voit qu'au point où v=c l'entropie présente un extrémum. 
Il est facile de voir que c'est un maximum. En effet, on a pour la 
valeur de la dérivée seconde de s par rapport à p en ce point: 


PV CA 
ds _ ( dp® ). 


Fe (T 
p 


<0 
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{ce qui résulte de Ja positivité partout supposée de la dérivée 


{a 
G))- 

Ainsi, les courbes de s en fonction de p ont l'allure représentée 
sur la fig. 57. A droite des maxima se trouve le domaine des vitesses 
subsoniques, à gauche, celui des supecrsoniques. Lorsque le paramètre 
j croît, les courbes descendent. En effet, dérivant l'équation (91,2) 
par rapport à j à p constant, 
äl vient: 


ds ju? 


Une conclusion intéres- 
sante peut être faite à partir 
«des résultats déduits. Sup- 
posons Ja vitesse du gaz 
inférieure à celle du son à 
l'entrée de la conduite. 
L'entropie croît en aval et 
la pression décroît ; ceci cor- de 
respond au déplacement sur Fig. 57 
la branche droite de la cour- 
be s— s (p) de B versO (fig. 57). Mais ceci ne peut continuer que tant 
que l'entropie n'a pas atteint sa valeur maximum. La description 
ultérieure de la courbe au-delà de © (c'est-à-dire dans le domaine 
des vitesses supersoniques) est impossible, car elle correspondrait 
à la diminution de l'entropie du gaz à mesure qu’il s'écoule dans la 
conduite. La transition de la branche BO sur la branche OA ne peut 
non plus être réalisée par apparition d’une onde de choc, étant donné 
que la vitesse du gaz qui « entre » dans l'onde de choc ne peut être 
subsonique. | 

Nous sommes ainsi conduits à cette conclusion que si à l'entrée 
de la conduite la vitesse du gaz est inférieure à celle du son, le mou- 
vement reste subsonique sur toute son extension. La vitesse ne peut 
être égale à la vitesse locale du son, si toutefois elle le peut, qu’à 
la sortie de la conduite (si la pression du milieu extérieur où est 
éjecté le gaz est suffisamment basse). 

Pour réaliser l’écoulement supersonique du gaz dans la conduite, 
il faut qu'il y soit introduit à la vitesse supersonique. Vu les proprié- 
tés générales du mouvement supersonique (l'impossibilité de la pro- 
pagation des perturbations en amont), l'écoulement ultérieur du gaz 
s'effectuera en toute indépendance des conditions à la sortie de la 
conduite. Notamment, la croissance de l'entropie le long de la con- 
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duite se fera d’une manière bien déterminée, et sa valeur maximum 
sera atteinte à une distance déterminée x = /, de l'entrée. Si la 
longueur totale de la conduite ! << l,, le mouvement sera superso- 
nique sur toute sa longueur (ce à quoi correspond le déplacement 
sur la branche 40 de À vers O). Mais si ! > 1}, l'écoulement ne peut 
être supersonique sur toute la longueur de la conduite et, dans le 
même temps, il ne saurait se transformer d'une manière continue 
en subsonique, puisque la branche OB de la courbe ne peut être dé- 
crite que dans le sens de la flèche. Dès lors, l'apparition d'une onde 
de choc transformant par saut le mouvement de super en subsonique 
est inévitable. Alors la pression croît, on passe de la branche AO 
à la branche BO sans passer par O, et l'écoulement est subsonique 
sur toute la longueur restante de la conduite. 


$ 92. Mouvement unidimensionnel autosimilaire 


Une catégorie importante de mouvements unidimensionnels non 
stationnaires d’un gaz compressible est celle des écoulements qui se 
déroulent dans des conditions caractérisées par des paramètres de 
vitesse, mais non de longueur. L'exemple le plus simple en est fourni 
par le mouvement d’un gaz dans une conduite cylindrique infinie 
d'un côté et fermée de l’autre par un piston, alors que celui-ci se 
met en mouvement avec une vitesse constante. 

Outre le paramètre de vitesse, un tel écoulement est encore dé- 
terminé par des paramètres qui donnent, pour fixer les idées, la pres- 
sion et la densité du gaz à l'instant initial. Cependant, on ne saurait 
former avec tous ces paramètres de combinaisons ayant la dimension 
de la longueur ou du temps. Il en résulte que les distributions de 
toutes les quantités ne peuvent dépendre de la coordonnée x et du 
temps { que par leur rapport x/t, qui a les dimensions d'une vitesse. 
Autrement dit, ces distributions sont, à différents instants, entre: 
elles semblables, ne différant que par leur échelle le long de l'axe. 
des x, qui croît en raison du temps. C'est dire que si l’on mesure les 
longueurs dans des unités croissant proportionnellement à #, l'image. 
du mouvement se conserve. Un mouvement dont l'image reste in- 
variable dans le temps moyennant un changement adéquat de l’échel- 
le des longueurs est dit autosimilaire. 

L'équation de conservation de l’entropie pour un mouvement 
qui ne dépend que de la seule coordonnée x s'écrit : 


ôs äs 
De À Va z 0. 


Considérant que toutes les quantités ne dépendent que de la variable 
E—zx/t, et notant que 
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on aura (0, — E)s’ — 0 (l'accent désigne la dérivation par rapport 
à £). D'où s’ = 0, soit s — const ; ainsi, un mouvement unidimen- 
sionnel autosimilaire est nécessairement isentropique. De même, 
on déduit des “ue en y et z de l’équation d'Euler 


_ 
TE 7 —7=0, 


que v, et v. sont constantes ; sans nuire à la généralité, il sera loisible 
dorénavant de les considérer comme nulles. 

Puis, l'équation de continuité et la composante en x de l’équa- 
tion d’'Euler s'écrivent: 


2. 


ra A 4 Ve DE =0 


ôp êv dæ 

0 TP Ge VS 0 A: 
dr du 1 ôp 

TV p 0 (ee) 


(à partir d'ici nous écrirons v au lieu de v.). Après l'introduction: 
de la variable £, elles prennent la Fu 


(v—E) p°+ pv" = (92,3) 

CES =. (92,4 

(Eu égard à la constance de 0 entropie, nous écrivons dans la seconde 
équation p'=— (SE) = c°p".) 


Ces équations admettent, tout d’abord, la solution triviale v — 
= const, p — const — flux uniforme de vitesse constante. Pour 
trouver la solution non triviale, éliminons des équations p’ et v’, 
ce qui donne (v — E}? = c*, d'où E = v + c. Nous retiendrons dans 
cette relation le signe plus: 


F=v+c (92,5) 


(le choix du signe signifie qu'on adopte une certaine condition pour 
le choix du sens positif de l’axe des x, dont la signification sera ex- 
plicitée plus bas). Enfin, substituant v — £ — —c dans (92,3), 
il vient cp’ = pv’, ou p dv = c dp. La vitesse du son est fonction de 
l’état thermodynamique du gaz; prenant pour quantités thermodyna- 
miques fondamentales l'entropie s et la densité p, on peut repré- 
senter la vitesse du son par une fonction de la densité c(p) pour une 
valeur donnée constante de l'entropie. Etant entendu que c est une 
telle fonction, nous écrirons, en vertu de l'égalité déduite, 


V = cd = Î gp “ (92,6) 
P cp 
1 L'hypothèse v, — 5 = 0 contredirait les autres équations du mouve. 


ment: (92,3) donnerait v, = const, contrairement à l'hypothèse faite. 
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Cette formule peut aussi bien s'écrire sous la forme 
v= | V —dpdÿ, (92,7) 


où le choix de la variable indépendante n'est pas fixé. 

Les formules (92,5), (92,6) déterminent la solution cherchée des 
équations du mouvement. Si la fonction c(p) est connue, on calcule 
au moyen de la formule (92,6) la vitesse v en tant que fonction de la 
densité. L'équation (92,5) définit alors sous forme implicite la den- 
sité en fonction de x/t, puis la dépendance de toutes les autres quan- 
tités par rapport à x/f se trouve également déterminée. 

Etablissons quelques propriétés générales de la solution déduite. 
Dérivant l'équation (92,5) par rapport à x, il vient: 


dp d(v-+c) = 
1 = 1. (92,8) 


Pour la’ dérivée de v+c on obtient à l’aide de (92,6) 


d(v+c) __c de __1 d(pc) 
an PT pd 


dp 7 pd? 
Or, 
Top 1 
pe=py = — 
7 op 


dérivant cette expression, il vient: 


dpc) __ 2 d(pe) __ pics f ol 9 
dp © dp — 2 Ge ). (92,9) 
De sorte que 
d(u+e) _ pt fo 
Re (+), >0. (92,10) 


Aussi résulte-t-il de (92,8) que pour t>0 on a 201. Notant 

9p 2 F ; ÈS Ôp ï | 
que --=c-, on en déduit qu'aussi bien ne > 0. Enfin, on a 
de _ € d 


dv se late 
De oct de sorte que 3 >0. On a donc les inégalités : 


ap ap dv ; 
H>0, >0, —>0. (92,11) 


1 Hn'y a pas lieu de considérer les temps { < Ü pour le mouvement auto- 
similaire étudié. Un tel mouvement ne peut être dû qu’à la présence d'une sin- 
gularité dans les conditions initiales du mouvement à l'instant £ — 0 au point 
zx = 0, si bien qu'il s'effectuera pour # => 0 (ainsi, dans l'exemple au piston, 
à l'instant ? = 0 la vitesse du piston varie par saut ; voir également le paragra- 
phe suivant). 
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Le sens de ces inégalités apparaît mieux si l'on suit non pas la 
variation des quantités suivant l’axe des x (pour t donné), mais 
leur variation au cours du temps pour l'élément de gaz donné en 
mouvement dans l’espace. Ces variations sont déterminées par les 
dérivées totales par rapport au temps; ainsi, il vient pour la densité 
en utilisant l'équation de continuité: 


ge - 2 Br » dc 


_ àt 
En vertu de la troisième des inégalités (92,11), cette quantité est 
négative ; avec elle, bien entendu, est négative la dérivée TL: 

d d c 

T<0 <O. (92,12) 


pe même [utilisant l'équation d’Euler (92.2)], on peut s'assurer 
que T< O0; mais cela ne signifie pas que la vitesse décroît avec le 


temps en valeur absolue, & pouvant être négative. 

Les inégalités (92,12) montrent que la densité et la pression de 
chaque élément du gaz décraissent lors de son mouvement dans l’es- 
pace. En d'autres termes, le mouvement du gaz est accompagné 
de sa raréfaction monotone. Par conséquent, le mouvement envisagé 
peut être appelé onde de raréfaction non station- 
naire. 

Une onde de raréfaction ne peut s'étendre qu'à distance finie le 
long de l'axe des r; on le voit déjà du fait que la formule (92,5) 
conduirait pour x — + oo à un résultat absurde — la vitesse serait 
infinie. 

Appliquons la formule (92,5) au plan délimilant la région de l’es- 
pace occupée par l'onde de raréfaction. Alors, x/t sera la vilesse du 
mouvement de cetle frontière dans le système de coordonnées choisi 
fixe. Quant à sa vitesse relativement au gaz lui-même, elle est égale 


. . a Tr « . . 
à la différence = et donc, en vertu de (92,5), à la vitesse locale 


du son. C'est dire que les frontières de l’onde de raréfaction consti- 
tuent des discontinuilés faibles. L'image du mouvement autosimi- 
laire dans divers cas concrets est donc formée par des undes de raré- 
faction et de régions à écoulement constant séparées l’une de l'autre 
par des surfaces de discontinuités faibles !. 

Notre choix du signe dans la formule (92,5) correspond, on le 
voit à présent, au fait que ces discontinuités faibles sont supposées 
se mouvoir par rapport au gaz dans le sens positif de l'axe des x. 
Les inégalités (92,11) sont justement conditionnées par ce choix; 


1 En outre, bien entendu. on peut aussi avoir diverses régions à écoulement 
constant séparées entre elles par des ondes de choc. 
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quant aux inégalités (92,12), il va de soi qu'elles sont indépendantes 
du choix du sens de l'axe des x. 

Dans la position usuelle des problèmes concrets l'onde de raré- 
faction est limitée d’un côté par une région où le gaz est immobile. 
Supposons cette région (J sur la fig. 58) située à droite de l’onde de 
raréfaction. La région ZI est l'onde de raréfaction, et ZZI est le gaz 
en mouvement à vitesse constante ; les flèches sur la figure indiquent 
les directions du mouvement du gaz et du déplacement des discon- 
tinuités faibles délimitant l'onde de raréfaction (la discontinuité a 
se meut nécessairement du côté du gaz au repos, la discontinuité 
b pouvant se mouvoir dans les deux sens selon la grandeur de la 
vitesse atteinte dans l'onde de raréfaction; cf. prob. 2). Ecrivons 


F3 
ZT H 
A 


Fig. 58 


explicitement les relations entre les diverses quantités dans une 
telle onde de raréfaction, en supposant le gaz parfait. En processus 
adiabatique pT'/1-* = const. La vitesse du son étant en raison 
de VT, cette relation peut s’écrire sous la forme 


9 
s 


p=p (=). (02,13) 


co 
Substituant celle expression dans l'intégrale (92,6), il vient : 
2 2 
ca | de na 0) ; 


la constante d'intégration a été choisie de sorte que € = ca pour 
v = 0 (on distingue par l'indice zéro les valeurs des quantités au 
point où le gaz est au repos). Nous allons exprimer toutes les quanti- 
tés en fonclion de v, tout en ayant en vue que. pour la disposition 
convenue des régions, la vitesse du gaz est dirigée dans le sens né- 
gatif de l'axe des x, de sorte que v << 0. Ainsi, 


= |v], (92,14) 


LU = 


ce qui détermine la vitesse locale du son en fonction de la vitesse 
du gaz. Substituant dans (92,13), on trouve pour la densité : 


p=poe (1-15 CDS (92,15) 


2 co 
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et de même pour la pression 


1 1 ; 
p= po | SH - (92,16) 
Enfin, substituant (92,14) dans (92,5), il vient : 
2 z 
= (o— +), (2,17) 


ce qui donne v en fonction de x et é. 

La quantité c ne saurait être, de par son essence même, négative. 
Aussi bien peut-on tirer de la formule (92,14) l’importante conclu- 
sion que la vitesse doit vérifier l'inégalité 


2co . 
ll<- ZT: (92,18) 


si cette valeur limite est atteinte par la vitesse, la densité du gaz 
(ainsi que p et c) s’annule. Ainsi donc, le gaz initialement au repos 
ne peut s’accélérer lors de sa détente non stationnaire dans 
l’onde de raréfaction que jusqu’à une vitesse non supérieure à Æs. : 

Mention a déjà été faite au début du paragraphe de l'exemple 
simple du mouvement autosimilaire engendré dans une conduite 
cylindrique lorsque le piston se met en mouvement à vitesse cons- 
tante. Si le piston «est tiré hors de la conduite », il crée derrière 
lui une raréfaction, et survient l'onde de raréfaction décrite plus 
haut. Si le piston est « poussé » dans la conduite, il crée devant lui 
une compression du gaz, et la transition à la pression initiale infé- 
rieure ne peut se faire que dans l’onde de choc, laquelle se forme de- 
vant le piston et progresse dans la conduite (cf. problèmes de ce para- 
graphe) !. 


Problèmes 


1. Un gaz est contenu dans une conduite cylindrique illimitée d’un côté ct 
fermée par un piston de l'autre. A l'instant inilial le piston commence son 
mouvement dans la conduite à vitesse constante U. Déterminer le mouvement 
du gaz engendré (le gaz est supposé parfait). 


1 Mentionnons le problème analogue tridimensionnel de mouvement auto- 
similaire à symétrie centrale d’un gaz dû à la dilatation uniforme d’une sphère. 
I1 se forme devant la sphère une onde de choc également sphérique qui se dilate 
à vitesse constante. Contrairement au cas unidimensionnel, la vitesse du mouve- 
ment du gaz entre la sphère ct l'onde n'est pas constante; l'équation qui la 
définit en fonction du rapport r/t (et donc la vitesse de propagation de l'onde de 
choc) ne peut être intégrée sous forme analytique. 

Ce problème a été examiné la première fois par L. Sédov (1945) (cf. à ce 
sujet son livre « Les méthodes de similitude et dimensionnelles en mécanique », 
Editions Naouka, 1966) et par G. I. Taylor, Proceedings of tho Royal Society, 
A186, 273, 1946. 
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Solution. Il se forme devant le piston une onde de choc qui progresse 
dans la conduite. A l'instant initial les positions de cette onde et du piston 
coïncident, puis l’onde « distance » le piston et il se forme unc région de gaz 
entre elle ct le piston (région 2). Dans la région devant l'onde de choc (région /) 
la pression du gaz est égale à sa valeur initiale p,, et la vitesse (par rapport à la 
conduite) est nulle. Dans la région 2 le gaz se meut à vitesse constante, qui 
est celle du piston U (fig. 59). La différence des vitesses des gaz 1 ct 2 est donc 
égale à cette même valeur U, et on peut écrire en vertu des formules (82,7) ct 
(85,1): 

2; 


U — D — Vy— Vo) = (po — pe L 
Ve Pi) ( 1 2) (pe Pi) —1) Pr + + 1) pa 
On en déduit pour la pression p> du gaz entre le piston et l'onde de choc 
9 » 4) U2 vU . + 120? 
Ps 3,700 14 


Pi Ac? 16c? 
Connaissant p2, on peul calculer, d’après les formules (85,4), la vitesse de l'onde 
de choc par rapport aux gaz devant ct derrière clle. Le gaz / étant au repos, La 
vitesse de l’onde par rapport au gaz est sa 
vitesse de propagation dans la conduite. 
Si la coordonnée z le long de la conduite 
est rapportée à la posilion iniliale du 
piston (le gaz se trouvant du côté des 
z > 0). il vient pour la position de l'onde 
de choc à l'instant 1: 


— v+1 ; (y +1»? 9 2 
et (Eux 6 “2 +4} 


(la position du piston, elle, est r == Ut). 
2. Même problème si le piston est tiré 
Fig. 59 hors de la conduite avec la vitesse U. 

Solution. Avec le piston confine 

une région de gaz (1 sur la fig. 60,a) 

se mouvant dans le sens négatif de l'axe des z avec la vitesse constante —U 

égale à celle du piston. Puis vient l'onde de raréfaction 2 dans laquelle le gaz 

se meut dans le sens négatif de l'axe des x avec une vitesse variant de la valeur 

—U à zéro d'après la loi linéaire (92,17). La pression, elle, varie suivant la loi 
(92.16) de 


2v 
( __v=1{ ) 
Pi Po CRE 


dans le gaz 1 à po dans le gaz immobile 3. La frontière entre les régions 2 
ct I est déterminée par la condition v——U; en vertu de (92,17), on a: 
N 


+1 
Tz= (co =? k u) t=(c—U)t 
(cest la vitesse du son dans le gaz 7). A la frontière avec la région 3 on a v = (. 
d'où z = cot. Ces deux frontières constituent des discontinuités faibles, dont 
la seconde se meut toujours vers la droite (elle fuit le piston): la première, elle 
(la frontière Z — 2), peut progresser aussi bien à droile (comme on l'a repré- 
2ca 


EC 


senté sur la fig. 60,a) qu'à gauche — si la vitesse du piston U > 
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2 2 
20, Maissi U>—<0, il se 
» — À 1 


9 — 


L'image décrite n'existe que si U << 


forme devant le piston une région de vide (le gaz, en quelque sorte, « n’ar- 
: Ne CesE , pone g À ! 
rive pas » à suivre le piston), qui s'étend du piston au point de coordonnée 
2 2 ie 

& (1 sur la fig. 60,b). En ce point v = — 2 ; clle cest suivie 

par la région 2 où la vitesse tombe à zéro (au point x — cot), puis vient la 
région 3 du gaz immobile. . : 

3. Un gaz est enfermé dans une conduite cylindrique illimitée d’un côté 

(x > U) et fermée 'par un bouchon de l'autre (x :- U). A l'instant t — 0 


T= — 


V 
Ve 
a) 
Co 
(co-Bire) £ 
y 
# 
-U 7 Go £ b) 6. £ 
Fig. 60 Fig. 61 


on enlève le bouchon ct libère le gaz dans le milieu extérieur, dont la pression 
re (st inférieure à la pression initiale p, dans la conduite. Déterminer le mouve- 
ment engendré du gaz. 
Solution. Soit —w la vitesse du gaz correspondant, d’après la formule 
(92,16), à la pression extérieure p.; pour z = OÜett > Uon doitavoirv = — ve. 
12: 2co 
Si va < +1 


2c . : : Re : 5 
Pour ve — DEEE [ce qui correspond à une vitesse d’éjection égale à la vitesse 


. on obtient l'image de distribution de la vitesse de la fig. 61,a. 


locale du son à la sortie de la conduite, ce dont on peut s'assurer aisément en 
posant v—c dans la formule (92,14)] la région de vitesse constante disparaît et on 
2co 
v+1 
d'éjection du gaz dans les conditions considérées. Si la pression extérieure 
2v 
2 \v-i 
Pe < Po Cr ) ' 


obtient l'image dela fig. 61,b. La quantité représente la vitesse maximum 


(1) 


la vitesse correspondante &. deviendrait supérieure à eo: . En réalité, la pres- 


sion à la sortie de la conduite restera égale à la valeur limite (1), et la vitesse 
2co à 
+1” 


le milicu extéricur. 


d’éjection, à 


la chute de pression restante (jusqu’à pe) s'effectue dans 


454 MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL D'UN GAZ COMPRESSIBLE 


4. Uno conduite infinie cst obturée par un piston. D'un côté du piston 
(x << 0) on a à l'instant initial un gaz sous la pression po, de l'autre (x > 0), 
le vide. Déterminer le mouvement ei piston sous la poussée du gaz. 
Solution. Il se forme dans le gaz une onde de raréfaction dont l'une 
des frontières se déplace avec le piston vers la droite, et l'autre, vers la gauche. 
Equation du mouvement du piston F 
v 
dU y—1 U\v-1 
Pa — Po (: 2 ——) 


(U est la vitesse du piston, m la masse par unité d’aire). Il vient en 
intégrant : 


von finfeette 


2mc9 
5. Déterminer le mouvement dans une onde de raréfaction autosimilaire 


isotherme. 
Solution. La vitesse isotherme du son est 


7°f op RAT 
eV (6), + 
et à température constante c—const=c.. En vertu de (92,5) et (92,6), on 


trouve donc : 


= P__ SP ie 
v=Ccr Cr In or à Cro* 


$ 93. Discontinuités dans les conditions initiales 


Les discontinuités dans les conditions initiales peuvent être un 
des facteurs les plus importants de l'apparition de surfaces de dis- 
continuité dans un gaz. Les conditions initiales (c'est-à-dire les 
distributions initiales de la vitesse, de la pression, etc.) peuvent être 
données, en général, arbitrairement. Notamment, ces distributions 
initiales ne doivent pas, tant s'en faut, être nécessairement des 
fonctions partout continues, et elles peuvent présenter des 
discontinuités sur certaines surfaces. Par exemple, si, à un certain 
instant, le contact est établi entre deux masses de gaz portées à 
différentes pressions, leur surface de contact sera une surface de 
discontinuité dans la distribution initiale de la pression. 

Un fait essentiel est que les sauts des diverses quantités dans les 
discontinuités des conditions initiales (que nous appellerons discon- 
tinuités initiales) peuvent être absolument arbitraires; aucune 
relation ne doit exister entre eux. Or, on sait que sur une surface 
de discontinuités pouvant exister dans un gaz en tant que formations 
stables, des conditions déterminées doivent être observées; ainsi, 
les sauts de pression et de densité dans une onde de choc sont liés 
par l’adiabatique de choc. Par conséquent, il est clair que, si ces con- 
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ditions nécessaires ne sont pas observées dans la discontinuité ini- 
tiale, celle-ci ne pourra certainement pas continuer d'exister à ce 
titre par la suite. Elle se désintègre en général en plusieurs discon- 
tinuités possibles (onde de choc, discontinuité tangentielle, discon- 
tinuité faible); une fois apparues, ces discontinuités divergeront 
l'une de l'autre au cours du temps. L'étude générale de la question 
du comportement d’une discontinuité quelconque a été faite par 
N. Kotchine (1926). 

Au cours d’un petit laps de temps suivant l'instant & = 0 les 
discontinuités de fragmentation de la discontinuité initiale ne se 
sont pas éloignées encore à de grandes distances l’une de l’autre, si 
bien que l'image tout entière du mouvement étudié sera localisée 
dans un volume relativement restreint contigu à la surface de dis- 
continuité initiale. Comme d'habitude, il suffira d'examiner dans 
le cas général divers éléments de la surface de discontinuité initiale, 
lesquels seront supposés plans. Ceci étant, on pourra se borner à 
l'étude d’une surface de discontinuité plane, que nous prendrons 
pour plan y, z. Par raison de symétrie, il est évident que les dis- 
continuités qui ont résulté de la fragmentation de la discontinuité 
initiale pour { >>0 sont elles aussi planes et normales à l’axe des x. 
L'image tout entière du mouvement ne dépendra que de la seule 
coordonnée x (et du temps), et nous sommes ramenés à un problème 
à une dimension. En raison de l'absence de paramètres caractéris- 
tiques de longueur et de temps quels qu'ils soient, le problème est 
autosimilaire et les résultats déduits au paragraphe précédent sont 
utilisables. 

Les discontinuités de fragmentation doivent évidemment partir 
du lieu de leur formation, du siège de la discontinuité initiale. I] 
est facile de voir qu'il ne peut alors partir dans chacun des deux sens 
de l’axe des x qu’une seule onde de choc ou une seule paire de 
discontinuités faibles limitant une onde de raréfaction. 

En effet, si, par exemple, dans le sens positif de l'axe des x 
progressaient deux ondes de choc formées en un même lieu à 
l'instant { — 0, l'onde avant devrait se déplacer avec une vitesse 
supérieure à celle de l'onde arrière. Or, conformément aux proprié- 
tés générales des ondes de choc, la première doit se mouvoir par rap- 
port au gaz laissé derrière elle avec une vitesse inférieure à celle du 
son c dans ce gaz, la seconde devant se mouvoir par rapport à ce 
même gaz avec une vitesse supérieure à c (dans la région comprise 
entre les deux ondes de choc c — const), c’est-à-dire qu'elle doit 
rattraper la première. Pour la même raison, une onde de choc et 
une onde de raréfaction ne sauraient se suivre dans une même di- 
rection (il suffit de noter que les discontinuités faibles se meuvent 
par rapport aux gaz devant et derrière elles avec la vitesse du son). 
Enfin, deux ondes de raréfaction simultanément apparues ne sau- 


456 MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL D'UN GAZ COMPRESSIBLE 


raient diverger. la vitesse du front arrière de la première étant égale 
à celle du front arrière de la seconde. 

Outre les vndes de choc et les undes de raréfaction, à l'issue de 
sa désintégration la discontinuité initiale doit. en général. aussi 
donner naissance à une discontinuité tangentielle. Une telle discon- 
tinuité est certainement nécessaire si les composantes transversales 
Uy L. de la vitesse présentaient des sauts dans la discontinuité ini- 
Liale. Etant donné que ces composantes de la vitesse ne varient ni 
dans l’onde de choc, ni dans l’onde de raréfaction, leur saut aura tou- 
jours lieu sur la discontinuilé tangentielle, qui reste là où se trou- 
vait la discontinuité initiale ; de part et d'autre de cette discontinuité 
vy. LV, resteront constantes (en réalité, bien entendu. en raison de 
l'instabilité de la discontinuité tangentielle, avec le saut de la vites- 
se, elle ira, comme toujours, s’étaler au cours du temps en région 
turbulente). 

La discontinuité tangentielle doit toutefois apparaître même 
si v,, v, ne présentent pas de saut dans la discontinuité initiale (sans 
restreindre la généralité, on pourra supposer dans ce cas — et on 
le supposera ci-dessous — que les constantes v, et v, sont nulles). 
Les considérations suivantes l’attestent. Les discontinuités résul- 
tant de la désintégration doivent permettre de passer de l'état donné 1 
du gaz d’un côté de la discontinuité initiale à l’état donné 2 de 
l’autre côté. L'état du gaz est déterminé par trois quantités indé- 
pendantes, par exemple p, p et v. = v. Il faut donc disposer de trois 
paramètres arbitraires afin de passer, par un certain jeu de discon- 
tinuités, disons de l’état 7 à un état 2 arbitraire donné. Or, on sait 
qu'une onde de choc (perpendiculaire à la direction du flux) progres- 
sant dans un gaz dont l’état thermodynamique est donné est complè- 
tement déterminée par un seul paramètre ($ 82). Il en est de même 
d'une onde de raréfaction [ainsi qu'il résulte des formules (92,14) 
à (92,16), pour un état donné du gaz qui entre dans l'onde de raré- 
faction, l’état du gaz qui en sort est complètement déterminé par la 
donnée d’un de ses paramètres]. Par ailleurs, on a vu qu'à l'issue 
de la désintégration il ne peut partir de chaque côté plus d’une onde 
de choc ou de raréfaction. On ne dispose donc que de deux paramè- 
tres en tout, ce qui est insuffisant. 

La discontinuité tangentielle qui apparaît à la place de la dis- 
continuité initiale représente précisément ce troisième paramètre 
qui fait défaut. Sur cette discontinuité la pression reste continue; 
quant à la densité (et avec elle la température. l’entropie). elle 
subit un saut. La discontinuité tangentielle est bilatéralement im- 
mobile par rapport au gaz, aussi bien ne peut-on lui appliquer les 
considérations précédemment utilisées sur le « dépassement » 
réciproque de deux ondes progressant dans la même direc- 
tion. 
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Les gaz qui se trouvent de part et d'autre de la discontinuité 
tangentielle ne se mélangent pas, puisqu'on n'a pas de mouvement 
du gaz à travers la discontinuité tangentielle ; dans toutes les varian- 


tes énumérées ci-dessous, ces gaz 
peuvent même appartenir à diffé- 
rentes substances. 

Nous avons représenté schéma- 
tiquement sur la fig. 62 tous les 
types possibles de désintégration de 
la discontinuité initiale. Le trait 
plein donne l’allure de la variation 
de la pression le long de l'axe des x 
(la variation de la densité serait re- 
présentée par une ligne de même allu- 
re, avec cette seule différence qu'on 
aurait aussi un saut sur la discon- 
tinuité tangentielle). Les segments 
verticaux représentent les disconti- 
nuités formées, les flèches indiquant 
leurs sens de déplacement et ceux du 
gaz. Le référentiel partout choisi est 
celui dans lequel la discontinuité 
tangentielle est au repos; avec elle 
est au repos le gaz dans les régions 
contiguës 3, 3’. Les pressions, densités 
et vitesses des gaz dans les régions 
extrèmes à gauche et à droite Z et 
2 sont les valeurs des quantités cur- 
respondantes à l'instant { = 0 de 
part et d'autre de la discontinuité 
tangentielle. 

Dansle premier cas(que nous trans- 
crirons conventionnellement sous 
la forme 7 — C + TC —, fig. 62,a), 
la discontinuité initiale Z donne 
naissance à deux ondes de choc C 
qui progressent en sens contraires et 
à la discontinuité tangentielle T 


IFRAR + d) 


Onde de choc 
Discontinuite tangentielle 
Discontinuité faible 


Fig. 62 


située entre elles. Ce cas est réalisé par la collision de deux masses 
de gaz lancées l’une contre l’autre à grande vitesse. 

Dans le cas Z— C <— TR — (fig. 62,b), d'un côté de la discon- 
tinuité tangentielle se propage une onde de choc, et de l’autre, une. 
onde de raréfaction R. On réalise par exemple ce cas en mettant en 
contact à l'instant initial deux masses de gaz immobiles l’une par 
rapport à l’autre (vs — v, — 0) cumprimées à différentes pressions. 
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En effet, c’est seulement dans le second des quatre cas représentés 
sur la fig. $2 que les gaz Z et 2 se meuvent dans le même sens, de 
sorte qu’on peut avoir wi = V2. 

Puis, dans le troisième cas (1 + R + TR —), de chaque côté 
de la discontinuité tangentielle progresse une onde de raréfaction. 
Si les gaz Z et 2 se repoussent l’un l’autre avec une vitesse suffisam- 
ment grande U2 — 1, dans les ondes de raréfaction la pression dans 
sa chute peut s'annuler. On a alors l'image de la fig. 62,d; une ré- 
gion de vide 3 se forme entre les régions 4 et 4’. 

Etablissons les conditions analytiques déterminant le caractère 
de la désintégration de la discontinuité initiale en fonction de ses 
paramètres. Nous supposerons dans tous les cas p: > p1, et prendrons 
partout pour sens positif de l’axe des x celui du domaine Z vers le 
domaine 2 (conformément à la fig. 62). 

Considérant que les gaz situés de part et d'autre de la disconti- 
nuité initiale peuvent être des gaz de différentes substances, nous les 
spécifierons par les indices Z et 2. 

4. Désintégration 1—C+<TC—. Si ps =p, vs =v, Vas 
V, sont la pression, la vitesse et les volumes spécifiques dans les ré- 
gions 3 et 3’ formées à l'issue de la désintégration, on a p3 >p2 > 
> p1, et les volumes V, et V: sont déterminés en tant qu'abscisses 
des points d’ordonnées p, sur les adiabatiques de choc menées res- 
pectivement par les points p:, Vi et p2, V2 pris pour points initiaux. 
Etant donné que les gaz dans les régions 8 et 8’ sont immobiles dans 
le référentiel choisi, on peut écrire d’après (82,7) pour les vitesses 1, 
-<t v, respectivement dirigées dans les sens positif et négatif de l'axe 
des z: 


En Vs— pi) (Vi— Vs), v2== —V (ps— p2) (Va— V2). 
La plus petite valeur que puisse prendre la pression p;, pour les 
valeurs données p; et p2, sans violer l'hypothèse initiale (p; >pe > 
>p1), c'est p3 = p2. Considérant aussi que la différence v, — v2 


est une fonction monotone croissante de p;, on trouve l'inégalité 
<herchée 


Dave > V(pe— ps) (Vi —V”), (93,1) 
V' désignant le volume qui est l'abscisse du point d’ordonnée p2 
de l’adiabatique de choc du gaz Z menée par le point p;, V; pris pour 
point initial. Calculant V’ d’après la formule (85,1) (en y écrivant V” 


au lieu de V:), on obtient pour un gaz parfait la condition (93,1) 
sous la forme 


nn> POV Genre (2) 


Notons que les conditions (93,1) et (93,2), qui établissent la borne 
des valeurs possibles de la différence des vitesses v; — v,, ne dépen- 
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dent pas, de toute évidence, du choix du système <e coordon- 
nées. 

2. Désintégration 7 —C<TR—. Ici pi < p;3 = p: << p>. Pour 
la vitesse du gaz dans le domaine 7 on a de nouveau: 


Va Vs — Ps) (Vs — V3), 


et la variation totale de la vitesse dans l'onde de raréfaction 4 
vaut d'après (92,7) 


Pour les p, et p. données, les valeurs de p, sont comprises entre p; 
et p2. Remplaçant p; dans la différence v; — v, tantôt par p1, tan- 
tôt par p2, on obtient la condition 


P2 
—[V = <n-v<VW=pD VV). (03,3) 
P1 


Ici V' a la même signification que dans le cas précédent ; l'expres- 
sion déterminant la limite supérieure de la différence v, — v, doit 
être calculée pour le gaz 1, et la limite inférieure, pour le gaz 2. 
Il vient pour un gaz parfait: 


a? 1 


Er [i- (9 ]<u-n< 


27; 
Re PV TRUE TR Armenm (98, 
= V'y2P2Va étant la vitesse du son dans le gaz 2 dans l'état Pa Va. 
8 Désintégration 1 — R + TR —. Icip2 pi ps = ps > 0. 
On trouve de la même manière la condition suivante réalisant ce cas: 


PL pa P2 
L | V = dp dV — | V = dpdV Kvi—v<— ( V —dpdV. (93,5) 
Û U P1 
L'intégrale à droite de l'inégalité est calculée pour le gaz 2; la pre- 
mière intégrale du premier membre est calculée pour le gaz 1, et 
la seconde, pour le gaz 2. On obtient pour un gaz parfait 


vazi 
= _2c_ Pi ‘2ve 
V1 —— 4 CRT [t- (5) l- (93,6) 
avec Ci — ViPiVi Co = V YaPaVo. Si 


2c, _… 20 
V—i v—1? 


Ug — Vo L— 


(93,7) 
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une région de vide apparaît entre les ondes de raréfaction (désinté- 
gratioo 1—R<VR—-). 

Au problème de discontinuité dans les conditions initiales se ra- 
mènent, notamment, les problèmes concernant diverses collisions 
de surfaces de discontinuités planes. A l'instant de la collision les 
deux plans coïncident et constituent une certaine « discontinuité 
initiale » se désintégrant par la suite suivant l’un des modes décrits 
plus haut. Ainsi, de la rencontre de deux ondes de choc résultent deux 
nouvelles ondes de choc qui divergent de la discontinuité tangen- 
tielle restant entre elles: 

CSC: C;-TC=: 


Lorsqu'une onde de choc rattrape une autre, deux cas sont 


possibles : 
C,C..CTC,, CC. ,R TC. 


"+ 

Dans les deux cas une onde de choc continue à aller de l’avant. 
De cette même catégorie relève le problème de la réflexion et du 
passage d'une onde de choc à travers une discontinuité tangentielle 
(la frontière de deux milieux). Deux cas peuvent se présenter ici: 


C.T.C TC. C_T_R, TC. 


L’onde transmise dans le second milieu est toujours de choc (voir 
également les problèmes de ce paragraphe) !. 


Problèmes 


1. Une onde de choc plane est réfléchie par la surface plane d’un corps 
parfaitement solide. Déterminer la pression du gaz derrière l'onde réfléchie 
(S. Ismaïlor, 1935). 

Solution. De l'incidence de l'onde de choc sur la paroi solide résulte 
une onde de choc réfléchie. Nous spécificrons respectivement par les indices 
4, 2, 3 le gaz non perturbé devant l'onde de choc incidente, le gaz derrière cette 
onde (c’est aussi le gaz devant l'onde réfléchie) et celui derrière l'onde réfléchie 
(fig. 63; les flèches montrent le sens du mouvement des ondes de choc et du gaz 
lui-même). Le gaz confinant dans les régions 1 et 3 avec la paroi solide est au 
repos (relativement à la paroi solide). Ceci étant, la vitesse relative l’un par 
rapport à l’autre des gaz de part et d’autre de la discontinuité est dans les deux 
cas — dans les ondes de choc incidente et réfléchie — la même (elle a la même 
valeur, qui est celle de la vitesse du gaz 2). Aussi obtient-on en utilisant la for- 
mule (82.7) pour la vitesse relative: 


(P2— P3) (Vi —Ve) = (p3— p2) (Va—Va). 
Route de l’adiabatique de choc (85,1) donne pour chacune des ondes 
e choc 


= —————————— en —— 


1 Pour être complet, indiquons qu'à l'issue de la collision d'une onde de 
choc et d'unc discontinuité faible (ce problème ne relève pas du type autosi- 
milaire envisagé) l'onde de choc continue sa progression, laissant dans l’espace 
derrière elle une discontinuité faible du type initial et une discontinuité « tan- 
gentielle » faible (cf. fin & 89). 
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Les volumes spécifiques peuvent être éliminés de ces trois équations, et on 
obtient : 


(P3— Po)? [(y+-1) Pa + (y —1) pal = (Pa —P3)2 [Cv +1) pa + (v—1) pol. 


C'est là une équation du second degré en p4 avec la racine triviale p3=p1; 
après simplification par (p3—p,), on obtient la formule 
cherchée 

Pa __(3v—1)p2—(v—1) rs 


l'intensité de l'onde incidente cst grande 
3y—1 


P3=ST Pa 


v—1 
et dans le cas limite où elle est petite: 
P3— P2=Pe— Pi 


ce qui correspond à l'approximation sonique. 

2. Trouver la condition déterminant le résullal de Fig. 63 
la réflexion d’une onde de choc par la frontière plane de 
deux gaz. 

Solution. Soient p, = ps, Vi, Va les pressions et les volumes spécifi- 
ques des deux milieux avant l'incidence de l'onde de choc (progressant dans le 
gaz 2) sur leur surface de séparation, ct p2. V. la pression ct le volume spécifique 
derrière l’onde de choc. La condition que l'onde réfléchie soit de choc est donnée 
par l'inégalité (93.2), dans laquelle on poscra en l'occurrence 4, — &2 = 
= V/(p2 — ps) (V3 — V2). Exprimant toutes les quantités en fonction du rap- 

ort des pressions p2/p, et des volumes spécifiques initiaux V, et Vs, on obtient 
a condition suivante 


— 
2 


pe QD r+Q +0 ES ! 
qui détermine p3 d'après p, et pe. Dans le cas limite où 
‘ 


V; V: 
PRE nr << a . 
ME Et) RENE) 

1 Pi 


$ 94. Ondes courantes à une dimension 


Lors de l’étude des ondes sonores au $ 63 l'amplitude des oscilla- 
tions dans l'onde était supposée être petite. Il en résultait la linéa- 
rité des équations du mouvement, qui étaient facilement résolubles. 
Ces équations admettent, notamment, pour solution une fonction 
de x + ct (onde plane), ce qui correspond à une « onde courante » 
dont le profil se déplace avec la vitesse c sans se déformer (on entend 
par profil d’une onde la distribution des diverses quantités: densité, 
vitesse, etc., le long de la direction de sa propagation). La vitesse v, 
la densité p et la pression p (de même que les autres quantités) dans 
une telle onde étant fonctions d’une seule et même combinaison 
z + ct, elles peuvent s'exprimer l’une en fonction de l’autre sous 
forme de relations qui ne contiennent pas explicitement ni la coor- 
donnée, ni le temps (par exemple p = p (p), v — v (p), etc.). 
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Dans le cas d’une amplitude arbitraire non petite ces relations 
simples ne subsistent pas. Mais il n'en est pas moins possible de trou- 
ver la solution générale des équations exactes du mouvement, laquel- 
le est une onde courante plane et généralise la solution f (x + ct) 
des équations approchées utilisées dans le cas des petites amplitudes. 
Pour déduire cette solution, nous partirons de la condition que, 
dans le cas général d’une onde d'amplitude arbitraire, la densité et la 
vitesse puissent s'exprimer l'une en fonction de l’autre. 

En l'absence d'ondes de choc le mouvement est adiabatique. 
Si à un certain instant initial le gaz était homogène (de sorte que, 
notamment, on avait s — const), On aura aussi bien s — const par la 
suite, ce qui est supposé ci-dessous. 

Dans une onde sonore plane progressant le long de l’axe des z 
toutes les quantités ne dépendent que de x et £, et on a pour la vitesse 
y = V0, Vy = V, = (0. HR de continuité stipule: 


2 +262 0 
et l'équation d'Euler 
ôv 4 ôP 
ot Te Pp =0 


Utilisant le fait que v peut s'exprimer en fonction de la seule 
densité p, écrivons ces ee sous la forme 


d(pv) dp 
& a dp 0x =0, (94,1) 
ôv 1 dp\ à 2 
Ha (v ++) dx 0. (94,2) 
Notant que 
2p 
ot dx 
"œ ( ot )e 
üz 
il vient de (94,1) 
ôz\ __d(pv) dv 
(Cr),= dp TP ap ? 
et de même de (94,2) 
x Le 1 dp 
(+), = v D dd * (94,3) 


Mais comme la valeur de p détermine d'une manière univoque 
celle de v, il est indifférent que la dérivée soit prise à p ou à v 
constante, de sorte que 
ôz ôx 
CG), = (2%), 
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d'où 
do _ 1 
dp p dv 
—. squation 2. 4 2 _ 5 4j] vient 2 
Ecrivant dans cette équation ln D de di il vient D — 
=+<, d'où 
p 
_ Éa oz dp L 
v=+(£aæ=+(t. (94,4) 


Ceci donne la relation générale entre la vitesse ct la densité ou la 
pression dans l'onde. 

Puis, combinant (94,3) avec (94,4), nous écrirons: 

ôz 1 d 
(TH ),=v+s=væ+c(), 
ou, intégrant, 
z=t{v + c(v)]+f(L), (94,5) 
f(v) étant une fonction arbitraire de la vitesse, et la fonction c(v} 
est déterminée par (94,4). 

Les formules (94,4) et (94,5) donnent la solution générale cherchée 
(Riemann, 1860). Elles déterminent implicitement la vitesse (et 
aussi les autres quantités avec elle) en fonction de x et #, c'est-à- 
dire le profil de l'onde à chaque instant. Pour chaque valeur déter- 
minée de v on a x = at + b, c'est-à-dire qu’un point où la vitesse 
a une valeur déterminée se déplace dans l’espace à vitesse constante; 
en ce sens la solution déduite représente une onde courante. Les deux 
signes dans (94,5) correspondent à des ondes progressant (par rap- 
port au gaz) dans les sens positif et négatif de l'axe des x. 

Un mouvement décrit par la solution (94,4) et (94,5) est souvent 
appelée onde simple; nous emploierons ce terme par la suite. 
Notons que le mouvement autosimilaire étudié au $ 92 est un cas 
particulier d’une onde simple, qui correspond à f(v) — 0 dans (94,5). 

Ecrivons sous farme explicite les relations pour une onde simple 
dans un gaz parfait: pour fixer les idées, nous supposerons qu'il 
existe dans l'onde un point où v = 0, cas usuel dans divers problè- 
mes concrets. Etant donné que la formule (94,4) coïncide avec (92,6), 
on a, de facon analogue aux formules (92,14) à (92,16): 


QE v, (94,6) 
2 2 
1» | M 
p=po (14 2)", p=mfi+ 2)". (047 


1 On a dans une onde de petite amplitude p = po + p’. et (94,4) donne en 
première approximation v = cp’/p, [avec & = € (po)]. c cst-à-dire la formule 
usuelle (63,12). 
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Substituant (94,6) dans (94,5), il vient : 
z=t (++ v)+f (0). (94,8) 
Il est parfois commode d'écrire cette solution sous la forme 
= F[:-(+ + v) il] ; (94,9) 


F étant de nouveau une fonction arbitraire. 

Les formules (94,6) et (94,7) montrent de nouveau (ainsi qu'au 
$ 92) que la vitesse, qui est dirigée contre le sens de la propagation 
de l’onde (relativement au gaz lui-même), est de valeur absolue limi- 
tée; pour une onde progressant dans le sens positif de l'axe des x 
on a: 

2co 
mL : 

L’onde courante décrite par les formules (94,4) et (94,5) diffère 
foncièrement de l’onde obtenue dans le cas limite des petites ampli- 
tudes. La vitesse de déplacement des points du profil de l’onde est 


u=v—+c; (94,11) 


c'est là le résultat de la superposition de la propagation de la pertur- 
bation par rapport au gaz avec la vitesse du son et du déplacement 
du gaz lui-même avec la vitesse v. Etant à présent fonction de la 
densité, la vitesse u est différente pour divers points du profil. De 
sorte que, dans le cas général d’une onde plane d'amplitude arbi- 
traire, il n'existe pas de « vitesse d’onde » constante déterminée. 
En raison de la différence dans les vitesses des points du profil de 
l'onde, celui-ci ne reste pas invariable et change de forme au cours 
du temps. 

Considérons une onde se propageant dans le sens posilif de l'axe 
des x; pour elle u — v + c. La dérivée de v -- c par rapport à la 
densité a été calculée au $ 92 [cf. (92,10)]. On a vu que 

du 


de 0, 


(94,10) 


Ainsi, la vitesse de propagation d’un point donné du profil de l’onde 
est d'autant plus grande que la densité est plus grande. Si l’on dé- 
signe par c, la vitesse du son pour la densité égale à la densité d’équi- 
libre po, aux points de compression p >po et € Co; aux points 
de raréfaction, par contre, p << po et C << Co. 

Par suite de l'inégalité de la vitesse de déplacement des points 
du profil, sa forme varie au cours du temps: les points de compres- 
sion avancent sur les points de raréfaction (fig. 64,b). A la longue, 
le profil de l'onde peut se distordre à tel point que la courbe p(x) 
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(pour !{ donné) est multiforme — à certains x correspondent trois 
valeurs distinctes de p (fig.64, c, ligne pointillée). Cet état de choses 
est, bien entendu, physiquement impossible. En réalité, des discon- 
tinuités apparaissent aux points de multiformité de p qui ont pour con- 
séquence que p est partout (sauf aux points de discontinuité eux- 
mêmes) une fonction uniforme. Le profil de l'onde prend alors la 
forme représentée sur la fig. 64, c par le trait plein. De sorte que les 
surfaces de discontinuité apparais- PR 

sent sur l'extension de chaque : 
longueur d'onde. 

Après l'apparition des discon- 
tinuités l’onde cesse d’être simple. o 
La raison intuitive en est qu’en æ 
présence de surfaces de discunlinuité 
l'onde est « réfléchie » par ces sur- 
faces. elle cesse d’être « courante » 
dans une direction, de sorte que 
l'hypothèse, posée à la base de la 
déduction tout entière, que les 
diverses quantités sont entre elles t) 
des fonctions uniformes n'est plus, 
en général, vérifiée. 

L'existence des discontinuités 
(des ondes de choc) entraîne, ainsi 
qu'il a élé indiqué au $ 82, dis- 
sipation d'énergie. C’est pourquoi 
l'apparition des discontinuités en- LS 
traîne un amortissement très fort Fig. 64 
de l'onde. Déjà la fig. 64 montre 
l'existence d'un tel amortissement. Lors de l'apparition de la dis- 
continuilé.le profil de l'onde est, en quelque sorte, « décapité » 
dans sa partie la plus haute. Au cours du temps, à mesure que le 
profil se courbe, il perd de sa hauteur. Le profil « se nivelle » en 
même Lemps que son amplitude diminue, ce qui signifie que l’onde 
s’amorlit progressivement. 

Il résulle de ce qui précède que la formation à la langue de dis- 
continuités doit s'opérer dans toute onde simple comprenant des 
intervalles où la densilé diminue dans le sens de la progression de 
l'onde. Le seul cas sans formation de discontinuités est celui d’une 
onde où la densité est monotone croissante dans le sens de la progres- 
sion sur Loute son extension (telle est, par exemple, l'onde formée 
lorsqu'on tire le piston d'une conduite infinie remplie de gaz; 
cf. problèmes de ce paragraphe). 

Bien qu'après la formation de la discontinuité l'onde cesse d’être 
simple, l'instant et le lieu de la formation de la discontinuilé peuvent 


30—406 
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être déterminés analytiquement. Nous avons vu qu'au point de vue 
mathématique l'apparition des discontinuités était liée au fait que, 
dans une onde simple, p, p, v en tant que fonctions de x (pour t donné) 
deviennent multiformes pour les t supérieurs à une certaine valeur dé- 
terminée £o, alors que pour {<< t4 ces fonctions sont uniformes. 
L'instant # cest celui de la formation de la discontinuité. Il résulte 
déjà de considérations purement géométriques qu'à l'instant #& 
lui-même la courbe v = v(r), par exemple, doit se faire verticale 
en un certain point x = xs — précisément au point dans le voisinage 
duquel la fonction deviendrait multiforme par la suite. Analytique- 


+ PR dv : RTE 22 
ment, c’est dire que la dérivée (&), devient infinie ou, réciproque- 


ment, que _ | s'annule. Il est aussi clair qu'à l’instant £{, la courbe 
v = v(x) doit être située de part et d’autre de la tangente verticale, 
sinon la dépendance v (x) serait multiforme déjà à cet instant. En 
d’autres termes, le point x = x doit être non pas un point d'ex- 
trémum de zx(v), mais un point d'inflexion, de sorte que la dérivée 


seconde ( ; doit, elle aussi, s’annuler. Ainsi, le point et l'instant 


de la formation de l’onde de choc sont donnés par la solution simul- 
tanée des deux équations: 


(0 (EE) à (94,12) 


Pour un gaz parfait ces équations stipulent : 
9 
Re 1 = 94 14: 
U ere À) (v), f'(v) 0, (94,13) 


1 (v) étant la fonction qui figure dans la solution générale (94,8). 

Ces conditions doivent être modifiées si l'onde simple confine 
avec un gaz immobile et l’onde de choc apparaît précisément sur 
cette frontière. Là encore à l'instant de l'apparition de la discon- 
tinuité la courbe v = v (x) doit devenir verticale, c'est-à-dire que la 

Dee ôz : x ge e 

dérivée (5 À doit s’annuler. Mais la dérivée seconde ne s’annule pas 
forcément ; la deuxième condition ici est simplement la nullité de 
la vitesse à la frontière avec le gaz immobile, de sorte qu'on à la 


condition 
ôx 
(5), ls —9 


Le lieu et l'instant de la formation de la discontinuité peuvent 
être déduits explicitement de cette condition. I1 vient en dérivant 
l'expression (94,5) : 

= 10, z= + ct +f(0), (94,14) 
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& étant la valeur pour v—0 de la quantité & donnée par la for- 
mule (95,2). Pour un gaz parfait, 


pr 4 45 
t= A À (94,15) 


Problèmes 


1. On a un gaz dans une conduite cylindrique illimitée d'un côté (x > 0) 
et fermée de l'autre (x = 0) par un piston. A l'instant { = 0 le piston sc met 
en mouvement uniformément accéléré avec la vitesse {7 = + at. Déterminer 
le mouvement du gaz (le gaz est supposé padait 

Solution. Si le piston est tiré hors de la conduite (CU = — at), il 
se forme une onde de raréfaction simple dont le front avant se propage à droite 
avec la vitesse « dans le gaz immobile; dans la région x > cot le gaz est immo- 
bile. A la surface du piston la vitesse du gaz doit coïncider avec celle du piston, 

s Je , : 5 14 mé 
c'est-à-dire qu’on doit avoir v — — at pour x = ———,1>>U. Cette condition 
donne pour la fonction /(v) figurant dans (94,8) 

at? 
f(—at)= — ct + + 


On a donc 


d'où 


—2ay (cot — 2). (1) 


=> (co+ LE at) + V(o+ 


Cette formule détermine la variation de la vitesse dans la région comprise entre 
le piston ct le front avant de l'onde x — 


v+1,,\? 
2 at) 


= cot (fig. 65,a) dans le laps de temps qui -v 
va det—0 àt--— "0 , La vitesse du a); 
(y—1)a 


gaz est partout dirigéc à gauche, dansle 
sens du mouvement du piston, et sa va- 
leur absolue est monotone décroissante 


dans le sens positif de l'axe des x: dans atè La 
ce même sens la densité ct la pression —5- Cot 
sont HIonotoncs croissantes. Pour 1 >- 

Sn. l'inégalité (94,10) n'est pas v 


(y— 1) a 
observée pour la vitesse du piston, de ) 
sorte que le gaz ne peut se déplacer avec 
lui. Une région de vide se crée entre le 
piston et le gaz, et au-delà la vitesse du 


gaz varie conformément à la formule (1) ate x 
2co : ar Cot 
de — — j à zéro. 2 
Si le piston s'enfonce dans la con- Fig. 65 


duite (U = at), il se forme une onde de 
compression simple; la solution correspondante s’obtient simplement en chan- 
geant le signe de a dans la formule (1) (fig. 65,b). Mais elle ne s'applique que 


30+ 
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jusqu'à l'instant de la formation de l'onde de choc; cet instant est déterminé 
par la formule (94,15) et il est égal à 


2co 
a+ D 
2. Même problème lorsque la loi du mouvement du piston est arbitraire. 
Solution. Supposons qu’à l'instant { — 0 le piston se mette en mouve- 


ment suivant la loixz — X (t) (avec X (0) — 0); sa vitesse U = X’(t). La condi- 
tion à la limite sur le piston (v — U pour x — X) donne 


= 


ex O 1O=X O1 [+ x 0]. 


Si l'on considère à présent que t{ est un paramètre, ces deux équations définissent 
sous forme paramétrique la fonction f (v). Désignant ci-après ce paramètre par 
+, on peut écrire la solution définitive sous la forme 


v= X" (r), 
2=X (D +(—9 [c++ PE x]. (2) 


ce qui détermine sous forme paramétrique la fonction cherchée v (t, x) dans 
l'onde simple engendrée par le mouvement du piston. 

3. Déterminer l'instant ct le lieu de la formation de l'onde de choc, le 
mouvement du piston obéissant à la loi U = am, n > 0. 

Solution. Sia <0, c'est-à-dire si le piston est tiré hors de la conduite, 
une onde de raréfaction simple apparaît dans laquelle des ondes de choc ne sau- 
raient se former. On suppose ci-après a> 0, c'est-à-dire que le piston s'enfonce 
dans la conduite y créant une onde de compression simple. 

Lorsque la fonction v (x, t) est donnée par les formules paramétriques (2) 


avec X — - ï +a+#1, l'instant ct le lieu de la formation de l'onde de choc sont 


déterminés par les équations: 


(D), = coter tan y 14 np 010 


= 


3) 

9?x = pi an ; ( 

(), tan (1) en y 1 en (y +1) 0, 

la seconde équation devant être simplement remplacée par l'égalité rt = 0 

s'il s’agit de la formation d'une discontinuité au front avant de l'onde simple. 
Pour r—1 on trouve: 


9 
+=0, 1=—"© 


a(y+1) 

c'est-à-dire que l’onde de choc se forme au front avant au bout d'un laps de 
temps fini après le début du mouvement, en conformité avec le résullat du pro- 
blème 1. 


,.... [9 : ; ; 
Pour n 1 la dérivée (#) en tant que fonction de test de signe variable 


[de sorte que v (x) est. pour £ donné, multiforme] déjà pour n'importe quel 1>0. 
Cela signifie que l'onde de choc se forme sur le piston à l'instant même où il 
s'ébranle. 

Pour r > 1 l'onde de choc apparaît non pas au front avant de l’onde simple, 
mais en un point intermédiaire déterminé par les équations (3). Tirant de (3) 
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les valeurs de t et ?, (2) détermine ensuite le lieu de la formation de la disconti- 
nuité. Le calcul donne 


n—i 
. 2c0 d/n 1 n+1 n 
CREER 
=) Y n— 1] 1 


= A 
2 = 200 ( a vint (a — 1) Din [y—1 sn(y+ 1j" 


$ 95. Formation de discontinuités dans une onde sonore 


Une onde sonore courante plane, en tant que solution exacte des 
équations du mouvement, représente aussi une onde simple. Nous 
pouvons nous servir des résultats généraux déduits au paragraphe 
précédent pour expliciter plusieurs propriétés des ondes sonores de 
faible amplitude en seconde approximation (la première étant celle 
qui correspond à l'équation linéaire usuelle des ondes). 

En premier lieu, notons que, au bout d'un temps suffisamment 
long, une discontinuité doit apparaître dans l’onde sonore au cours de 
chacune de ses périodes. Cet effet provoque ensuite un amortissement 
très rapide de l’onde, ainsi qu’il a été expliqué au $ 94. Mais une 
réserve est à faire : ceci ne concerne en fait. bien entendu, qu'un son 
suffisamment fort ; dans le cas contraire l'onde sonore est absorbée, 
étant donné l'effet ordinaire de viscosité el de thermoconduction du 
gaz, avant que des effets d'ordres supérieurs par rapport à l'amplitude 
aient pu se développer dans l'onde. 

L'effet de distorsion du profil de l’onde se manifeste aussi sous 
un autre rapport. Si à un certain instant l’onde était purement har- 
monique, elle cesse de l'être au cours du temps par suite de la défor- 
mation de son profil. Cependant, le mouvement reste périodique avec 
la même période. Le développement de cette onde en série de Fourier 
contiendra maintenant, outre le terme à fréquence fondamentale w, 
des termes à fréquences multiples ro (les r? sont des entiers). De sorte 
que la déformation du profil au cours de la progression de l’onde 
sonore peut être interprétée comme l'apparition dans cette onde, 
outre le ton fondamental, d'harmoniques. 

La vitesse u de déplacement des points du profil de l'onde (qui 
progresse dans le sens positif de l’axe des x) s’obtient en première 
approximation si l’on pose dans (94.11) v — 0, c'est-à-dire & = co, 
ce qui correspond à la progression de l’onde sans déformation du pro- 
fil. A l’approximation suivante on a: 

du du 


= — p° — £E Jo 
HE pe 7 0 Sn co 


ou à l'aide de l'expression (92,10) de la dérivée | 
Dean (95,1) 
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où l'on a introduit pour abréger la notation 
ct [a = 
= + 5,2 
a = TS (Sr). (95,2) 
ee 


Pour les gaz parfaits «—+—, et la formule (95,1) coïncide avec 


la formule exacte [cf. (94,8)1 pour la vitesse u. 

Dans le cas général où l'amplitude est arbitraire l'onde cesse 
d'être simple après l'apparition de discontinuités dans l'onde. Mais 
il est essentiel qu’une onde de petite amplitude reste en deuxième 
approximation simple aussi bien en présence de discontinuités. On 
peut s'en convaincre comme suit. Les variations de vitesse, de pres- 
sion et de volume spécifique dans l'onde de choc sont liées entre elles 
par la relation 


Va — Vi = V'(p:— — Pa) (Vi — Vo). 


En ce qui concerne la variation de la vitesse v dans une onde 
simple le long d'un ironçon de l'axe des x, elle est égale 
à l'intégrale 


Un calcul simple par développement en série montre que les deux 
expressions écrites ne diffèrent l’une de l’autre que par des termes 
du troisième ordre (on aura en vue lors du calcul que la variation 
de l’entropie dans la discontinuité est une quantité du troisième ordre, 
et que dans une onde simple l’entropie est constante). Il en résulte 
qu'aux termes du troisième ordre près l'onde sonore reste simple 
de part et d’autre de la discontinuité qui s’y est formée, et sur la 
discontinuité elle-même est observée une condition à la limite adé- 
quate. Mais il n’en est plus ainsi aux approximations suivantes, 
étant donnée l'apparition d'ondes réfléchies par la surface de dis- 
continuité. 

Déduisons à présent la condition permettant de déterminer la 
position des discontinuités dans l'onde sonore courante (toujours 
à cette seconde approximation). Soient u la vitesse du mouvement 
de la discontinuité (par rapport au référentiel fixe), et v,, v, les vites- 
ses du gaz de ses deux côtés. La condition de la continuité du flux de 
matière s'écrit alors: 


Pa (Di — u) == Pa (02 —u), 
d'où 
— Pib1— Pare 
Pi — P2 
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En se limitant au second ordre, cette quantité est égale à la 


valeur de la dérivée eu prise au point où v a la valeur 
ra L AS 
__ dv) ù 
dp vrtte 
Mais comme dans une onde simple st 2 =v+c, on à en vertu de 
(95,1) : 
u == Co <|- qui (95,3) 


On peut déduire à l’aide de cette expression la condition géo- 
métrique simple suivante déterminant la position de l’onde de choc. 
La courbe de la fig. 66 représente le 
profil de la distribution des vitesses 
correspondant à l'onde simple, et le 
segment ae, la discontinuité formée 
dans l'onde. La différence des aires 
hachurées abc et cde est donnée par 


ve 


l'intégrale Î (x — xo) dv, prise sur la 


v1 
courbe abcde. Avec Le temps le profil de 
l'onde se déplace ; calculons la dérivée Fig. 66 
de cette intégrale par rapport au temps. 


La vitesse ce des points du es de l’onde étant donnée par la 


formule (95,1), et la vitesse Re de la discontinuité par (95,3), on 
obtient : 


+ tee spam a { ford tte nt À a} 0 
v1 v1 T1 
(dérivant l'intégrale, on aura en vue que, bien que les limites d’in- 
tégration elles-mêmes v, ct v2 varient aussi avec le temps, la valeur 
de x — xo à ces limites est toujours nulle, de sorte qu’il suffit de 
dériver sous le signe somme). 
Ainsi, l'intégrale Î (x — zo) dv reste constante au cours du 


temps. Et comme elle est nulle à l'instant initial de l'apparition 
de l'onde de choc (les points a et e coïncident), on a toujours 


(x — ro) du = 0. (95,4) 


abcde 
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Géométriquement, cela signifie que l’aire abc est égale à l'aire cde. 

Cette condition détermine la position de la discontinuité. 
Considérons une impulsion sonore isolée unidimensionnelle de 
compression du gaz, où une onde de choc a déjà pu se former, el voyons 
suivant quelle loi s'opère l'amortissement définitif de cette onde. 
Par là même nous aurons trouvé la loi d'amortissement de n'importe 
quelle onde de choc plane après un temps 


v 8 suffisamment long de sa progression. 
Aux phases tardives de sa progression 
a) 4% l'impulsion sonore avec onde de choc 


aura un profil de vitesses triangulaire. 
Supposons qu'à un certain instant (que 
nous prendrons pour { ::: 0) le profil soit 
représenté par le triangle ABC (fig. 
67, a). Si l'on déplaçait les points de ce 
profil avec les vitesses (95,1), on oblien- 
drait au bout du temps { un profil de la 
forme A'B'C' (fig. 67,b). En réalité la 
discontinuité vient en Æ, et le vrai profil 
est A'DE. Les aires DB'F et C'FE sont 
égales en vertu de (95,4); par consé- 
quent, l’aire A'DE du nouveau profil est 
égale à l'aire ABC du profil initial. Soit / la longueur de l’impul- 
sion sonore à l'instant ?, et Av le saut de la vitesse dans l'onde 


de choc. Dans le temps # le point B devance le point C de œ{Avwo; 
la tangente de l’angle B'A'C' vaut donc en et on obtient la 


condition d'égalité des aires ABC et À ‘DE sous la forme 


RE l?Ato 
loto cu L +- at Ato 
d'où 
r D D He, 
l— L V’ 1 + Ze t, Av — TAPER . (95,9) 
0 L/ À &Aro 
l 1 -- 1 t 
0 


Lorsque t—>o l'intensité de l'onde de choc s'amortit avec le 
temps comine 1/V°È (ou, ce qui revient au même, comme 1/V/r avec 
la distance). L'énergie totale de l'impulsion sonore courante (rap- 
portée à l'unité d'aire de son front) est 


E-#% [ dt ——" ——>, (95,6) 


Eo étant l'énergie à l'instant { — 0. Lorsque { —+ oo, l'énergie tend 
également vers zéro comme 1/V/t. 
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Si l’on a une onde sonore sphérique divergente, à des distances 
suffisamment grandes r de l’origine chaque petit élément de cette 
onde peut être considéré comme plan. La vitesse de déplacement de 
chaque point du profil de l'onde est alors déterminée par (95,1). 
Cependant, si l'on veut suivre à l’aide de cette formule le déplace- 
ment d’un point du profil au cours d'’intervalles Lemporels grands, 
force sera de considérer que l'amplitude de l’onde sphérique décroît. 
déjà en première approximation en raison inverse de la distance r. 
C'est dire que pour tout point donné du profil v n'est pas constante, 
comme pour une onde plane, mais décroîtra comme {/r. Si &, est 
la valeur de v (pour un point donné du profil) à la distance (grande) 


Hs re or . 
ro, on peut écrire v:- 22, De sorte qu’on aura pour la vitesse # 


des points du profil de l’onde: 
œLorn 
+ 
Le premier terme constitue la vitesse ordinaire du son et correspond 
au déplacement de l'onde « sans variation de la forme du profil » (abs- 
traction faite de la décroissance générale de l'amplitude proportion- 
nellement à 1/r). Le second Lerme, lui, entraîne la déformation du 
profil. La grandeur ôr de ce déplacement supplémentaire des points 
T—ra 
[4 


= Co + 


du profil au cours du temps { — s'obtient en multipliant par 


_ et intégrant de ro à r; il vient 
ôr=200n . (95,7) 
co ro 
Ainsi, la déformation du profil de l'onde sphérique croît avec la 
distance comme son logarithme, c'est-à-dire bien plus lentement 
que pour une onde plane, pour laquelle la déformation ôx croît pro- 
portionnellement à la distance x elle-même franchie par l'onde. 
La déformation du profil de l'onde conduit à la Iongue à l’appa- 
rition de discontinuités dans cette onde. Considérons les ondes de 
choc formées dans une impulsion sonore sphérique isolée suffisam- 
ment éloignée de la source (de l’origine). Le cas sphérique diffère 
foncièrement du cas plan tout d’abord du fait qu’une région de com- 
pression est nécessairement suivie par une région de raréfaction ; 
avec la pression excédentaire, la vitesse des particules de gaz dans 
l'onde doit, elle aussi, être de signe variable (cf. $ 69). L'effet de 
déformation du profil entraîne à la longue l'apparition de deux ondes 
de choc: l’une dans la région de compression, l’autre dans la région 
de raréfaction (fig. 68) !. Dans l'onde de choc avant la pression croît 
1 Une réserve est à faire: puisqu'en fait lors de sa progression dans le gaz 
il y a toujours absorption ordinaire du son par suite de la viscosité et de la ther- 


moconduction, la déformation dans l'onde sphérique croissant lentement, elle 
peut être absorbée avant que des discontinuités aient pu s'y former. 
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par saut, puis vient une région de diminution progressive de la com- 

pression, laquelle fait place à la raréfaction, après quoi la pression 

croît de nouveau par saut dans la deuxième discontinuité (sans toute- 

fois jusqu’à sa valeur non perturbée, qui 

ru n’est atteinte qu’asymptotiquement der- 
rière la deuxième discontinuité). 

La loi suivant laquelle s'opère fina- 

rdv lement l'amortissement des ondes de 

choc au cours du temps (ou, ce qui revient 

r au mème, avec la distance r à la source) 

peut être déduite de la même manière que 

dans le cas plan envisagé plus haut. 

 . Utilisant la loi de déformation du profil 

Fig. 68 (95,7), on trouve qu'à des distances 

suffisamment grandes la largeur ? de 

l'impulsion sonore (la distance entre les deux discontinui- 


tés) croit comme un _. au lieu de la loi ÿ/x dans le cas plan 
{a est une constante ayant la dimension d’une longueur). L'intensité 


de l’onde de choc avant croît suivant la loi rAvo1/ Vin —, ou 


l 2 
—— . (95,8) 

r 

r VA — 

a 
Envisageons enfin le cas cylindrique. La décroissance générale 
de l'amplitude de l'onde sonore divergente est inversement proportion- 


nelle à Vr (r est la distance à l'axe). Répélant point par point le rai- 
sonnement du cas sphérique, on obtient à présent pour la vitesse u 
des points du profil de l'onde 


he ro 
u = Co + A9 je, 


après quoi on trouve le déplacement dr des points du profil sur le 
trajet de ro à r: 


AC 


ôr—2aVr(Vr-Vro). (95,9) 


La propagation cylindrique d’une impulsion de compression doit 
être accompagnée, comme dans le cas sphérique, par une raréfaction 
du gaz faisant suite à la compression. Dès lors, deux ondes de choc 
devront se former ici encore. On trouve de la même façon la loi limite 
de croissance de la largeur de l'impulsion: / > r1/4, et la loi limite 


d'amortissement de l'intensité de l'onde de choc: AvVreor-t/4, ou 


AV O— . (95,10) 
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La formation de discontinuités dans une onde sonore fournit un 
exemple d'apparition spontanée d'ondes de choc en l'absence de singu- 
larités quelles qu'elles soient dans les conditions extérieures du mou- 
vement. Il est à souligner que bien qu’une onde de choc puisse appa- 
raître spontanément à un certain instant discret, elle ne saurait dis- 
paraître tout aussi discrètement. Une fois apparue, l'onde de choc 
ne s’amortit par la suite qu'asymptotiquement lorsque le temps tend 
vers l'infini. 


Problèmes 
14. À l'instant initial le profil de l'onde est constilué par une infinité de 


dents (fig. 69). Déterminer la variation du profil et de l'énergie de l’onde au 
cours du temps. 


Solution. Il est a priori VU 
évident qu'aux instants suivants F 
4 le profil de l'onde sera constitué Vo 
par des dents de même forme, de L> ZT 


même longueur /,, mais de hauteur 
æ, moindre. Considérons l’une de 
ces dents: à l'instant & — O0 l'abs- 
cisse du point du profil pour lequel 


v = v, découpe la partie + L de Fig. 69 


la base du triangle. Au cours de 
temps £ ce point prend une avance de œwt. La condition d'invariance 


l 
de la longueur de la base du triangle est r, 7 +- tu = Li, d'où 


Lorsque t —. 00 l'amplitude de l'onde s'amortit comme 1/t. On trouve pour 
l'énergie : 


c'est-à-dire que l'énergie s'amortit lorsque { — oo comme 1/F. 
2. Déterminer l'intensité du deuxième harmonique qui apparaît dans une 
onde sphérique monochromatique par suite de la déformation de son profil. 
Solution. Ecrivant l'onde sous la forme rv — À cos (kr — wt), on 
eut tenir compte de la déformation en première approximation en ajoutant 
ë à r dans le second membre de l'égalité et en développant d'après les puissances 
de ôr. Il vient cu égard à (95,7) 


ru = À cos (kr —t) ue 4 in — sin 2 (kr — wt) 
eco ro 


(ro doit être compris ici comme la distance à laquelle l’onde peut encore être 
considérée, avec une précision suffisante, comme étant strictement monochro- 
matique). Le second terme dans cette formule détermine le deuxième harmoni- 
que de la décomposition spectrale de l'onde. Son intensité totale (moyenne tem- 
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porelle) 7: est 
a2k:2 rA\2ss 
= pe (9) 
di = 27ñcopoA° étant l'intensité de l'harmonique fondamental, du premier. 


$ 96. Caractéristiques 


La définition, donnée au $ 79, des caractéristiques en tant que 
lignes le long desquelles progressent (à l’approximation de l'acous- 
tique géométrique) les petites perturbations a une portée générale, 
et n’est pas limitée à l’application à l'écoulement supersonique sta- 
tionnaire plan dont il a été question au $ 79. 

On peut introduire pour un mouvement unidimensionnel non 


stationnaire les caractéristiques en tant que lignes du plan x, t dont 

PRE : dx , < À : 
le coefficient angulaire 7 St égal à la vitesse de propagation des 
petites perturbations par rapport à un référentiel fixe. Les pertur- 
bations qui se propagent par rapport au gaz avec Ja vitesse du son 
dans le sens positif ou négatif de l'axe des x se déplacent par rapport 
au référentiel fixe avec la vitesse v +- c ou v — c. Les équations dif- 
férentielles des deux familles de caractéristiques, que nous convien- 
drons d'appeler caractéristiques €, et C_. s'écrivent : 


Quant aux perturbations entraînées avec la matière du gaz, celles 
« progressent » dans le plan x, { le long des caractéristiques d'une 
troisième famille C;,, pour lesquelles 


Ce sont simplement des « lignes de courant » dans le plan x, { (com- 
parer avec la fin du $ 79) ?. Soulignons que l'existence des caracté- 
ristiques n'exige nullement ici que le mouvement du gaz soit super- 
sonique. Le « caractère orienté » de la propagation des perturbations, 
qui est exprimé par les caractéristiques, correspond ici simplement 
au lien causal existant entre Ile mouvement aux instants suivants avec 
le mouvement précédent. 

A titre d'exemple, considérons les caractéristiques d’une onde 
simple. Pour une onde progressant dans le sens posilif de l’axe des x 


1 Les caractéristiques d’un mouvement à symétrie sphérique non station- 
naire sont déterminées par des équations absolument identiques à (96.1) ct 
(96,2) ; il faut simplement remplacer z par la coordonnée sphérique r (les caracté- 
ristiques seront maintenant des courbes du plan r. t). 
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on a, en vertu de (94,5), x = { (& + c) -|- f (v). Dérivant cette rela- 
tion, on obtient: 


dx ={(v+c)dt+duit-te(v)-+f"(e)]. 
Par ailleurs, le long d’une caractéristique C} on a dx = (v + c) dt; 
rapprochant les deux égalités, on trouve que le long de la caracté- 


ristique dv |t + dc’ (v) + f' (v)l — 0. L'expression entre crochets 
ne peut être identiquement nulle. Si bien que dv = U, c'est-à-dire 


Enveloppe 


Fig. 70 Fig. 71 


= const. De la sorte, nous concluons que le long de chaque caracté- 
ristique de la famille C'; la vitesse reste constante, et avec elle toutes 
les autres quantités (dans l'onde progressant vers la gauche, de cette 
propriélé jouissent les caractéristiques C_). Nous verrons au para- 
graphe suivant que cette circonstance n’est pas fortuite, mais qu'elle 
est organiquement liée à la nature mathématique des ondes simples. 

De cette propriété des caractéristiques C+ d’une onde simple on 
peut, en retour, conclure qu'elles représentent une famille de droites 
dans le plan x, !; la vitesse a des valeurs constantes le long des 
droites x = ? [v + c (v)] +: f (v) (94,5). Notamment, dans une onde 
de raréfaction autosimilaire (onde simple avec f (&) — 0) ces droites 
forment un faisceau de sommet à l’origine des coordonnées du plan 
x, !. En raison de cette propriété, on dit parfois d'une onde simple 
autosimilaire qu'elle est centrée. 

On a représenté sur la fig. 70 la famille de caractéristiques C+ 
pour l'onde simple de raréfaction formée lorsque le piston est tiré 
hors d'une conduite avec accélération. C’est une famille de droites 
divergentes partant de la courbe x = X ({) qui représente le mouve- 
ment du piston. A droite de la caractéristique x = cot s'étend une 
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région de repos du gaz, où toutes les caractéristiques sont parallèles 
entre elles. 

La fig. 71 représente le dessin analogue pour une onde simple 
de compression formée lorsque le piston est poussé dans la conduite 
avec accélération. Les caractéristiques forment alors un faisceau 
convergent de droites qui finissent par se couper. Puisque chaque 
caractéristique porte sa valeur constante de v, leur intersection tra- 
duit la multiformité, dénuée de sens physique, de la fonction v (x. #). 
C'est là l'interprétation géométrique du fait qu'une onde simple 
de compression ne saurait indéfiniment exister, et qu'une onde de 
choc doit forcément y apparaître, résultat auquel nous avons déjà 
abouti par une voie analogue au $ 94. En ce qui concerne l'inter- 
prétation géométrique des conditions (94,12) déterminant l'instant 
et le lieu de la formation de l'onde de choc, elle consiste en ce qui 
suit. La famille de caractéristiques rectilignes qui se coupent a une 
enveloppe qui se termine du côté des petits { par un point anguleux, 
lequel détermine le premier instant de l'apparition de la multiformité 
(le domaine tout entier compris entre les deux branches d’enveloppe 
est triplement recouvert par les caractéristiques de C4). Si les équa- 
tions des caractéristiques sont données sous forme paramétrique 
z=zx(v), t =t(v), la position du point anguleux est précisément 
déterminée par les équations (94,12) !. 

Indiquons à présent succinctement de quelle façon notre défi- 
nition physique des caractéristiques, en tant que lignes suivies par 
les perturbations, correspond à l'aspect purement mathématique 
de cette notion, lequel aspect est bien connu en théorie des équations 
aux dérivées partielles. Envisageons une équation aux dérivées 
partielles de la forme 


A 92 a) : 
À Get Ban tC get D -0, (965) 


linéaire par rapport aux dérivées secondes (les coefficients 4, B. C, 
D, eux, peuvent être des fonctions quelconques des variables indé- 
pendantes x, {, ainsi que de la fonction inconnue et deses dérivées 
premières) *. L'équation (96,3) est du type elliptique si, partout, 
B? — AC <0, et du type hyperbolique si B° — AC > 0. Dans 
ce dernier cas l'équation 


A di 2B dr dt + Cda2—0, (96,4) 


? Dans le cas particulier où l’onde de choc apparaît à la frontière du domai- 
ne de repos l'unc des branches de l'enveloppe dégénère en segment de caracté- 
ristique Zz = Col. 

Dans le cas d’un mouvement unidimensionnel non stationnaire le poten- 
tiel de la vitesse vérifie une telle équation. 
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ou 
#— AC ide 
PE Ve : (96,5) 
détermine dans le plan zx, t deux familles de courbes, qui sont les 
caractéristiques [pour la solution donnée œ (x, y) de (96,3)]. Indi- 
quons que si les cocfficients À, B, C dans l’équation ne sont fonctions 
que de x, t, les caractéristiques ne dépendent pas de la solution con- 
crète de l'équation. 
Supposons l'écoulement donné décrit par une certaine solution 
p = Po(x, {) de l'équation (96,3), et superposons-lui une petite 
perturbation w,. Nous supposerons que cette perturbation vérilie 
les conditions correspondant à l'acoustique géométrique: celle 
change peu le mouvement (®, est petite en mème temps que «es 
dérivées premières), mais elle varie fortement sur des distances 
petites (les dérivées secondes de @, sont relativement grandes). 
Posant dans (96,3) = @o + p1, on obtient alors pour , l'équation 
AS qi dpi 
Az + 28 ant — ; 
dans les coefficients À, B, C de laquelle on a posé @ = po. Suivant 
la méthode usitée pour passer de l'optique ondulatoire à l'optique 
géométrique, nous écrirons @, sous la forme q; = aeïŸ, la fonction 
Ÿ (l’eikonale) étant une quantité grande, et on obtient pour cette 
dernière équation 


A(S) +28 +c (SE) 0. (96,6) 


ux ut 


L'équation de la propagation des rayons en acoustique géomcé- 
: nus ë dr à s 
trique s'obtient en égalant 7 à la vitesse de groupe : 
de _ do 
dt dk” 
où 
=T+, = 
k — O= —"—. 
Dérivant la relation 
Ak2— 2Bkw + Co? =0, 
il vient: 
& __ Bo—Ak 
Co—Bk’ 


et éliminant de cette __ k/w au moyen de la relation ci-dessus 
nous retrouvons l’équation (96,5). 
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Problème 


Trouver l'équation de la deuxième famille de caractéristiques dans une onde 
simple centrée. ; 
Solution. On a dans une onde simple centrée qui se propage dans le 
sens du gaz immobile se trouvant à sa droite: 
-1 
vi & 


T ÿ 
He 0 hr 
Les caractéristiques C. sont représentées par le faisceau do droites z = const.t. 
Les caractéristiques C_, elles, sont déterminées par l'équation 
dr 3—Yyz À 


On trouve en intégrant : : 
= 
5 ; ? 
és + 1 ( t 'E 
TZ= ——— Cot + — coto | — 
F1 + ot (TS , 
la constante d'intégration étant choisie de sorte que la caractéristique C_ passe 
par le pou z = Cote, ! = to sur la caractéristique C4 (x = cot) qui fait frontière 
entre l'onde simple ct la région de repos. 
Les « lignes de courant » dans le plan zx. ! sont données par l’équation 


dr 2 z 
———V— (5) , 


di Fi 
d'où L 
2 
2 _ vit t\vri 
T= Ty Cot y— 1 colo (=) . 


$ 97. Invariants de Riemann 


Une petite perturbation arbitraire se propage, en général, suivant 
toutes les trois caractéristiques (C4. C-, Co) issues du point donné 
du plan x, {. On peut, toutefois, décomposer une perturbation arbi- 
traire en des parties telles que chacune d'elles ne progresse que suivant 
une des caractéristiques. 

Envisageons d'abord un mouvement isentropique du gaz. Ecri- 
vons l'équation de continuité et l'équation d’Euler sous la forme 

dp ap à 06 
RTS À DES SON ER 2 7 — 
Edo di 
CH dc 1 9p ] 
SA ne “EL 
nous avons remplacé dans l'équatiun de continuité les dérivées 
de la densité par les dérivées de la pression en vertu de 


(+) op __ 1 dp dp __ 1 ôp 
dt \op}]s dt c dt Ùx cc 0x” 
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Divisant la première équation par + pc et l’ajoutant à la deuxième, 
il vient : 
dv 1 ôp dv , 14p\,,. _ - 
a par + (pa) (0490. (F9 
Puis, introduisons en tant que nouvelles fonctions inconnues les 
quantités 


dp dp - 
J,=v+(e, J=v-(, (97,2) 
dites invariants de Riemann. Rappelons qu’en mouve- 
ment isentropique p et c sont des fonctions déterminées de p, de 
sorte que les intégrales ci-dessus ont un sens déterminé. Pour un gaz 
parfait 
J 2 J 2 nu 
Per Le SORTE (97,3) 
Après l'introduction de ces quantités les équations du mouve- 
ment revêtent la forme simple: 


F+t+o 2]: =0. [5 +6-02]7.-0. (97,4) 


Les opérateurs différentiels agissant sur J 4 et J_ ne sont rien d'autre 
que les opérateurs de différentiation dans le plan x, t le long des 
caractéristiques C+ et C_. De cette façon, on voit que le long de 
chacune des caractéristiques C4 ou C- reste respectivement constant 
J+ ou J_. C'est dire encore que les petites perturbations de J, ne 
progressent que le long des caractéristiques C+, et celles de J., 
le long de C. 

Dans le cas général d’un mouvement non isentropique les équa- 


tions (97,1) ne peuvent être écrites sous la forme (97,4), car 2 n'est 
pas une différentielle totale. Mais, comme auparavant, ces équations 
permettent de distinguer les perturbations progressant suivant les 
caractéristiques d'une seule famille. A savoir, telles sont les per- 
turbations de la forme 
op 
ôv + pe ‘ 
ôv et ôp étant des petites perturbations arbitraires de la vitesse 
et de la pression. Pour obtenir le système complet d'équations 
du mouvement, il faut ajouter à (97,1) l'équation d'adiabaticité 


[a +o = ]s=0, (97,5) 


ox 


qui montre que les perturbations ôs progressent le long des caracté- 
ristiques Co. Une petite perturbation arbitraire peut toujours être 
décomposée en parties indépendantes des trois types indiqués. 


31—406 
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On voit en rapprochant de (94,4) que les invariants de Riemann 
(97,2) coïncident avec les quantités qui, dans les ondes simples, 
sont constantes dans toute la région du mouvement au cours du 
temps tout entier: dans l'onde simple progressant vers la droite 
est constant J _, et dans l'onde courant vers la gauche, c'est J, 
qui est constant. Au point de vue mathématique c'est là la propriété 
fondamentale des ondes simples. Il en résulte aussi notamment la 
propriété. indiquée au paragraphe précédent, que l'une des familles 
de caractéristiques est rectiligne. Supposons, par exemple, que 
l'onde progresse à droite. Chacune des caractéristiques C4 porte 
sa valeur constante de J ; et, en outre, la quantité J_. constante dans 

tout le domaine, est aussi constante 
1 Onde simple sur cette caractéristique. Or, la 
+.” A 
constance de J. et J_ entraîne celle 
de v et p (et avec elles la constance 
de toutes les autres quantités), et 
nous sommes conduits à la propriété 
des caractéristiques C4; trouvée au 
$ 96 qui montre aussitôt que ce sont 
des droites. 
à : È Si dans deux domaines contigus 
2 Ecoulement constant AU planz, {1 écoulement est décrit 
par deux solutions analytiques dif- 
Fig. 72 férentes des équations du mouve- 
ment, leur frontière est une carac- 
téristique. En effet, cette frontière est une discontinuité pour les 
dérivées de certaines quantités, c’est-à-dire une discontinuité faible, 
laquelle coïncide nécessairement avec une caractéristique. 

Fort importante en théorie du mouvement unidimensionnel 
isentropique est la propriété suivante des ondes simples: l’écoule- 
ment représente nécessairement une onde simple dans un domaine 
contigu à un domaine où l'écoulement est constant (écoulements 
avec v — const, p = const). 

La démonstration de cette proposition est très simple. Supposons 
que le domaine envisagé Z du plan x, { soit limité à droite par un 
domaine 2 à écoulement constant (fig. 72). Dans ce dernier, c'est 
évident, les deux invariants J'} et J_ sont constants, et les deux 
familles de caractéristiques sont rectilignes. La frontière des deux 
domaines est une caractéristique C:, et les lignes C4 de l'un des 
domaines ne pénètrent pas dans l’autre. Pour ce qui est des caracté- 
ristiques C-, elles se prolongent continûment d’un domaine dans 
l'autre et, recouvrant le domaine 7, elles y apportent du domaine 
2 la valeur constante de J_. Ainsi, la quantité J_ est également 
constante dans tout le domaine 7, de sorte que celui-ci est une onde 
simple. 
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La propriété des caractéristiques de « véhiculer » les valeurs 
constantes de certaines grandeurs éclaire la position générale de la 
question de la donnée des conditions initiales et aux limites des 
équations hydrodynamiques. Dans différents problèmes physiques 
concrets le choix de ces conditions ne soulève habituellement pas 
de doute, et est directement dicté par des considérations physiques. 


gr 2gr 2gr. 


Fig. 73 


Mais dans des cas plus complexes des considérations d'ordre pure- 
ment mathématique basées sur les propriétés générales des caracté- 
ristiques peuvent aussi bien être utiles. 

Pour fixer les idées, nous envisagerons le mouvement unidi- 
mensionnel isentropique d'un gaz. Au point de vue purement mathé- 
matique, la position du problème gazodynamique se réduit habi- 
tucllement à la détermination de deux fonctions (soient v et p) 
dans le domaine du plan x, t compris entre deux courbes données 
(OA et OB sur la fig. 73,a) sur lesquelles sont données les valeurs 
aux limites. La question se pose du nombre de grandeurs dont les 
valeurs doivent être données sur ces courbes. En ce sens, la dispo- 
sition de chacune des courbes par rapport aux directions des deux 
branches de caractéristiques C+ et C- (indiquées par des flèches sur 
la fig. 73) issues ! de chaque point de la courbe est très essentielle. 
Deux cas peuvent se présenter: ou bien les deux directions des carac- 
téristiques sont situées d’un même côté de la courbe, ou bien la 
courbe est située entre elles. Sur la fig. 73,a la courbe OÀ relève 
du premier cas, OB du second. Il est clair que, pour déterminer 
complètement les fonctions cherchées dans le domaine AOB, on doit 
se donner sur la courbe OA les valeurs de deux grandeurs (par exem- 
ple, des deux invariants J} et J_), et d’une seule sur OB. En effet, 
les valeurs de la seconde seront « transportées » de la courbe OA 
sur la courbe OB par les caractéristiques de la famille correspondan- 
te, si bien qu'elles ne peuvent être données arbitrairement ?. De 


1 Dans le plan x, ? les branches de caractéristiques « issues » du point donné 
de la courbe sont celles dirigées dans le sens des £ croissants. 

2 A titre d'illustration, indiquons un exemple de ce cas: le problème du 
mouvement d'un gaz lorsqu'un piston est poussé dans une conduite infinie ou 
qu'il est tiré hors de la conduite. Il s’agit ici de la recherche de la solution des 


31% 
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même, on a représenté sur les fig. 73,b et c les cas où l’on peut se 
donner une ou deux grandeurs sur les deux courbes frontières. 

I1 convient encore d'indiquer que si la courbe frontière est con- 
fondue avec une caractéristique quelconque, il est impossible de 
s’y donner arbitrairement deux grandeurs indépendantes, étant 
donné que leurs valeurs sont liées par une condition, qui est celle 

de la constance de l’invariant 

de Riemann correspondant. 
L'étude de la question de 
la donnée des conditions aux 
limites dans le cas général d’un 
mouvement non isentropique 
peut se faire d’une manière 
absolument identique. 
Faisons enfin la remarque 
Fig. 74 suivante. Ci-dessus nous avons 
partout traité les caractéristi- 
ques d’un mouvement unidimensionnel en tant que lignes du 
plan zx, t. Mais on peut aussi bien définir les caractéristiques 
dans le plan de deux autres variables quelconques décrivant le 
mouvement. On peut, par exemple, considérer les caractéristiques 
dans le plan des variables v, c. Pour un mouvement isentropique 
les équations de ces caractéristiques sont simplement données par 
les égalités J, = const, J_ — const, les constantes étant arbitraires 
(nous conviendrons de les appeler caractéristiques l'; et F_). Ainsi, 
pour un gaz parfait, on a là, en vertu de (97,3), deux familles de 
droites parallèles (fig. 74). 

Il est remarquable que ces caractéristiques soient entièrement 
déterminées par les propriétés du milieu (du gaz) en mouvement 
en tant que tel. et qu'elles ne dépendent pas de la solution concrète 
des équations du mouvement. Ceci est dû à ce que l'équation du 
mouvement isentropique dans les variables v, c est (comme nous le 
verrons au paragraphe suivant) une équation aux dérivées partielles 
linéaire du second ordre, dont les coefficients ne dépendent que des 
variables indépendantes. 

Les caractéristiques des plans 7, { et v, c sont des représentations 
l’une de l’autre par la solution donnée des équations du mouvement. 
Mais cette représentation n’est nullement hiunivoque. Notamment. 
il correspond à une onde simple donnée une seule caractéristique 


€ 


r, Fr 


équations gazodynamiques dans le domaine du plan x, t compris entre les deux 
lignes suivantes: le demi-axe de droite de l’axe des x et la courbe x = X (1) 
représentant le mouvement du piston (fig. 70, 71). Sur la première ligne sont 
données les valeurs de deux grandeurs (les conditions initiales & — 0, p = po 
pour t = 0), et d'une seule sur la seconde (v = u, où u (1) cat la vitesse du 
piston). 
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du plan v, c, sur laquelle viennent se représenter toutes les caracté- 
ristiques du plan x, t. Ainsi, pour une onde courant vers la droite, 
c'est là une des caractéristiques l'_; les caractéristiques C- sont 
représentées par la ligne l_ tout entière, et les caractéristiques 
C+, par divers points de cette ligne. 


Problème 


Trouver la solution générale du mouvement unidimensionnel isentropique 
d'un gaz parfait pour lequel y — 31. 
Solution. Pour y = 3ona J4=væ+e, et les équations (97,4) ont 
l'intégrale générale 
z=(v+c)t+fi(v+c), 
z=(v—c) t+ fa (v—c) 
(f1, {2 sont des fonctions arbitraires). Ces deux équations déterminent sous forme 
implicite les fonctions cherchées v (zx, t), c (x, t) et, avec elles, toutes les autres 
quantités. C'est dire en quelque sorte que, dans ce cas, les deux quantités v + c 


se propagent indépendamment l’une de l’autre sous forme de deux ondes simples 
non interagissantes. 


$ 98. Mouvement unidimensionnel arbitraire 
d’un gaz compressible 


Envisageons maintenant le problème général du mouvement 
unidimensionnel isentropique quelconque d'un gaz compressible 
(sans ondes de choc) et montrons, en premier lieu, qu'il peut se 
ramener à la résolution d'une équation aux dérivées partielles 
linéaire. 

N'importe quel mouvement unidimensionnel (dépendant d’une 
seule coordonnée spatiale) est nécessairement potentiel, puisque 
toute fonction v (x, t) peut s’écrire sous forme de dérivée v (x, t) — 
— 9ç (x t) 

0x 
de l'équation d'Euler de l'équation de Bernoulli (9,3): 


. Aussi bien peut-on se servir pour intégrale première 


2 2 
+ +w = 0. 
A l'aide de cette égalité on obtcnt pour la différentielle d: 


do = Sar+S dt =vdr— (5 +v) dt. 


1 L'équation pl3—const peut servir d'équation approchée de l’adiaba- 
tique pour les produits condensés de la détonation de matières explosives 
(cf. L. Landau, K. Stanukovitch, Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences de l'U.R.S.S. 46, 399, 1945). 
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Les variables indépendantes sont x et t; passons maintenant à de 
nouvelles variables indépendantes, v et w en l'occurrence. A cet 
effet, effectuons la transformation de Legendre; écrivant 


de = d (av) — x do —d[ t (w ++)] +id (w++) 
et introduisant au lieu du potentiel q la nouvelle fonction auxi- 
liaire 
X=p—a+i (w++) ; 
il vient : 
dy = — xdv+td (w++) = t diw+(vt—:) dv, 
% étant considéré comme fonction de v el w. Rapprochant cette 
relation de l'égalité dy = 2 duo + FE dv, on obtient : 


à 
t-2, vt—z= 2, 
ou 
210% _ 9% _ 8x 
Et ite ous ge (98,1) 


Si la fonction x(v, w) est connue, ces formules déterminent v et w 
en fonction de la coordonnée x et du temps t. 

Déduisons à présent l'équation qui détermine 4%. Pour cela, par- 
tons de l'équation de continuité restée en marge 


ôp Q __ dp 4p dv 
ar te) = EU TP 5 0 


Passons dans cette équation aux variables v, w. Ecrivant les déri- 
vées partielles sous forme de jacobiens, on a: 


4 (p, x) 9 (1,p) d(e,v) 

Hot Vouat Pot) 0 
ou en multipliant par ed: 

à (p, z) Q (£, p) 4 (£, v) LS 

Atase) Or | PO Ge, TD 


Développant ces jacobiens, on aura en vue la circonstance suivante. 
En’ vertu de l'équation d'état du gaz, la densité p est fonction de 
deux autres quantités thermodynamiques indépendantes quelcon- 
ques ; par exemple, on peut considérer que p est fonction de w et s. 
Pour s — const on aura simplement p = p (w); il est important 
qu'alors, en variables v, w, la densité ne dépend pas de v. Ceci étant, 
on trouve en développant les jacobiens 

dp Ôzx dp ôt ôt 

dw dv  dw ôw 
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Substituant ici à { el - leurs expressions (98,1), on obtient après 
les réductions : 


de (5 — 7%) Le 


p du \ôw dc? Je 
à du 1 . 2 

Pour s= const on a du = + dp, d'o Mer Aussi peut-on écrire : 
cu se de Gr Lu " ,° : L 
FAT TA T'AS On Fr finalement pour % l'équation sui- 
vante 

o Ex T4, ON ” 

F du TT de du: = 0. (98,2) 


(la vitesse du son c doit être considérée ici comme fonction de w). 
Le problème de l'intégration des équations non linéaires du mouve- 
ment est ainsi ramené à la résolution d’une équation linéaire. 

Appliquons l'équation déduite à un gaz parfait. Ici c° — 
= (y — 1{)w, et l'équation fondamentale (98,2) devient : 


o? 0} : 
Gr) À 4 D 0, (98,3) 


Cette équation s'intègre sous la forme générale de façon élémen- 
taire si + est un nombre entier pair: 

* 3+2n 

Ti 2 Y = RE? n=0, 4, 2; …. (98,4) 


Cette relation est précisément vérifiée par les gaz monoatomique 
(y=5/3, n—1) et diatomique (y— 7/5, n—2). introduisant nr au 
lieu de y, recopions (98,3) sous la forme 


D PL EL UE 5 
ETES MT DST ENT RS (89) 


Nous désignerons la fonction satisfaisant à celte équation pour n 
donné par nr. Pour Y9 on a: 


CET) — 2 240 
2 ‘ou BE + —0. 
Introduisant au lieu de w la variable VE on obtient : 
Dxo __ 940 _ 
ôu® ET 0. 


C'est là l'équation usuelle des ondes, de solution générale 
Xo= fa(u+v)+ fe(u—v), fs et f étant des fonctions arbitraires. 
Ainsi donc 


Lo= fs (V'2w + v) + fe (V' 20 —v). (98,6) 
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Montrons à présent que si #%\ est connue, #»,, peut s’oblenir 
par simple dérivation. En effet, dérivant l'équation (98,5) par rap- 
port à w, il vient après regroupement des termes: 


dou 2 (2e) + 2tS 2 (2e) 2 (2e) 0. 


2n +1 on + 1 dw ouè | ow 
Si l'on introduit au lieu de v la variable 
y 2n +3 


on obtient pour pe * l'équation 


= ce À (Se) + (ee) 2 (ee) Lo 
2(n+1)+1 dw dw \ dv dv? \aw] 
qui coïncide avec l'équation (98,5) pour la fonction #n41(w, v'). 
De la sorte, nous avons déduit le résultat suivant: 


’ = 1, 
nes Ge 0) = ju Go, 0) = En (w, WE). (8,7 


Appliquant cette formule # fois à la fonction % (98,6), on obtient 
la solution générale cherchée de l'équation (98,5) : 


= (a (V2 + Dw+v) +2 (V2@r+Dw—v), 
ou bien 


1e des (VIE ER OVIGEEDE—) |, (68,8) 


T aum-i w 


Fi, F2 étant de nouveau des fonctions arbitraires. 
Si l'on introduit au lieu de w la vitesse du son d’après 


la solution (98,8) prend la forme 


= (5) (An (ctrn)+5e(e-5n)}. (8) 


Les expressions 


A 
c+ =c+i, 


U 
2n +1 
figurant à titre d’argument dans les fonctions arbitraires ne sont 
pas autre chose que les invariants de Riemann (97,3) constants sur 
les caractéristiques. 
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Dans les applications on doit souvent calculer les valeurs de 
x (v, c) sur une caractéristique. La formule suivante 


Ga) (er(rr)} 7 pa feeta (840 


ar Ft Fi 


avec 


a étant une constante arbitraire, sert à cette fin. 

Voyons à présent quel est le lien entre la solution générale ici 
déduite des équations gazodynamiques et la solution décrivant 
une onde simple. Cette dernière se distingue par cette propriété 
que v et w y sont en relation déterminée: v = v (w), si bien que le 
jacobien 


est identiquement nul. Or, lors de la transformation faisant passer 
aux variables v, w nous avons dû diviser l'équation du mouvement 
par ce jacobien, et la solution pour laquelle À = 0 a été « perdue ». 
Ainsi, l'onde simple n’est pas directement contenue dans l'intégrale 
générale des équations du mouvement, elle en est une intégrale 
singulière. 

Pour comprendre la nature de cette intégrale singulière, il est 
toutefois important qu'elle peut être déduite de l'intégrale générale 
par un passage à la limite spécifique intimement lié au sens physi- 
que des caractéristiques en tant que lignes de progression des peti- 
tes perturbations. Supposons que le domaine du plan v, w où la 
fonction % (v, w) est non nulle se réduise à une bande très étroite 


1 Le plus simple pour déduire cette formule est de mettre en œuvre la théo- 
rie des fonctions de variable complexe et d'utiliser la formule de Cauchy. On 
a pour une fonction arbitraire F (c + u): 


(einen ee 
côc és 5", dc? co 
1 @=0t RFUVitu) 
Ci J Vie-er | 
l'intégrale Ctant prise dans le plan de la variable complexe : sur un contour 
cmbrassant le point : Posant maintenant u = c + a et effectuant dans 
l'intégrale la substitution ne 26 — c, il vient: 
1 m1) gate F (2 + a) at 
Bi Ji ŸrrG—or 
le contour d'intégration sur & embrassant à présent le point £ = c; appliquant 


à nouveau le théorème de Cauchy, on trouve que cette intégrale coïncide avec 
l'expression écrite dans le texte. 


Il 
ts 
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{infiniment étroite à la limite) le long d’une des caractéristiques. 
Les dérivées de y perpendiculairement à la caractéristique parcourent 
alors des valeurs dans un intervalle très large (infini à la limite), 
puisque % décroît très vite perpendiculairement. De telles solu- 
tions % (v, w) des équations du mouvement existent certainement. 
En cffet, considérées comme une « perturbation » dans le plan v, w, 
elles satisfont aux conditions de l’acoustique géométrique, et comme 
il convient à de telles perturbations, elles sont situées le long d'une 
caractéristique. 

Il résulte de ce qui a été dit que pour une telle fonction y le temps 


t= 22 parcourra un intervalle de valeurs arbitrairement grand. 
Quant à la dérivée de % le long d’une caractéristique, c'est une 
certaine quantité finie. Or, le long d’une caractéristique (par exemple 
d’une caractéristique l'_) on a 


Ceci étant, la dérivée de % par rapport à v le long de la caracté- 
ristique [nous la noterons — f (v)] est 

d; ô dy dw à ë; 

RE 
Exprimant les dérivées partielles de 4 en fonction de x et { confor- 
mément à (98,1), on en déduit la relation z = (v + c) t+f (v), 
qui est précisément l'équation (94,5) de l'onde simple. En ce qui 
concerne la relation (94,4) établissant le lien entre v et c dans l’onde 
simple, elle est automatiquement vérifiée en vertu de la constance 
de J_ le long de la caractéristique LT. 

Nous avons montré au $ 97 que si dans une région du plan x, t 
la solution des équations du mouvement se réduit à un écoulement 
constant, on doit avoir une onde simple dans les régions contiguës. 
Aussi le mouvement décrit par la solution générale (98,8) ne peut 
faire suite à un mouvement constant (notamment à une région 
de repos) qu’en passant par le stade intermédiaire de l’onde simple. 
La frontière entre l’onde simple et la solution générale est, ainsi 
que toute frontière entre les domaines de deux solutions analytiques 
différentes, une caractéristique. Lorsqu'on résout divers problèmes 
concrets, on doit déterminer les valeurs de % (w, v) sur cette caracté- 
ristique frontière. 

La condition de « raccordement » de l'onde simple avec la solu- 
tion générale sur la caractéristique frontière s'obtient en substituant 
les expressions (98,1) de x et t dans l'équation de l'onde simple 
z=(væ+ct+f(v); il vient 


ôy ox » — 
ec +{()=0. 
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En outre, on a dans l'onde simple (et sur la caractéristique fron- 
tière) : 
ar 


di = + de 


du 
rs 


ou +e=+. Substituant ceci dans la condition écrite, on obtient : 


9 9% d d 
DE + ET +) = + (0) 0, 


d'où finalement 


VS | f(v) de, (98,11) 


ce qui détermine la valeur à la limite cherchée de 4. Notamment, 
si l'onde simple est centrée sur l'origine des coordonnées, c'est-à-dire 
si f (v) = 0, on a x = const; comme la fonction % n’est déterminée 
qu’à une constante additive près, 
on peut alors, sans nuire à la 
généralité, poser sur la caracté- 
ristique frontière % = 0. 


Problèmes 


1. Déterminer le mouvement qui 
naît de la réflexion d’une onde de raré- 
faction centrée par une paroi solide. 

Solution. Supposons que 
l'onde de raréfaction apparaisse à l'ins- 
tant { =U au point x = 0 et qu'elle 
progresse dans le sens positif de l'axe 
des z; clle atteint la paroi au bout du 
temps ? = l/co, L'étant la distance à la 
paroi. La fig. 75 représente le diagram- 
me des caractéristiques pour le pro- 
cessus de réflexion de l'onde. Le gaz 
est immobile dans les régions Z ct J’, 
ilse meut dans la région 3 avec la vites- Fig. 75 
se constante v — — U1, La région 2 
cst l'onde de raréfaction incidente 
{avec des caractéristiques rectilignes :C4+), et 5 l'onde réfléchie (avec des 
caractéristiques rectilignes C_). 4 est la «région d'interaction » où doit 
être trouvée la solution; pénétrant dans cette région, les caractéristiques 
rectilignes s'incurvent. Cette solution est complètement déterminée par les 
conditions aux limites sur les segments ab ct ac. Sur ab (c'est-à-dire sur la paroi) 
on doit avoir & = 0 pour x = /: eu égard à (98,1), on en déduit la condition 


ONE Fu 
nn L pour r—0. 


1 Si l'onde de raréfaction est engendrée par un piston lorsqu'il se met en 
mouvement vers la sortie d'une conduite à vitesse constante, U est alors la vites- 
se du piston. 
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Quant à la frontière ac avec l'onde de raréfaction, c'est un segment de carac- 
téristique C- ; aussi y a-t-on 
—1 Fe v 

2 H 2n +1 
et comme au point & on a v—0, c—co, il vient const —cg. On doit avoir 
sur cette frontière 4—0, de sorte qu'on a la condition 


ST 


= const, 


x=0 pour =. = Cp. 
2n +1 


Il est facile de s'assurer que la fonction de la forme (98,9) satisfaisant à ces 
conditions est 


EU 


ce qui détermine la solution cherchée. 
L'équation de la caractéristique ac est (cf. prob. $ 96) 
2n+1 


= —(2n +1) co + (n+41)1 (=) ZT. 


Son intersection avec la caractéristique Oc 
z v+1 2(n+1) 


T0 2 U — co— 2n +1 U 
détermine l'instant de la disparition de l'onde incidente : 
Ve L'(Qn + A1)ntict 
S [@r+1) co—Up 
cor 


mac dans le cas inverse la caracté- 
ristique Oc est dirigée dans le sens des z négatifs (fig. 76). Le processus d'inter- 


Il a été supposé sur la fig. 75 que U < 


action des ondes incidente et réfléchie dure alors indéfiniment (il n'est pas 
limité dans le temps, cas de la fig. 75). 
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La fonction (1) décrit de même l'interaction de deux ondes de raréfaction 
centrées identiques issues à l'instant t — 0 des points z = 0 et z = 21 et qui 
se GUEenE L'une vers l’autre, ce qui résulte aussitôt de considérations de symé- 
trie (fig. 77) 1. 

2. Déduire l'équation analogue de (98,3) pour le mouvement isotherme 
unidimensionnel d’un gaz parfait. 


Solution. Pour le mouvement isotherme, au lieu de l'enthalpie w 
dans l'équation de Bernoulli figure la quantité 


n= | Pc [ Pa, Inp, 


c. = A étant le carré de la vitesse isotherme du son; pour un gaz parfait, 
T dp JT 


dans le cas isotherme c. — const. Prenant cette quantité (au lieu de w) pour 
variable indépendante, on obtient, en procédant comme dans le texte, pour 
x l'équation linéaire suivante à coefficients constants: 


$ 99. Propagation d'ondes de choc fortes 


Envisageons la propagation d’une onde de chac sphérique de 
grande intensité engendrée par une forte explosion, c'est-à-dire 
par la libération instantanée dans un petit volume d'une grande 
quantité d'énergie (notée Æ) ; le gaz qui est le siège de la propagation 
sera supposé parfait. La solution de ce problème exposée ci-après 
appartient à L. Sédov (1946). 

Nous considérerons l'onde à des distances pas très grandes de la 
source, dans une région où l'intensité de l’onde est encore forte. 
Dans le même temps, ces distances seront supposées grandes devant 
les dimensions de la source; ceci permet de supposer que l'énergie Æ 
a été libérée en un point (à l'origine des coordonnées). 

Dire que l’onde de choc est de forte intensité, c'est dire que la 
discontinuité de la pression dans l'onde est très grande. Nous suppo- 
serons la pression p, derrière la discontinuité si grande par rapport. 
à la pression p, du gaz non perturbé devant que 


Ps K Ytl 
Pi d Lis 
Ceci permet de négliger partout p, devant p,, et le rapport des den- 
2 De , N . e. y 1 
sités pr sera égal à sa valeur limite Si (cf. $ 85). 


1 On pourra se reporter pour le cas plus général de la collision de deux 
ondes de raréfaction apparues à des instants différents à C. Stanukovitch, 
Théorie des mouvements non stationnaires d'un gaz Burcau d'édition de la 
technique nouvelle, 1948. 
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De la sorte, l’image tout entière du mouvement du gaz sera 
déterminée par deux paramètres seulement: par la densité initiale 
9, du gaz et par l’énergie E libérée à l'explosion. Avec ces paramètres 
et deux variables indépendantes: le temps t et la coordonnée (lx 
distance au centre) r on ne peut former qu’une seule combinaison 
indépendante sans dimensions, que nous écrirons sous la forme 


e=r(2)". (99,1) 


Au total, le mouvement tout entier sera doué d'une certaine auto- 
similarité. 

On peut affirmer tout d’abord que la position de l’onde de choc 
elle-même doit, à chaque instant, correspondre à une certaine 
valeur constante E, de la combinaison sans dimensions E. Par là, 
la loi du déplacement de l’onde de choc au cours du temps est aus- 
sitôt déterminée; désignant par r, la distance de l'onde au centre, 
on a: 

r=t(<)". (99,2) 
Pi 
On en déduit la vitesse de propagation de l'onde de choc (la vitesse 
par rapport au gaz non perturbé, c'est-à-dire par rapport au système 
de coordonnées fixe) : 
= dr _ 2ro 
1 5° 


Elle décroît au cours du temps comme t-3/5. 

La pression p,, la densité p, et la vitesse v, = u, — u, du gaz 
(par rapport au système de coordonnées fixe) sur la « face arrière » 
de la discontinuité peuvent être exprimées en fonction de u, d'après 
les formules déduites au $ 85. On a en vertu de (85,5) et (85.6) !: 

2 - 2 2 
ue Pen, p=jout (09,4) 
La densité reste constante dans le temps, et v, et p. décroissent 
respectivement comme #5 et 4-%/6, Notons également que la pres- 
sion p, Créée par l’onde croît en même temps que l'énergie d'explo- 
sion totale en raison de Æ?/5. 

Venons-en à la détermination du mouvement du gaz dans toute 
la région derrière l'onde. Introduisons au lieu de la vitesse v, de la 
densité p et de la pression p du gaz les variables sans dimensions 
v’, p’, p' définies comme suit: 


= Lu mile _ __8pr _ ” 
U =: 5(y+1) TV: PP, GP; P=5GEi E P- (99,5) 


(99,3) 


La 


] 


! Les vitesses de l'onde de choc par rapport au gaz déterminées par les for- 
mules (85,6) seront notées ici u, et u». 
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v',p',p' ne peuvent être fonctions que de la seule variable sans 
dimensions £. Sur la surface de discontinuité (c'est-à-dire pour 
E—&) elles doivent prendre les valeurs 


v’ za p' = p° == 1 pour È — Eo- (99,6) 
à 


Les équations du mouvement adiabatique 
d'un gaz stipulent : 


…. 2 2e 
ET ME ouai 2. 4. 2%) +<=0, 


(ivg)ns =0(. 


La dernière équation est celle de le conservation de l'entropie où 
l'on a substitué l'expression (80,12) pour l’entropie d’un gaz parfait. 
Après substitution des expressions (99,5) on obtient un système 
d'équations aux dérivées totales pour les fonctions v’, p’, p'’. L'in- 
tégration de ce système est facilitée par le fait que l’une de ses 
intégrales peut être écrite directement à partir des considérations 
suivantes. 

Le fait que nous négligeons la pression p, du gaz non perturbé 
signifie, en d’autres termes, que nous négligeons l'énergie initiale 
du gaz par rapport à l'énergie Æ qui lui a été communiquée par 
l'explosion. Aussi est-il bien clair que l'énergie totale du gaz dans 
la sphère limitée par l'onde de choc est constante (et égale à E). 
Plus encore, le mouvement étant autosimilaire, il est évident que 
doit également rester invariable l'énergie du gaz dans toute sphère 
de rayon moindre se dilatant dans le temps suivant la loi Ë — const, 
la constante étant arbitraire (et non seulement égale à E,); la vitesse 


2 
radiale de déplacement des points de cette sphère est v, — — 
[cf. (9),3)'. 

Il est facile d'écrire l'équation traduisant cette constance de 
l'énergie. D'une part, il s'écoule dans le temps df à travers la sur- 
face de la sphère (d’aire 4nr*) l'énergie 

dt Anr°pv (w++) : 


D'autre part, dans ce même laps de temps le volume de la sphère 
s'accroît de l'élément dtv,4rm*, dans lequel est contenu un gaz 
d'énergie 


symétrie centrale 


(99,7) 


2 vè 
dt Anr°v,p (e ++) ; 
Egalant l’une à l’autre ces deux expressions, substituant € -- 


= w—ye et introduisant les fonctions sans dimensions 
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définies par (99,5), on obtient la relation 


p'___(y+1—2v)vt 
CCE ETS je 
qui est l'intégrale cherchée du système d'équations. Elle satisfait 
automatiquement aux conditions aux limites (99,6) sur la surface 
de discontinuité. 

Maintenant que nous avons trouvé l'intégrale (99,8), l’intégra- 
tion du système d’équations est élémentaire, bien qu’assez fasti- 
dieuse. La deuxième ct la troisième des équations (99,7) donnent 


dr’ », v+i dinp" _ 
met (v DT on da 
de {in nf) = de (9,9) 
din£ 2] D —(p +1) | 


Nous exprimerons à partir de ces deux équations. en tenant compte 
de Ja relation (99,8), les dérivées Te et Ur 


seule quantité v’; ceci fait, l'intéthation, ee tenu des condi- 
tions aux limites (99,6), conduit aux résultats suivants: 


(&)'"- v'? [* (y+ 1) —2 De | [ 2yo'—y—1 F \ 


en fonction de la 


7T—+ y—1 
2 [ Dyv'—y—1 lé 5 (y LOS ne vs = 1—2: LE 
Pole là D 99,10 
19y2—7y+ 12 RE (99,10) 
VE Va= — Vs 
Gy—1) Ey+1) & 2v+1° 2x : 
| 13y2— 7y +12 es A 
En 00" WT J 


Les formules (99,8) et (99,10) résolvent complètement le problème 
posé. La constante &, figurant ici est déterminée par la condition 


EE j (5 Es 5) Anr? dr, 


qui exprime l'égalité de l'énergie totale du gaz et de l'énergie d’explo- 
sion Æ. Après l'introduction des quantités sans dimensions cette 
condition devient 


5 327 


BCD | (Etp'o'2 + Ep) dE — 1. (99,11) 


Ainsi, pour l'air (y = 7/5) cette constante vaut E, — 1,033. 
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Les rapports et en tant que fonctions du rapport — me 


tendent, comme on le verrait facilement à partir des formules dédui- 
tes, vers zéro lorsque r/r, —+ 0 suivant les lois 


Se, ES (2) (99,12) 


le rapport des pressions p/p., lui, tend vers une limite constante, 
celui des températures tendant respectivement vers l'infini. 


7 


05 7 
lé 227 


10 


0 0,5 10h 
Fig. 78 


On a représenté sur la fig. 78 les graphiques des quantités — ; 


+ et + en fonction de L pour l'air (y = 1,4). Il est à noter que 
la densité décroît très vite vers l’intérieur de la sphère: peu s’en 
faut, toute la matière est concentrée dans une couche relativement 
mince derrière le front de l'onde de choc. Cette circonstance résulte 
naturellement du fait que sur la surface de rayon maximum, égal 
à r,, doit être distribuée une matière de densité six fois plus grande 
que la densité normale 1. 


1 Les résultats des calculs pour d’autres valeurs de y sont donnés par 
L. Sé do v dans son livre: « Les méthodes de similitude et dinnensionielles 
en mécanique ». chap. IV, $ 7, Moscou, 1966 (en russe). On y trouvera également 
la solution analogue du problème de l'explosion forte dans le cas de la symétrie 
cylindrique. | 


32—406 
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$ 100. Théorie en eaux peu profondes 


Une analogie remarquable du mouvement d’un gaz compressible 
est le mouvement d'un liquide incompressible de surface libre dans 
le champ de la pesanteur, si la profondeur de la couche de liquide 
est suffisamment petite (par rapport aux dimensions caractéristi- 
ques du problème, par exemple par rapport aux dimensions des 
accidents du fond de la pièce d’eau). Dans ce cas, on peut négliger 
la composante transversale de la vitesse du liquide par rapport 
à la composante longitudinale (le long de la couche), laquelle pourra 
être supposée constante suivant l'épaisseur de la couche. A cette 
approximation (dite « hydraulique »), le liquide peut être assimilé 
à un milieu « à deux dimensions » possédant en chaque point une 
vitesse déterminée v et, en outre, caractérisé en chaque point par 
la valeur de l'épaisseur À de la couche. 

Les équations générales du mouvement correspondantes ne dif- 
fèrent de celles déduites aux $ 13 que par le fait que les variations 
des grandeurs au cours du mouvement ne doivent plus être suppo- 
sées petites, ainsi qu’au $ 13 lors de l'étude de grandes ondes 
de gravitation de petite amplitude; ceci étant, on doit conserver 
dans l'équation d'Euler les termes du second ordre par rapport 
à la vitesse. Notamment, pour le mouvement unidimensionnel 
du liquide dans un canal, qui dépend de la seule coordonnée x (et 
du temps), ces équations s'écrivent 


oh | (uk) 
FAN dx 0, 


dv +v LES oh (100,1) 
TV oz Gr 
(la profondeur k est supposée ici constante suivant la largeur du 


canal). 

Les ondes de gravitation grandes sont, d'un point de vue géné- 
ral, des petites perturbations du mouvement du système envisagé. 
Les résultats du $ 13 montrent que de telles perturbations progres- 
sent par rapport au liquide avec une vitesse constante qui vaut 


c=V gh. (100,2) 


Cette vitesse joue ici le rôle de la vitesse du son en dynamique des 
gaz. De la même façon qu’au $ 79, on peut conclure que si le liquide 
se déplace avec des vitesses v << c (« écoulement tranquille»), l'in- 
fluence des perturbations s'étend au courant tout entier, en aval 
comme en amont. Si le mouvement s'opère avec des vitesses v > c 
(« écoulement rapide »), l'influence des perturbations ne s'étend qu'à 
certaines régions du courant en aval. 
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La pression p (comptée à partir de la pression atmosphérique 
à la surface libre) varie suivant la profondeur du liquide conformé- 
ment à la loi hydrostatique p = pg (4 — :), 5 étant la hauteur 
du point au-dessus du fond. Il est utile de noter que si l'on introduit 
les quantités 


h 
p=ph, p= [pdr=rpen Ep, (100,3) 
0 
les équations ne : re la forme 
1 op 
+ _ vp — 0, & + + = nat A à ’ (100,4) 


qui coïncide formellement avec la forme des équations de l’écoule- 
ment adiabatique d'un gaz parfait avec y — 2 (p cs p°). Cette 
circonstance permet d’étendre directement aux eaux peu profondes 
tous les résultats de la dynamique des gaz relatifs au mouvement 
sans formation d'ondes de choc. Pour ces dernières, les relations 
en eaux peu profondes diffèrent des relations de dynamique des gaz 
pour un gaz parfait. 

Une « onde de choc » dans un liquide s’écoulant dans un canal 
est un saut brusque de la hauteur k du liquide, en même temps que 
de la vitesse v (ce qu’on appelle « saut d’eau »). Les relations entre 
les valeurs de ces grandeurs de part et d'autre de la discontinuité 
peuvent être déduites à l’aide des conditions de continuité des flux 
de masse et d'impulsion du liquide. La densité du flux de masse 
(rapportée à 1 cm de largeur du canal) est j = pvh. Pour ce qui est 
de la densité du flux d’impulsion, elle s'obtient en intégrant p + 
+ pv® suivant la profondeur du un et vaut 


to. pm 
0 


Ceci étant, les conditions de leur continuité donnent deux équations : 
Vah = Voho, (100, 5) 
ils ES vin + HE | (100,6) 


Ces relations établissent un lien entre lé quatre quantités 1, Le, 
h,, h», dont deux peuvent être prises arbitrairement. Exprimant 
les vitesses v,, v, en fonction des hauteurs k,, h,, il vient: 


a Ro 2 


= pute) = TG). (100,7) 


En ce qui concerne les flux d'énergie de part et d'autre de la 
discontinuité, ils ne sont pas égaux ; leur différence définit la quan- 
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tité d'énergie dissipée (en 1 s) dans la discontinuité. La densité 
du flux d'énergie le long du canal est 


g= (4 +) pod = L j (gh + v?). 


Utilisant les expressions (100,7), on obtient pour la différence 
cherchée 


qu Qu = pr, (+) (le — ha). 


Supposons que le liquide traverse la discontinuité du côté 1 au côté 2. 
Alors, le fait de la dissipation d'énergie signifie qu'on doit avoir 
Gi —9Q2> 0, et on conclut que 


> (100,8) 


c'est-à-dire que le liquide se meut du côté où sa hauteur est la 
plus petite au côté où elle est la plus grande. On peut à présent 
déduire de (100,7) que 


VD C— V'ghs, Ua < C2 — V &h (100,9) 


en complète analogie avec les ondes de choc en dynamique des gaz. 
Les inégalités (100,9) auraient aussi bien pu être déduites en tant 
que condition nécessaire de la stabilité de la discontinuité, de la 
même façon qu'au $ 84. 


CHAPITRE XI 


INTERSECTION DE SURFACES DE DISCONTINUITÉ 


$ 101. Onde de raréfaction 


La ligne d’intersection de deux ondes de choc est, au point 
de vue mathématique, une ligne singulière de deux fonctions décri- 
vant le mouvement du gaz. Le bord de tout angle aigu sur la surface 
de corps autour desquels s'écoule un gaz est aussi une ligne singu- 
lière de cette espèce. L'étude du mouvement d’un gaz au voisinage 
d'une ligne singulière peut se faire dans toute sa généralité (Prandil 
et Mayer, 1908). 

Considérant un domaine autour d'un petit tronçon de ligne 
singulière, on peut assimiler celle-ci à une droite, que nous prendrons 
pour axe des 3 d'un système de coordonnées cylindriques r, @p, z. 
Au voisinage de la ligne singulière toutes les quantités dépendent 
essentiellement de l'angle q. Par contre, elles ne dépendent que 
très faiblement de r, et on peut supposer qu'elles n’en dépendent 
pas du tout pour les petits r. La dépendance des quantités par rap- 
port à z est, elle aussi, inessentielle : on peut faire abstraction de la 
variation de la figure d'écoulement sur un petit tronçon de ligne 
singulière. 

De la sorte, nous devrons étudier un mouvement stationnaire 
pour lequel toutes les quantités sont fonctions de @ seul. L'équation 


de conservation de l’entropie vVs = 0 donne < = 0, d'où s — 
= const !, c'est-à-dire que le mouvement est isentropique. Aussi 
peut-on écrire dans l'équation d'Euler Vw au lieu de 2: (VV) v = 
— — Vw. En coordonnées cylindriques on obtient trois équations: 


dv 
mé Ho, Re ie, oo. 


1 Si l'on pose vo = 0 (au lieu de _ = 0) , comme on pourrait aisément 


le déduire des équations du mouvement écrites plus bas, il vient v, = 0, v, +4 U. 
Un tel mouvement correspondrait à l'intersection de surfaces de discontinuités 
tangentielles (avec saut de la vitesse v,), et ces discontinuités étant instables, il 
est sans intérêt. 
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On déduit de la dernière v, = const; sans nuire à la généralité, 
on peut poser v, = 0 et considérer que le mouvement est plan: 
ceci revient à faire un choix adéquat de la vitesse du mouvement 
du système de coordonnées le long de l'axe des z. Nous recopierons 
les deux premières équations sous la forme 


Le LE à (401,1) 
due 4 dp du 
Ve (= vr) = (101,2) 
Substituant (101,1) dans (101,2), on obtient : 
dv, 
Ve RS Ur _ = 
ou, en intégrant: 
2 2 
w+ ET = const. (101,3) 


Notons que l'égalité (101,1) signifie que rot v = 0, c’est-à-dire 
que le mouvement est potentiel; en relation avec cela, on a l’équa- 
tion de Bernoulli (101,3). 

Puis, l'équation de continuité div(pv) = O0 donne 

d 
por + (pue) = p (vr+ Fe) +ve + =0. (101,4) 
Utilisant (101,2), on en déduit : 


(Se+v) (1 108 æ\- 0. 


Or, la dérivée , qu'il serait plus correct de noter (D). est le 
carré de la vitesse du son. Ainsi, 


(Se or) ( 8) =0. (101,5) 


Cette équation peut être vérifiée de deux façons. Primo, on peut 
avoir 


Fe 


To + Ur 0 


Alors (01, 2) donne p = a w = const, et on déduit de (101,3) 
que v° = vf + vi, = const, c 'est-à- dire que la vitesse est de grandeur 
constante. "1 est facile de voir qu'il en est de même de sa direction. 
L'angle y formé par la vitesse avec une direction donnée dans le 
plan du mouvement vaut (fig. 79) 


= p+ arc ge : (101,6) 
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Dérivant cette expression par rapport à œ et utilisant (101,1) et 
(101,2), on obtient après une transformation simple : 
dy vr dp . 
ap Puqu? dy . (101,7) 
Comme p—const, on a effectivement 4—const. Ainsi donc, annu- 
lant le premier facteur dans (101,5), on obtient simplement une 
solution triviale: un flux uniforme. 


Secundo, l'équation (101,5) est vérifiée si l’on pose 1 — 4 = 0, 
soit ro = +c. La vitesse radiale, elle, est définie par (101,3). 
Désignant dans cette équation la 
constante par wo, on obtient: 

le — + C, 
= +V2{( vw) —c. 
Dans cette solution, la composante 
v de la vitesse perpendiculaire au 
rayon vecteur est, en chaque point, 
égale en grandeur à la vitesse du son 
locale. La vitesse totale v — 
= Vv$ + v£ est donc supérieure 
à la vitesse du son. La vitesse varie 
d'un point à l’autre en grandeur 
et direction. La vitesse du son ne pouvant passer par la valeur zéro, 
il est bien clair que la fonction continue vw, () doit être partout 
égale à +-c ou à —c. Choisissant adéquatement la direction de réfé- 
rence des @, on pourra convenir que vo = c. En ce qui concerne 
le choix du signe de v,, nous verrons par la suite qu’il est dicté 


par des considérations physiques et qu'il doit être positif. De sorte 
que 


Vp=C  Vr= V2 (wo —w) —c. (101,8) 
d (pro) 
Pur 


L'équation de continuité (101,4) donne dp = — 
ici (101,8) et intégrant, il vient : 


_ d{pe) 

= — : 101,9 

FT rc p V2 Wo—w) —c 

Si l’on connaît l'équation d'état du gaz et l'équation de l'adiabati- 

que (rappelons que s — const), on peut à l’aide de cette formule 

déterminer la dépendance de toutes les quantités par rapport à l’an- 

gle p. Ainsi donc, les formules (101,8) et (101,9) déterminent complè- 
tement le mouvement du gaz. 

Etudions à présent plus en détail la solution déduite. Notons 

en premier lieu que les droites g = const coupent en chaque point 


. Substituant 
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les lignes de courant sous l’angle de Mach (son sinus vaut ea — +) ; 
c'est-à-dire qu'elles sont des caractéristiques. Ainsi, l’une des 
deux familles de caractéristiques (dans le plan x, y) est un faisceau 
de droites issues d’un point singulier et possède dans notre cas 
une importante propriété — le long de chacune d'elles toutes les 
quantités restent constantes. En ce sens, la solution envisagée 
joue en théorie du mouvement stationnaire plan le même rôle que 
le mouvement autosimilaire en théorie des écoulements non 
stationnaires unidimensionnels du $ 92. Nous reviendrons sur cette 
question au $ 107. 

I1 résulte de (101,9) que (pc) 0 (l'accent désigne la dériva- 
tion par rapport à œ). Ecrivant 


,_d , 
(pc) = 
et notant que la dérivée se est positive [cf. (92,9)], on trouve 


que la dérivée p” < 0; avec celle-ci sont aussi négatives les déri- 
vées p’ = c°p’, w’ = p'/p. Puis, il résulte du fait que la dérivée w' 
est négative que la valeur absolue de la vitesse v = V2 (w, — w) 
est une fonction croissante de p. Enfin, il résulte de (101,7) que 
x > 0. De sorte qu'on obtient les inégalités suivantes: 
dp dp dv dy 

En d'autres termes, quand on tourne autour du point singulier 
dans le sens de l’écoulement, la densité et la pression décroissent, 
et le vecteur vitesse croît en valeur absolue et tourne dans le sens 
du contournement. 

Le mouvement décrit est souvent appelé onde de dépres- 
sion ou de raréfaction; nous emploierons ce dernier 
terme par la suite. 

T1 est facile de voir que l'onde de raréfaction ne peut s'étendre 
à toute la région entourant une ligne singulière. En effet, v étant 
une fonction monotone croissante de œ. si l’on fait un tour complet 
autour de l’origine (c’est-à-dire lorsque @ varie de 2x), on trouve 
pour v une valeur différente de sa valeur initiale, ce qui est absurde. 
Ceci étant, la vraie image du mouvement autour de la ligne singu- 
lière doit être formée de régions qui sont des secteurs séparés par 
des plans p = const, lesquels sont des surfaces de discontinuité. 
Dans chacune de ces régions on a soit un mouvement décrit par 
une onde de raréfaction, soit encore un mouvement à vitesse cons- 
tante. Le nombre et le caractère de ces régions dans différents 
cas concrets seront déduits aux paragraphes suivants. Bornons- 
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nous à indiquer ici que la frontière entre l’onde de raréfaction et une 
région d'écoulement uniforme doit être nécessairement une discon- 
tinuité faible. En effet, cette frontière ne saurait être une disconti- 
nuité tangentielle (discontinuité de la vitesse v,), car la composante 
de la vitesse normale à la frontière v, = c ne s’y annule pas. Elle ne 
saurait être non plus une onde de choc, car la composante normale 
de la vitesse (v,) doit être supérieure à la vitesse du son d’un côté 
d'une telle discontinuité, et inférieure de l’autre côté, alors que dans. 
le cas envisagé on a en tout cas d’un côté de la frontière v, = c. 

Une déduction importante peut être faite de ce qui précède. 
Les perturbations qui engendrent les discontinuités faibles partent, 
c'est évident, de la ligne singulière (de l’axe des z) et s'en éloignent. 
Cela signifie que les discontinuités faibles délimitant l'onde de- 
raréfaction doivent être « partantes» par rapport à cette ligne, 
c'est-à-dire que la composante de la vitesse v, tangente à la discon- 
tinuité faible doit être positive. Ainsi se trouve justifié le choix 
du signe de v, fait dans (101,8). 

Appliquons maintenant les formules déduites à un gaz parfait. 


2 
Dans un gaz parfait w — + l'équation de l’adiabatique de: 
Poisson, elle, peut s'écrire 
Sr er. 
pe Y-i=const, pc Ÿ-1—const (101,11): 


{cf. (92,13)]. Utilisant ces formules, nous mettrons l'intégrale (101,9) 
sous la forme 


psy Eee. 
V1) Va” 


c, étant la vitesse critique [cf. (80,14)]. D'où 
=1/ +1 ie 
p=V arc COS —— + const, 


ou bien, choisissant l’origine des @ de sorte que const —0: 


Vy = C = C4 COS VE ®- (101,12) 
En vertu de (101,8), on déduit d'ici: 
y+i. : ,/7—1 , 
_— VE eu sin WT 6. (401,13). 


Puis, utilisant l'équation de l'adiabatique de Poisson sous la 
forme (101,11), on trouve la pression en fonction de l’angle «: 


P=P« (cos tp). (101,14) 
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Enfin, on a pour l'angle % (101,6): 


=p+arctg ( Vue) (101,15) 


(l'angle % est rapporté à la même direction que q). 


£ 0 
O0 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180° 20° 220° 
g 


Fig. 80 


Puisqu'on doit avoir v,.>0, c>0, l'angle @ dans ces formu- 
les ne peut varier qu'entre les limites q—0 et @ =Œ@max: Où 


Pmex = + 1H. (101,16) 
C'est dire que l'onde de raréfaction peut occuper un secteur d'angle 
non supérieur à max ; ainsi, pour un gaz diatomique (air) cet angle 
vaut 219°,3. Lorsque p varie de 0 à Pmax, l'angle 4 varie de = à 
Pmax. De sorte que la direction de la vitesse dans l'onde de raré- 
faction peut tourner d’un angle non supérieur à max — 5 (pour 


l'air 129°,3). 
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Pour @ = Pmax la pression s’annule. En d'autres termes, si 
l'onde de raréfaction s'étend jusqu'à même cet angle, la disconti- 
nuité faible qui la limite de ce côté constitue la frontière avec le 
vide. En outre, elle coïncide na- 
turellement avec une ligne de 
courant: on a ici: 


ve =c=0, 


1 
Ur = UV — Va Cy = Umax» 


c'est-à-dire que la vitesse est 
dirigée suivantunrayonet atteint 
sa valeur limite Umax (cf. $ 80). 

La fig. 80 représente les gra- 
phiques de p/p,, c,/v et x en fonc- 
tion de l’angle q pour l'air 
(y = 1,4). 

Il est utile de noter la forme 
de la courbe déterminée par les : 
formules (101,12) et (101,13) dans Fig. 81 
le plan v,, v, (hodographe des 
vitesses). C’est un arc d'épicycloïde construite entre les cercles 


de rayons v = c,etu—c, VE = Umax (fig. 81). 


Problèmes 


1. Déterminer la forme des lignes de courant dans l'onde de raréfaction. 
Solution. L'’équation des lignes de courant pour le mouvement bidi- 


mensionnel en coordonnées polaires est _— a . Substituant ici (101,12) et 
r 
(101,13) et intégrant, il vient: jé 


sel 


= RL 
r=Tr9 (cos y+i 4) . 


Ces lignes de courant représentent une famille de courbes homothétiques conca- 
ves vers l’origine des coordonnées, qui est le centre d'homothétie. 

2. Déterminer l'angle maximum entre les discontinuités faibles délimitant 
l'onde de raréfaction, étant données les valeurs v,, c, des vitesses du gaz et du 
son sur la première d'entre elles. 

Solution. On déduit de (101,12) pour la valeur de l'angle q correspon- 
dant à la première discontinuité 


_y/ Fi LR 
g=y/ are ose 
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Comme fe = Pmax, l'angle cherché vaut 


fv+i 5 €1 
Pe—pi= Per LL 
La De critique c, s'exprime au moyen de v, c1 par l'équation de Ber- 
noulli 


1? __v+1 
MR T2 D 


L'angle de rotation maximum de la vitesse du gaz dans l'onde 
de raréfaction s'obtient respectivement au moyen de (101,15) comme la diffé- 
rence Xmax — X (P1) —X (P2) : 

=1/ YET are sin — are sin 
tx= arc sin ss arc sin Dr 
En tant que fonction de vi/c4, Xmax à Sa plus grande valeur pour #/c, =1: 


z( Hi 4). 


Xmax = 
Us : 
Lorsque — — ©0, Xmax tend vers zéro comme 
1 


2 C4 


Xmax 1 , : 


$ 102. Intersection d’ondes de choc 


Les ondes de choc peuvent se couper, l'intersection se faisant 
suivant une ligne. Considérant le mouvement dans le voisinage 
de petits segments de cette ligne, on pourra assimiler celle-ci à une 
droite, et les surfaces de discontinuités à des plans. Ainsi donc, 
il suffit de considérer l'intersection d'ondes de choc planes. 

L'intersection de discontinuités est, au point de vue mathéma- 
tique, une ligne singulière (comme on l’a indiqué au début du $ 101). 
Toute l'image du mouvement autour de cette ligne est constituée 
par une série de régions en forme de secteurs, avec dans chacune 
d'elles soit un écoulement uniforme, soit l'onde de raréfaction 
décrite au $ 101. La classification générale des types possibles 
d'intersection de surfaces de discontinuités a pu être réalisée 
(L. Landau, 1944). 

Il importe, en premier lieu, de faire la remarque suivante. Si de 
part et d'autre de l’onde de choc le mouvement du gaz est superso- 
nique, on peut alors (ainsi qu’il a été dit au début du $ 86) parler 
de la « direction » de l'onde de choc et, en conséquence, distinguer 
les ondes de choc qui « partent » de la ligne d’intersection ct les 
ondes qui y « aboutissent ». Dans le premier cas, la composante 
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tangentielle de la vitesse est dirigée à l'opposé de la ligne d'inter- 
section, et on peut dire que les perturbations qui engendrent la 
discontinuité « partent » de cette ligne. Dans le second cas, les 
perturbations partent d'un lieu étranger à la ligne d’intersection. 

Si d'un côté de l’onde de choc le mouvement est subsonique, 
les perturbations se propagent des deux côtés le long de sa surface, 


î 2 
a} 
Onde Discont. Discont. Ligne 
de choc faible tangentielle dé courant 


(ces notations s'étendent aux fig. 82 à 86) 


Fig. 82 


et la notion de « direction » de l'onde perd, à strictement parler, 
son sens. Pour les raisonnements qui suivent il est toutefois essentiel 
que le long d’une telle discontinuité puissent se propager des pertur- 
bations issues du lieu de l'intersection. En ce sens, de telles ondes 
de choc joueront dans les raisonnements exposés plus bas le même 
rôle que les ondes partantes purement supersoniques, et nous enten- 
drons par la suite par ondes de choc « partantes » ces deux catégo- 
ries d'ondes. 

Les figures ci-dessus représentent les images d'écoulement 
dans un plan perpendiculaire à la ligne d’intersection. Sans restrein- 
dre la généralité, on pourra considérer que le mouvement s'effectue 
dans ce plan. La composante de la vitesse parallèle à la ligne d'in- 
tersection (et donc à tous les plans de discontinuités) doit être la 
même dans toutes les régions autour de la ligne d'intersection, 
si bien qu'elle peut toujours être annulée par un choix convenable 
du système de coordonnées. 

Il est facile de voir qu'il ne saurait exister d’intersection d'ondes 
de choc sans au moins une onde « aboutissante ». Ainsi, dans le cas 
de l'intersection de deux ondes de choc « partantes » de la fig. 82,a 
les lignes de courant du flux incident de gauche divergeraient, 
alors que dans toute la région 2 la vitesse doit être constante; cette 
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difficulté ne peut être surmontée par l'introduction dans la région 2 
de nouvelles discontinuités, quelles qu’elles soient !. On s'assure- 
rait de même de l'impossibilité d’intersection d’une onde de choc 
« partante » avec une onde de raréfaction également « partante » 
(fig. 82,b); bien que dans une telle image puisse être réalisée la 
constance de la direction de la vitesse dans la région 2, la condition 
de constance de la pression ne peut alors être observée, puisque 
la pression croît dans l'onde de choc et qu’elle décroît dans l'onde 
de raréfaction. 

Puis, l'intersection ne pouvant exercer en retour d'influence 
sur les ondes de choc « aboutissantes », l'intersection simultanée 

(le long d'une même ligne) de plus 

c de deux de ces ondes engendrées par 

des facteurs étrangers serait le fait 

d'un hasard inouï. Ainsi donc, une 

seule ou deux ondes de choc aboutis- 

santes peuvent participer à l'image 
d’intersection. 

Un fait très important est que 
le gaz qui s'écoule près d’un point 
d'intersection ne peut traverser 
qu'une seule onde de choc ou de 
raréfaction issue de ce point. Sup- 
posons, par exemple, que le gaz tra- 
verse deux ondes de choc succes- 

Fig. 83 sives issues du point O (fig. 82,c). 

Comme derrière l'onde Oa la com- 

posante normale de la vitesse 

Uon < Css à fortiori serait inférieure à c. dans la région 2 la 

composante de la vitesse normale à l'onde Ob, en contradiction 

avec la propriété fondamentale des ondes de choc. On verrait de 

même que le gaz ne peut traverser deux ondes de raréfaction successives 
issues de ©, ou une onde de raréfaction et une onde de choc. 

Ces considérations ne s'étendent pas évidemment à des ondes 
de choc aboutissant à un point d’intersection. 

Nous sommes à présent en mesure d'énumérer les types possibles 
d’intersection. 

La fig. 83 représente une intersection où participe une seule 
onde de choc aboutissante Oa; les deux autres ondes de choc Ob 
et Oc sont partantes. Ce cas peut être considéré comme la séparation 


1 Pour ne pas encombrer le texte par des raisonnements uniformes, nous ne 
les refcrons pas dans les cas où l'on a des régions de mouvement subsonique, 
alors que l'onde « partante » est en réalité une onde de choc confinant avec une 
région subsonique. 
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d'une onde de choc en deux branches 1. Il est facile de voir qu'il 
doit encore apparaître, outre les deux ondes de choc partantes, 
une discontinuité tangentielle Od, 
située entre elles, divisant les flux 
du gaz qui a respectivement traversé 
Ob ou Oc?. En effet, l'onde Oa est 
engendrée par des facteurs étrangers, 
de sorte qu'elle est complètement 
donnée. C’est dire que les quantités 
thermodynamiques (soit p et p) et la 
vitesse v ont des valeurs données dé- 
terminées dans les régions Z et 2. 
Ceci étant, nous ne disposons que 
de deux quantités — des angles dé- 
terminant les directions des discon- 
tinuités Ob et Oc. Mais elles ne 
permettent pas, en général, de 
vérifier les quatre conditions (cons- 
tance de p, p et des deux compo- 
santes de la vitesse) dans la région 
3— 4 qui seraient exigées en 
l'absence de discontinuité tangen- 
tielle Od. Mais l'introduction de 
cette dernière réduit le nombre de 
conditions à deux (constance de la 
pression et de la direction de la 
vitesse). 

Cependant, une onde de choc 
arbitraire ne saurait, tant s'en 
faut, se ramifier. Une onde de Fig. 84 
choc aboutissante est déterminée 
(pour un état thermodynamique donné du gaz 1) par deux paramè- 
tres, par exemple par le nombre M, du flux incident et le rapport 
des pressions p,/p,. La ramification n'est possible que dans un 
domaine déterminé du plan de ces deux variables #. 


1 Il est à noter que la ramification d’une onde de choc en une onde de choc 
et une onde de raréfaction est impossible (on pourrait s'assurer sans difficulté 
que pour une telle intersection on ne saurait mettre en concordance les variations. 
de pression et les variations des directions de la vitesse dans les deux ondes 
partantes). 

2 Comme toujours, la discontinuité tangentielle s'étale en réalité en région 
turbulente. 

8 La détermination de ce domaine exige de très gros calculs algébriques. 
Les résultats correspondants contenus dans la littérature (cf. par exemple 
R. Kourant et K. Friedrichs, Ecoulement supersonique et ondes 
de choc, Interscience, New York, 1948) perdent notablement leur valeur du fait 


512 INTERSECTION DE SURFACES DE DISCONTINUITE 


Les intersections contenant deux ondes de choc aboutissantes 
peuvent être considérées comme le résultat de la « collision » de deux 
ondes dues à des facteurs étrangers. Deux cas essentiellement diffé- 
rents peuvent alors se présenter (fig. 84). 

Dans le premier cas, la collision des deux ondes de choc donne 
naissance à deux ondes de choc issues du point d’intersection. L'ob- 
servation de toutes les conditions requises implique de nouveau 
l'apparition d’une discontinuité tangentielle située entre les deux 
ondes de choc partantes. 

Dans le second cas, il apparaît au lieu de deux ondes de choc 
une onde de choc et une onde de raréfaction. 

Deux ondes de choc en collision sont déterminées par trois para- 
mètres (par exemple M, et les rapports p,/p+, pi/ps). Les types d'in- 
tersection décrits ne sont possibles que 
dans des domaines déterminés des va- 
leurs de ces paramètres. Si les valeurs 
des paramètres sont situées hors de 
ces domaines, avant d'entrer en colli- 
sion les ondes de choc doivent se 
ramifier. 

La fig. 85 représente la réflexion 


5 TT " 


mm 


Fig. 85 Fig. 86 


d'une onde de choc par la frontière d'un gaz en mouvement et d'un 
gaz immobile. La région 5 est celle du gaz immobile; elle est 
séparée du gaz en mouvement par une discontinuité tangentielle. 
Dans les deux régions Z et 4 qui confinent avec elle la pression 
doit être la même (égale à p;). Or, la pression croissant dans l'onde 
de choc, il est clair que l'onde de choc doit être réfléchie par la 


qu'il n’y est pas fait de distinction entre les ondes de choc aboutissantes et par- 
tantes. Ceci étant, parmi les configurations triples on en trouve qui contiennent 
deux ondes de choc aboutissantes ct une partante. Mais ce cas représente l’inter- 
section de deux ondes dues à des facteurs étrangers, et qui viennent de ce fait 
au point d'intersection avec des valeurs données de tous les paramètres. Leur 
« fusion » en une onde n'est possible que si ces paramètres arbitraires sont en 
relation bien déterminée, chose fort improbable. 
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discontinuité tangentielle sous forme d'onde de raréfaction ÿ réduisant 
la pression à sa valeur initiale. 

Enfin, disons quelques mots sur l'intersection d’une onde de choc 
avec une discontinuité faible envoyée par une source étrangère. 
Deux cas peuvent se présenter ici selon qu'au-delà de l'onde de 
choc le mouvement est super ou subsonique. Dans le premier cas 
(fig. 86,a), la discontinuité faible est « réfractée » par l'onde de 
chac et passe dans l’espace situé derrière celle-ci (l'onde de choc 
elle-même ne présente pas d'angle au point d'intersection ; sa forme 
n’a qu'une singularité d'ordre plus élevé, du même caractère que 
la singularité sur la discontinuité faible). En outre, la variation 
d'entropie dans l'onde de choc doit donner lieu à la naissance der- 
rière elle d'une « discontinuité tangentielle faible », sur laquelle 
les dérivées de l'entropie subissent un saut. 

Mais si derrière l'onde de choc l'écoulement devient subsonique, 
la discontinuité faible ne peut pénétrer dans cette région et se termi- 
ne au point d'’intersection (fig. 86,b). Celui-ci est alors un point 
singulier (on peut montrer que la distribution des vitesses derrière 
l'onde de choc a en ce point une singularité du type logarithmique). 
De plus, comme dans le cas précédent, une discontinuité tangen- 
tielle faible de l'entropie prend naissance derrière l’onde de choc. 


$ 103. Intersection d'ondes de choc avec la surface 
d’un corps solide 


Dans le phénomène d'intersection stationnaire d'ondes de choc 
avec la surface d'un corps leur interaction avec la couche limite 
joue un rôle fondamental. Les propriétés de cette interaction sont 
très complexes, et elles sont insuffisamment étudiées jusqu'à présent 
encore tant sous leur aspect expérimental que théorique. Mais 
déjà des considérations générales simples permettent quelques 
affirmations essentielles, que nous allons exposer !. 

Dans l’onde de choc. la pression, qui croît dans le sens du mouve- 
ment du gaz. subit un saut. En conséquence, si l'onde de choc 
coupait la surface du corps, on aurait au voisinage de l'intersection 
un accroissement fini de la pression sur un segment de très petite 
longueur, donc un gradient de pression positif très important. Mais 
nous savons qu'un tel accroissement brusque de la pression au voisi- 
nage d'une paroi solide est impossible (cf. fin $ 40); il provoque 
le phénomène de décollement, et la figure d'écoulement se modifie 


1! Jly a toujours dans la couche limite à même la surface du corps une partie 
subsonique où l'onde de choc ne peut pénétrer. Parlant conventionnellement 
d’« intersection », nous faisons abstraction de cette circonstance sans incidence 
sur Îles raisonnements qui suivent. 


33—406 
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de telle façon que l'onde de choc est repoussée à distance suffisante 
de la surface du corps. 

Toutefois, ces considérations ne jouent pas quand l'onde de 
choc est d'assez faible intensité. Il résulte de la démonstration 
exposée fin $ 40 que l'impossibilité d'un saut positif de la pression 
à la frontière de la couche limite est liée à l'hypothèse que ce saut 
est suffisamment grand: il doit être supérieur à une certaine limite 
qui dépend de R et qui décroît lorsque ce nombre croît !. 

De cette façon, nous sommes conduits aux conclusions majeures 
suivantes. L'intersection stationnaire d'ondes de choc suffisamment 
fortes avec la surface d’un corps solide est impossible. Seules peu- 
vent couper une surface solide des ondes de choc d'intensité non 
trop forte, d'autant moins forte que R est plus grand. L'intensité 
limite admissible d’une onde de choc dépend aussi du fait que la 
couche limite est laminaire ou turbulente. La turbulence de la 
couche limite rend le décollement difficile ($ 45). Ceci étant, lors- 
que la couche limite est turbulente, des ondes de choc plus fortes 
qu'en couche laminaire peuvent partir de la surface du coïps *. 

Pour éviter tout malentendu, soulignons que tous les raisonne- 
ments exposés impliquent essentiellement l'existence d'une couche 
limite devant l'onde de choc (c’est-à-dire à son amont). En consé- 
quence, les résultats déduits concernent, notamment, les ondes 
de choc qui partent du bord de fuite d’un corps, mais non les ondes 
qui partent du bord d'attaque, cas pouvant se présenter, par exem- 
ple, lors de l'écoulement autour d'un dièdre aigu (on en parlera 
en détail au paragraphe suivant). Dans ce dernier cas le gaz aborde 
par l'extérieur le bord de l'angle, c'est-à-dire qu'il vient d'un espace 
où ne saurait exister de couche limite; aussi est-il bien clair que 
les considérations formulées n'affectent nullement la possibilité 
de l'existence d'ondes de choc partant du bord d’un tel angle. 

En écoulement subsonique le décollement ne peut avoir lieu 
que si la pression croît dans le flux fondamental en aval le long 
de la surface. Nais si le mouvement est supersonique, une possibilité 
spécifique de décollement apparaît aussi dans la région où la pres- 
sion décroît en aval. Ce phénomène peut être réalisé par combinaison 


1 Nous avons déterminé au problème du & 40 la variation minimum de pres- 
sion Ap nécessaire sur la distance Az pour qu'il y ait décollement dans la couche 
limite laminaire. Dans notre cas, il s’agit de la variation de pression sur une 
extension de l'ordre de grandeur de l'épaisseur 6 de la couche limite; on trouve 
la loi de décroissance suivanto de Ap quand le nombre de Reynolds croît: 


Ap 1 1 
14 © n2 Q 
P R\/3 Rs 
2 Les données qu'on trouve en littérature ne permettent pas d'indiquer 
quelles sont précisément les intensités permises des ondes de choc. 
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d'une onde de choc de faible intensité avec un décollement, l’accrois- 
sement de pression indispensable à l'apparition du décollement 
s'opérant dans l'onde de choc elle-même; pour ce qui est de la 
région devant l'onde de choc, la pression y peut alors aussi bien 
croître que décroître en aval. 

Les données actuellement existantes ne permettent pas de brosser 
un tableau tant soit peu détaillé des phénomènes complexes liés 
à la « réflexion » d'une onde de choc par la partie subsonique de la 


Fig. 87 


couche limite (ou par la région turbulente derrière la ligne de décol- 
lement). Le fait que les perturbations liées à l'onde de choc puissent 
progresser le long de la partie subsonique de la couche limite aussi 
bien en amont qu'en aval et y engendrer de nouvelles discontinuités 
doit jouer un rôle essentiel dans ces phénomènes. Notamment, la 
formation d'une nouvelle onde de choc faible dans la région en amont 
peut représenter le mécanisme donnant naissance au décollement 
qui « repousse » l'onde de choc forte venant du dehors sur la surface 
du corps. Sur le schéma de la fig. 87 la ligne a est l'onde de choc 
incidente, et b l'onde apparue en amont provoquant le décollement 
au point ©. Lors de la « réflexion » de l'onde incidente par la partie 
subsonique de la région turbulente, il est, notamment, naturel 
d'attendre l'apparition d'une onde de raréfaction. 

Tout ce qui précède ne concerne que l'intersection stationnaire, 
pour laquelle onde de choc et corps solide sont en repos relatif. 
Passons à l'étude de l'intersection non stationnaire, une onde de choc 
mobile tombant du dehors sur un corps solide, de sorte que sa ligne 
d'intersection avec la surface du corps se déplace sur la surface. 
Une telle intersection est accompagnée par la réflexion de l'onde 
de choc: outre l’onde incidente, une onde réfléchie apparaît qui 
s'éloigne du corps. 

Nous considérerons le phénomène dans un système de coordon- 
nées qui se meut avec la ligne d’intersection; dans ce système les 
ondes de choc sont stationnaires. L'image de réflexion la plus simple 
est celle où l'onde réfléchie part directement de la ligne d'intersec- 


33+ 
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tion; une telle réflexion est dite régulière (fig. 88). La donnée de 
l'angle d'incidence «, et de l'intensité de l'onde incidente détermine 
univoquement le mouvement dans la région 2. La vitesse du gaz 
doit tourner d'un angle déterminé dans l'onde réfléchie de façon 
à redevenir parallèle à la surface du corps. La position et l'intensité 
de l'onde réfléchie sont déterminées d’après cet angle par l'équation 
de la polaire de choc. Mais pour un angle de rotation donné de la 
vitesse cette polaire détermine deux ondes de choc différentes: 


9 08 7 05 05 y 03 02 & Che 


Fig. 89 


les ondes des familles « faible » et «forte» ($ 86). Les données expé- 
rimentales montrent qu'en fait l'onde réfléchie appartient toujours 
à la famille « faible », choix précisément supposé par la suite. Il est 
à noter que pour un tel choix. si l’on considère un passage à la limite 
pour lequel l'intensité de l'onde incidente s’annule, l'intensité de 
l'onde réfléchie s’annule de même, et l'angle de réflexion &, tend 
vers l'angle d'incidence «,, comme il se doit en conformité avec 
l’approximation acoustique. Pour ce qui est de la limite &, —+ O, 
l'onde réfléchie de la famille « faible » se transforme continôment 
en l'onde qui s'obtient pour la réflexion à incidence « frontale » 
de l'onde de choc (problème 1, $ 93). 

Le calcul mathématique de la réflexion régulière (dans un gaz 
parfait) ne présente pas de difficultés de principe, mais il est algébri- 
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quement fastidieux. Nous nous bornerons à l'exposé de quelques 
résultats 1. 

I1 résulte clairement des propriétés générales de la polaire de 
choc que la réflexion régulière n'est nullement possible pour des 
valeurs arbitraires des paramètres de l’onde incidente (de l'angle 
d'incidence «, et du rapport p2/p,). Pour une valeur donnée de 
Pe/P, il existe un angle limite admissible 
dun ©; pour & > y la réflexion régulière est 
impossible. Pour p:/p, + © l'angle limi- 


a | 
te tend vers la valeur arc sin— (c'est 


pour l'air 40°). Lorsque p,/p,— 1. il tend 
vers 90°, c'est-à-dire que la réflexion régu- 
lière est possible pour n'importe quel angle 
d'incidence. La fig. 89 représente le graphi- 
que de &,, en fonction de p,/p, pour l'air. 
L'angle de réflexion æ, ne coïncide pas Fig. 90 

en général avec l'angle d'incidence. Il 

existe une valeur déterminée «, de l'angle d'incidence telle que, 
pour «a, << a, l'angle de réflexion @; << @,; mais si 4, >> @,, on 
a &, > @. La valeur de «a, est 


1 v—1 
y == + ArC COS — 
(pour l'air «&, — 39°,2); il est remarquable qu'elle ne dépend pas 
de l'intensité de l'onde incidente. 

Pour &, > œ&yx la réflexion régulière est impossible, et l'onde 
de choc incidente doit se ramifier à une certaine distance de la 
surface du corps, si bien qu'on a une image du type représenté sur 
la fig. 90, avec configuration triple d'ondes de choc et discontinuité 
tangentielle partant du point de ramification. 


1 On trouvera un cxposé plus détaillé de la question de la réflexion des ondes 
de choc dans: . Kourant, K. Friedrichs, Ecoulement super- 
sonique et ondes de choc, Interscience, New York, 1948, ainsi que dans l’article 
La Blcakney et A.Il. Taub, Rewicws of Modern Physics 21, 584, 

49, 

La solution de problèmes complexes sur la réflexion régulière d'une onde 
de choc pour une incidence quasi normale sur le bord d'un angle voisin de 180° 
et sur la diffraction d'une onde de choc pour une incidence glissante sur le bord 
d'un tel angle a été donnéc par A. Lighthill (Proc. Roy. Soc. 198. 454, 1949; 
200, 554, 1949). 

2 C'est la valeur de l'angle d'incidence pour laquelle les ondes réfléchies 
« forte » et « faible » coïncident. 
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$ 104. Ecoulement supersonique autour d’un angle 


Etudiant le mouvement au voisinage du bord d'un angle sur 
la surface d’un corps, on pourra de nouveau se limiter à de petits 
tronçons le long du bord de l'angle, et donc supposer que ce bord 
est droit et que l'angle lui-même est formé par l'intersection de deux 

plans. Nous dirons que l’écoule- 
A ment se fait autour d'un angle 
“ convexe ou concave selon qu'il 
: a lieu dans un angle supérieur 
ou inférieur à 1. 

L'écoulement subsoniqueau- 
tour d’un angle ne diffère en rien 
par son caractère de l'écoulement 
d'un liquide incompressible. Par 
‘8 contre, l'écoulement supersoni- 

que possède un tout autre carac- 
/ tère; sa particularité essentielle 
; est l’apparition de discontinuités 
partant du bord de l’angle. 

Considérons d'abord les régi- 
mes d'écoulement possibles, alors 
qu'un flux supersonique de gaz 
s'approche du bord de l'angle en 
longeant un de ses côtés. Confor- 
mément aux propriétés générales 
de l'écoulement supersonique, le 
flux reste uniforme jusqu’au bord 
même de l'angle. La rotation qui 
a pour effet de rendre le flux pa- 
rallèle à l’autre côté de l'angle 
s'opère dans l'onde de raréfaction 
.qui part du bord de l'angle, et l’image tout entière du mouvement est 
constituée par trois régions séparées l’une de l’autre par des discon- 

tinuités faibles (Oa et Ob sur la fig. 91): le flux uniforme de gaz 1 
qui se meut le long du côté AO de l'angle tourne dans l'onde de 
raréfaction 2. puis se meut de nouveau à vitesse constante le long 
de l’autre côté de l'angle. Notons qu'il ne se forme aucune région 
turbulente dans un tel écoulement; dans le cas de l'écoulement 
analogue d'un fluide incompressible on voit forcément apparaître 
de ee turbulente, le bord de l’angle étant ligne de décollement 
ig. ; 

Soit v, la vitesse du flux Z (fig. 91), et c, la vitesse du son dans 

ce flux. La position de la discontinuité faible Oa est directement 


LCL LL d LIÉE 111 


À 


a 


Fig. 91 
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déterminée d'après le nombre M, = v,/c, par la condition qu'elle 
coupe les lignes de courant sous un angle égal à l'angle de Mach. 
La variation de la vitesse et de la pression dans l'onde de raré- 
faction est donnée par les formules (101,12) à (101,15) déduites 
au $ 101, et seule est à établir la direction à laquelle doit être rap- 
porté l'angle @ dans ces formules. Au rayon rectiligne q = 0 cor- 
respond v = c = c,; lorsque M, > 1, on n’a virtuellement pas de 
telle ligne, puisque partout w/c > 1. Mais si l'on imagine que 
l'onde de raréfaction ait été formellement prolongée dans la région 
à gauche de Oa ct si l’on utilise la formule (101,12), on trouve qu'il 
faut attribuer à la discontinuité Oa un angle de valeur 
Ps = = arc cos _ : 

après quoi on augmentera œ dans le sens de Oa vers Ob. La position 
de la discontinuité Ob est définie par l'instant où la direction de la 
vitesse devient parallèle au côté OB de l'angle. 

L'angle de rotation du flux dans l'onde de raréfaction ne peut 
dépasser la valeur max Calculée au problème 2 du $ 101. Si B < 
< A — YXmax, l'onde de raréfaction ne peut faire tourner le flux 
de l'angle requis, et on a l'image représentée par la fig. 91,b. La 
raréfaction dans l’onde 2 s'effectue alors jusqu’à l'annulation de la 
pression (sur la ligne Ob), si bien que l’onde de raréfaction est sépa- 
rée de la paroi par une région où règne le vide 8. 

Mais le régime d'écoulement décrit n’est pas le seul possible. 
Dans le cas des fig. 92 et 93, au second côté de l’angle confine une 
région d’immobilité du gaz, séparée du gaz en mouvement par une 
discontinuité tangentielle; comme toujours, la discontinuité tan- 
gentielle va s’étaler en région turbulente, de sorte que ce cas corres- 
pond à la présence du décollement !. La rotation du courant d'un 
certain angle s'opère dans l'onde de raréfaction (fig. 92) ou dans 
l'onde de choc (fig. 93). Toutefois, ce dernier cas n’est possible que 
si l'intensité de l'onde de choc n'est pas trop grande (en vertu des 
considérations générales exposées au paragraphe précédent). 

Le régime réalisé parmi ceux décrits dans tel cas concret dépend, 
en général, des conditions de l'écoulement loin du bord de l'angle. 
Ainsi, à l'éjection d'un gaz d’une tuyère (le bord de l'angle étant 
celui de l'ouverture de la tuyère) est essentiel le lien entre la pression 
de sortie p, et la pression dans le milieu extérieur pe. Si Pe << P1, 
l'écoulement est du type de la fig. 92 ; la position et l'angle d'ouver- 
ture de l'onde de raréfaction sont alors déterminés par la condition 


1 11 résulte des données expérimentales que la compressibililé du gaz réduit 
quelque peu l'angle d'ouverture do la région turbulente en laquelle s'étale 
la discontinuité tangentielle. 
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que la pression dans les régions 3 et 4 coïncide avec p.; plus pe est 
petit, plus le courant devra tourner d’un grand angle. Mais si l'angle 
autour duquel s'écoule le fluide (8 sur la fig. 92) est trop grand, 
il se peut que la pression du gaz « n'ait pas le temps » d'atteindre 
la valeur exigée p, — la direction de la vitesse devenant parallèle 
au côté OB de l'angle avant que la pression soit tombée à cette 
valeur. Le mouvement au voisinage du bord de la tuyère s'effectuera 
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alors suivant le type de la fig. 90. La pression au voisinage du côté 
extérieur OB de l'ouverture est tout entière déterminée par l’angle f 
et ne dépend pas de la valeur de p,; la chute de pression définitive 
jusqu’à p. n’a lieu qu'à une certaine dis- 
tance de l'ouverture. 

Mais si pe >> p1, l'écoulement au bord de 
l'ouverture de la tuyère est du type de la 
fig. 93, avec formation d’une onde de choc 
partant du bord de la tuyère, cette onde 

Fi faisant croître la pression de p; à pe. Ce- 

g. 94 . , . . , 

pendant, ceci n’est possible que si p, n’est 

pas beaucoup plus grand que p;, alors que 

l'intensité de l’onde de choc n’est pas trop grande; sinon, il y a 

décollement sur la surface interne de la tuyère, et l'onde de choc 

progresse dans la tuyère avec le décollement. Il en a déjà été ques- 
tion au $ 90. 

Envisageons maintenant l'écoulement dans un angle concave. 
Dans le cas subsonique, un tel écoulement se fait avec décollement 
à une certaine distance avant le bord de l'angle (cf. fin du $ 40). 
Mais si le flux incident est supersonique, le changement de sa direction 
peut s’opérer dans l’onde de choc partant du bord de l’angle (fig. 94). 
Ici encore il est à signaler qu'un tel régime simple sans décollement 
n’est possible que si l’onde de choc n’est pas trop forte. L’intensité 
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de l'onde de choc croît avec l'angle de rotation % du courant qu’elle 
réalise ; ceci étant, on peut dire que l'écoulement sans décollement 
n’est possible que pour des valeurs non trop grandes de #. 

Considérons à présent l’image du mouvement formée quand un 
flux supersonique libre vient atteindre le bord d'un angle (fig. 95). 
La rotation du courant dans la direction parallèle aux côtés de l'angle 
s'opère dans les ondes de choc partant du bord de l'angle. Ainsi 
qu'il a déjà été expliqué au paragraphe précédent, c’est là précisé- 
ment le cas exceptionnel où une 
onde de choc d'intensité arbitraire 9] / 
peut partir de la surface d’un corps 
solide. 

Connaissant les vitesses v, et ci 
dans le flux incident Z, on peut 
déterminer la position des ondes de 
choc et le mouvement du gaz dans -——- nee ” 
les régions situées au-delà d'elles. & 
La direction de la vitesse v2 doit 
être parallèle au côté OB de l'angle: 


Vey 


| 


l'ox à 18 ke 


En conséquence, la détermination Fig. 95 
de v: et de l'angle q de l'onde 
de choc se fera directement d’après le diagramme de la polaire de choc 
au moyen du rayon mené de l'origine des coordonnées sous l'angle 
donné % avec l’axe des abscisses (fig. 50), ainsi qu'il a été expliqué 
en détail au $ 86. Nous avons vu que, pour un angle x donné, la 
polaire de choc détermine deux ondes de choc différentes avec des @ 
différents. L'une d'elles (correspondant au point B sur la fig. 50), 
la plus faible, laisse en général le courant supersonique; l'autre, 
la plus forte, le rend subsonique. Dans le cas donné, pour l'écoule- 
ment autour d’angles à la surface de corps finis !, on prendra toujours 
la première d’entre elles, l’onde de la famille « faible ». On devra 
avoir en vue qu'en réalité ce choix est déterminé par les conditions 
d'écoulement loin de l'angle. Lorsque l'écoulement se fait sur un 
angle très aigu (x petit), l'onde de choc formée doit, de toute éviden- 
ce, être de très faible intensité. 11 est naturel de considérer que, lors- 
que cet angle croît, l'intensité de l'onde est monotone croissante ; 
ceci est précisément traduit par le fait qu'il y a déplacement sur 
l'arc QC de la polaire de choc (fig. 50) de Q vers C. 

Nous avons vu de même au $ 86 que l'angle de rotation du vec- 
teur vitesse dans l'onde de choc ne saurait dépasser une certaine 


1! La question purement formelle de l'écoulement sur un dièdre, formé par 
deux plans infinis qui se coupent, est sans intérêt physique. 
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valeur déterminée #max (dépendant de M.). Dès lors, l'image d’écou- 
lement décrite est impossible si l'un quelconque des côtés de l'angle 
est incliné sur la direction du flux incident sous un angle supéricur 
À Ymax (dans ce cas, le mouvement 
du gaz dans la région au voisina- 
ge de l'angle doit être subsonique. 
ceci étant réalisé en fait par l’ap- 
parition d’une onde de choc quel- 
que part devant Je corps; cf. 
$ 113). Comme Ymax est une fonction 
monotone croissante de M;, on peut 
dire que, pour une valeur donnée 
de l'angle y, le nombre M; du flux 
incident doit être supérieur à une 
certaine valeur Mimin: 

Enfin, indiquons que si les 
côtés de l'angle sont disposés par 
rapport au flux incident comme l'indique la fig. 96, l'onde de choc 
n'apparaît évidemment que d'un côté de l'angle; la rotation du 
flux de l’autre côté s'opère dans l'onde de raréfaction. 


Fig. 96 


Problème 


Déterminer la position et l'intensité de l’onde de choc lors de l'écoulement 
sur un angle très pelit (x & 1) pour de très grandes valeurs de M, : M, S 1/7. 

Solution. Pour y & 1 la polaire de choc détermine deux valeurs de 
«p: l’une est voisino de zéro, l’autre de x/2. A l’onde de la famille « faible » qui 
nous intéresse correspond la première d'entre celles, qui vaut 


1 
oz 


(voir la formule donnée au problème 1 du $ 86). Pour le rapport des pressions, 
on a d’après (86,9) : 

Pa VVHA) peoo 

LE M?y2. 
La valeur de M derrière l'onde est 


M ie De 
#4 V vG—-21 


c'est-à-dire qu'elle reste grande devant l'unité (mais non par rapport à 1/#). 


$ 105. Ecoulement autour d’une pointe conique 


L'étude de l'écoulement supersonique stationnaire au voisinage 
d'une pointe sur la surface d'un corps constitue un problème à trois 
dimensions, de sorte qu'elle est incomparablement plus complexe 
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que l'étude de l’écoulement sur un angle à bord linéaire. Il n'existe 
pas jusqu'à présent d'étude complète de ce problème dans le cas 
général. Seul est complètement résolu le problème de l'écoulement 
à symétrie axiale autour d'une pointe que nous nous proposons 
d'examiner. 

Au voisinage de son extrémité, une pointe à symétrie axiale 
peut être assimilée à un cône droit de section circulaire, si bien 
que le problème est celui de l'écoulement autour d'un cône d’un 
flux uniforme axé sur le cône. Au 
point de vue qualitatif, on a l'ima- 
ge suivante. 

Ainsi que dans le cas de l’écou- 
lement analogue autour d'un 
angle plan, une onde de choc doit 
apparaître (4. Busemann, 1929) ; 
par raison de symétrie, il est 
évident que cette onde sera une 
surface conique coaxiale avec le 
cône plongé dans le fluide et de 
mème sommet (la fig. 97 repré- 
sente la coupe du cône par un 
plan passant par son axe). Ce- 
pendant, contrairement au cas 
plan, l'onde de choc ne réalise Fig. 97 
pas ici la rotation de la vitesse 
du gaz de l'angle tolal % pour 
lequel l'écoulement se ferait le long de la surface (l'angle au 
sommet du cône est 27). Après avoir franchi la surface de disconti- 
nuité les lignes de courant s'incurvent et se rapprochent asympto- 
tiquement des génératrices du cône. Il en résulte une augmentation 
continue de la densité (en sus de la compression dans l'onde elle- 
même) avec chute de vitesse correspondante. Immédiatement der- 
rière l'onde de choc la vitesse reste, en général, supersonique (comme 
dans le cas plan, elle est déterminée par la partie « supersonique » 
de la polaire de choc), mais à la surface du cône elle peut très bien 
devenir subsonique. Ainsi que dans le cas plan, il existe pour toute 
valeur du nombre M, = v,/c; du flux incident une valeur limite 
déterminée %max de l'angle du cône après laquelle un tel écoule- 
ment devient impossible. 

L'onde de choc conique coupe toutes les lignes de courant du 
flux incident sous le même angle. de sorte que son intensité est 
constante. Dès lors (cf. $ 106), l'écoulement sera isentropique et 
potentiel aussi bien derrière l’onde de choc. 

Le problème étant symétrique ct « autosimilaire » (aucune cons- 
tante de longueur caractéristique ne figure dans ses conditions), 
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il est évident que la distribution de toutes les grandeurs (vitesse, 
pression) dans le flux derrière l’onde de choc ne dépendra que de 
l'angle d’inclinaison 6 sur l'axe du cône (l'axe des x sur la fig. 97) 
du rayon vecteur mené du sommet au point considéré. En conséquen- 
ce, les équations du mouvement se réduisent à des équations diffé- 
renticlles ; les conditions aux limites pour ces équations sur l’onde 
de choc sont déterminées par l'équation de la polaire de choc, et 
elles exigent sur la surface du cône que la vitesse soit parallèle aux 
génératrices. Mais ces équations ne peuvent être intégrées sous forme 
analytique et doivent être résolues par la méthode numérique. 
Renvoyant à d’autres sources pour les résullats de ces calculs ?, 
nous nous bornerons à la courbe (fig. 51) qui représente l'angle 
au sommet limite du cône 2%max en fonction de M;. Indiquons de 
même que lorsque M, — 1, l’angle max tend vers zéro suivant 
la loi 


Xmax == CONSL VIS : (105,1) 


ainsi qu'on pourrait le déduire de la loi de similitude transsonique 
générale (117,11) (la constante ne dépend ni de M, ni de la nature 
du gaz). 

Une solution analytique du problème de l'écoulement sur un 
cône n'est possible que dans le cas limite des petits angles au 
sommet. Il est évident que dans ce cas la vitesse du gaz dans tout 
l'espace ne diffère que fort peu de la vitesse v, du flux incident. 
Désignant par v la petite différence entre la vitesse du gaz au point 
donné et v, et introduisant son potentiel o, on peut appliquer à celui- 
ci l'équation linéarisée (106,4); si l'on introduit les coordonnées 
cylindriques x, r, w axées sur le cône (w est l'angle polaire), cette 
équation devient 


1 à EP _ pe 9 = 
T 7 (= %) +7 FF au Por 0, (105,2) 
ou pour le mouvement à symétrie axiale 
1 à ap o 92 c 
+ (re) 8 50, (105,3) 
où l’on à introduit la notation 
B= 21. (105,4) 


1 C£., parexemple, N. Kotchine, I. Kibel, N. Rozé, Hydro- 
mécanique théorique, deuxième partie, sixième éd. 1963. L. Howarth ed.. 
Modern developments in Fluid Dynamics, High speed flow, vol. 1,ch.5, Oxford. 
1953. 
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Pour que la distribution de la vitesse ne dépende que de 0, le 
potentiel doit être de la forme @—xf(£), où = - tw0. Substi- 
tution faite, on obtient pour f(E) l'équation 

E(L— RE?) + f=0, 
dont la résolution est élémentaire. La solution triviale f — const 
correspond au flux uniforme, et l’autre solution est 


j= const. | TPE — Arch #) | 
vo 

La condition à la limile sur la surface du cône (c'est-à-dire pour 
E-tgx = 3%) stipule: 

RE nn) es EE HT E 5 

DENTS Up O7 4 (105, ?) 
ou f—04. D'où const—1,#?, cet on obtient en définitive 
l'expression du potentiel (dans le domaine x > fr1): 


ç = vx [ V2 Br — : Arch x] ; (105,6) 
Notons que œ présente une singularité logarithmique lorsque r —0. 
On en déduit les composantes de la vitesse 


(105.7) 


La pression à la surface du cône se calcule au moyen de la formule 
(106,5) ; en raison de la singularité logarithmique de @ pour r — 0, 
la vitesse v, sur la surface même du cône (c’est-à-dire pour les r petits) 
est grande devant v,. de sorte que le terme contenant vf doit être 
conservé dans la formule de la pression. On obtient finalement : 


a 2 1 m < 
P— pi == Pavix® (in ms —;) ; (105,8) 


‘Toutes ces formules déduites par la théorie linéarisée ne s'appliquent 
plus pour les valeurs de M; trop grandes, comparables à 1/4 (cf. 
$ 118). 

Terminons par quelques remarques sur l'écoulement supersoni- 
que autour d'un cône arbitraire. L'écoulement autour d'un cône 
de section arbitraire (l'angle d'attaque pouvant être non nul) est 
tout aussi autosimilaire que l'écoulement symétrique autour d'un 
cône de révolution. Il n’est caractérisé par aucun paramètre de Jlon- 
gueur, si bien que la distribution des vitesses ne peut être fonction 


1 A l'approximation envisagée le cône x = fr est une surface de disconti- 
nuité faible. 
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z ; N . 
que des rapports TL, = des coordonnées, c’est-à-dire qu'elle est 
constante le long de chaque rayon rectiligne mené de l'origine des 
coordonnées (du sommet du cône); les écoulements autosimilaires 


de ce genre sont dits coniquesi. 


Problème 


Déterminer l'écoulement autour d'un cône de petit angle au sommet 2y, 
pour un angle d'attaque @& petit (C. Ferrari, 1937) ?. 

Solution. Nous confondrons l’axe des x avec celui du cône (et non 
avec la direction du flux incident): l'équation linéarisée (105,2) pour le poten- 
tiel, sous la condition qu'on néglige les petites quantités d’ordre supérieur 
(=), n’est pas alors altérée, et le potentiel @ détermine la vitesse du gaz en 
tant que somme v, + Vp. La condition à la limite sur la surface du cône s'écrit: 


Li Sin & cos &+ 1". 


14 à 
Æ @ COS FN REA & Y. 
Vy COS & + rx V4 


or 
Nous chercherons q sous forme de somme : 

pq (x, r)+cos o pa (x, r), 4} 
g® étant l'expression (105,6), et gt? salisfaisant à la condition à la limite 
es = —via. Ecrivant qt® sous la forme rf (=) ct substituant r cos w} 
dans (105,2), on obtient pour / l'équation 

Bf" (B252— 1) + j' (2P2E? —3) — 0. 


La solution triviale f = const correspond à un flux uniforme s’écoulant (avec 
la vitesse v,a) dans la direction transversale à l'axe du cône, et la seconde solu- 
tion donne finalement 


poupe [VAE pr Arch] . 


La vitesse du gaz est vi<+ vb + vt2, où v(2 = Vqt2, et v(l est donné par les 
formules (105,7). La pression se calcule d’après la formule 


ri n 2 \° &) 
P—Pi= 5 {(cosa+ =) + (oi sin a cos w + + 


: : 1 ôp\° 
+ (-usinasinw++ TE) —x} , 
les termes du second ordre en « et x devant être conservés. On a pour la pres- 
sion sur la surface du cône: 


nl 2 2La? ; 
P—P1= piv? \* In Tr ES 2e cos ü + a cos 20 } : 

1 Une étude détaillée de différents problèmes concernant ces écoulements 
est dunnée dans: E. Carafoli, High speed acrodynamics (Compressible 
flows), Pergamon Press, Loncon, 1958. 

2 On pourra trouver la solution d’un problème analogue pour un corps 
mince quelconque de révolution dans le livre de F. Frank! et E. Karpo- 
vitch, Cart naique des corps minces, Gostekhizdat, 1948, ch. II, & 7. 
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ÉCOULEMENT PLAN D'UN GAZ COMPRESSIBLE 


$ 106. Mouvement potentiel d’un gaz compressible 


Nous rencontrerons par la suite de nombreux cas importants 
où le mouvement d’un gaz compressible peut être supposé potentiel 
virtuellement dans tout l'espace. Nous déduirons ici les équations 
générales d’un écoulement potentiel et examinerons dans le cas 
général la question de leur application. 

La potentialité de l'écoulement d’un gaz compressible est en 
général violée par les ondes de choc; après avoir franchi une onde 
de choc un flux potentiel devient généralement rotationnel, sauf 
si un flux potentiel stationnaire traverse une onde de choc d'’inten- 
sité constante (sur toute sa surface); il en est, par exemple, ainsi 
lorsqu'un flux uniforme traverse une onde coupant toutes les lignes 
de courant sous un même angle 1. Alors l’écoulement reste aussi 
bien potentiel derrière l'onde de choc. 

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons l'équation 
d'Euler écrite sous la forme 


1 


to] 


Vui— v Xrotv = —+Vp 
[cf. (2,10)], ou 
V (w++) —vXxrotv=TVs, 


où l'on a tenu compte de l'identité thermodynamique dw = T ds + 
pa Or, dans un flux potentiel w + + — const devant une onde 


de choc, et sur l'onde elle-même cette quantité est continue; ceci 
étant, elle reste aussi constante dans tout l’espace derrière l'onde 
de choc, de sorte qu'on a 


vXrotv=—TVs. (106,1) 
Le flux potentiel est isentropique devant l'onde de choc. Dans 
le cas général d'une onde de choc arbitraire le long de la surface de 


1 Nous avons déjà rencontré de tels cas lors de l'étude de l'écoulement 
supersonique autour d’un dièdre et d’un cône ($£ 104, 105). 
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laquelle l'entropie subit un saut variable, le gradient Vs £ 0 dans 
l'espace derrière l'onde, et donc aussi rot v + 0. Toutefois, si l'onde 
de choc est d’intensilé constante, le saut de l’entropie y est aussi 
constant, et l'écoulement derrière elle est isentropique, c'est-à-dire 
que Vs = 0. Il en résulte qu'ou bien rot v =: 0, ou bien les vecteurs 
rot v et v sont partout parallèles. Mais ce dernier cas est impossible : 
sur l'onde de choc elle-même v a certainement une composante 
normale non nulle, et la composante normale de rot v est à coup sûr 
nulle (la composante normale de rot v est déterminée par les dérivées 
tangentielles des composantes tangentielles de la vitesse, lesquelles 
sont continues sur la surface de discontinuité). 

Un autre cas important où l’on peut considérer que la potentiali- 
té de l'écoulement n’est pas altérée par les ondes de choc est celui 
des ondes de faible intensité. Nous avons vu ($ 83) que dans de tel- 
les ondes de choc le saut de l’entropie est une quantité du troisième 
ordre par rapport au saut de la pression ou de la vitesse. Aussi bien 
Ia relation (106,1) montre-t-elle que derrière la discontinuité rot v 
est aussi du troisième ordre. Ceci permet de considérer, en faisant 
abstraction des petites quantités d'ordre supérieur, que l’écoule- 
ment est également potentiel derrière l'onde de choc. 

Déduisons l'équation générale du potentiel de la vitesse pour 
l'écoulement potentiel stationnaire arbitraire d'un gaz compres- 
sible. Pour ce faire, nous éliminerons la densité de l'équation de 
continuité divpv =p divv + vVp = 0 à l'aide de l'équation 
d’'Euler 

Vp c? 
(V) v = rs VA 
ce qui donne 
cdiv v— v (vV) v— 0. 


Introduisant ici le potentiel par la formule v — Vo et développant 
les expressions vectorielles, on obtient l'équation cherchée 
(C— 45) Pax + (CC — qù) Puy “+ (7 — GE) Des — 

— 2 (PxPoPxy + Pal: Prs + PyPiPy:) = 0 (106,2) 


(les indices désignent ici les dérivées partielles). Notamment, pour 
un mouvement plan 


(CC — Pà) Par + (CE — 95) Puy — 2PxPyPxy = 0. (106,3) 


Dans ces équations la célérité du son elle-même doit être exprimée 
en fonction de la vitesse, ce qui peut se faire en principe à l’aide de 


l'équation de Bernoulli w -+ _ — const et de l'équation d'isentro- 


pie s = const [pour un gaz parfait c en fonction de v est donné par 
la formule (80.18)]. 
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L'équation (106,2) se simplifie considérablement dans le cas 
où dans l'espace tout entier la vitesse du gaz diffère peu en grandeur 
et direction de la vitesse du flux venant de l'infini !. Ceci suppose 
donc aussi que les ondes de choc (s’il y en a) sont d'intensité faible, 
de sorte qu'elles n'altèrent pas la potentialité de l'écoulement. 

Ainsi que nous l'avons déjà fait à maintes reprises dans les cas 
analogues traités aux chapitres précédents, nous désignerons par v 
la petite différence entre la vitesse du gaz au point donné et celle 
du flux incident. Désignant cette dernière par v,, nous écrirons donc 
la vitesse totale sous la forme v, + v. Par q nous entendrons à pré- 
sent le potentiel de la vitesse v (v — Vo). L’équation pour ce poten- 
tiel se déduit de (106,2) par la substitution 


pP—p+ai 
(nous prenons l'axe des x dans la direction de v;). Après quoi, con- 


sidérant que œ est une petite quantité et omettant tous les termes 
d'ordre supérieur au premier, on obtient l'équation linéaire suivante: 


22 2 2 
AMD LE + SE + SE = 0, (106,2) 
où M = vi/c;,; naturellement, c,; est ici la vitesse donnée du son 
à l'infini. 
La pression en n'importe quel point du flux est déterminée à cette 
même approximation en fonction de la vitesse par une formule pou- 
vant être déduite comme suit. Considérant p comme une fonction 


A ôw 1 ee 
de w (pour s donné) et ayant en vue que (S) =: nous écrirons 


PP (5), (w—w:) = ps (w—w,). 
Par ailleurs, en vertu de l'équation de Bernoulli : 
D—=— + [vs + vi] & + (vÿ 4-22) — vaux, 
si bien que 
P— Pi = — Pate —Ê (ÿ + Là). (106,5) 
Dans cette expression il faut, en général, conserver le terme contenant 


les carrés de la vitesse transversale, puisqu'au voisinage de l’axe 
des z (notamment sur la surface elle-même du corps mince plongé 


dans le gaz) les dérivées Fe ; T peuvent devenir grandes par rapport 
: 99 
à 

1 Nous avons déjà rencontré un tel cas au $ 105 (cône mince dans un flux) 


et nous y reviendrons Jors de l'étude de l'écoulement d'un gaz compressible 
autour de corps minces arbitraires. 


35—406 
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Toutefois, l'équation (106,4) ne s'applique plus si le nombre M, 
est très voisin de l'unité (mouvement transsonique), de sorte que 
le facteur du premier terme devient très petit. Il est clair qu'en un 
tel cas on devra aussi conserver dans l’équation les termes d'ordre 
supérieur suivant les dérivées du potentiel par rapport à la coordon- 
née zx. Pour établir l'équation correspondante, nous repartirons 
de l'équation (106,2) qui, abstraction faite des termes supposés 
petits, devient : 


à "de 
(1) past Puy + pes = 0. (106,6) 


C* 
Dans le cas envisagé la vitesse v, æv et la vitesse du son c sont 


voisines de la vitesse critique c, (v désigne ici encore la vitesse 
totale). Aussi peut-on écrire : 


de 
C—Cy:: &—cy)— 
ou 
de 
c—v—(c, —v) (+ ) : 
Etant donné que pour v--c—c, on a en vertu de (30,4) À —L £ 
nous écrirons (pour v=c,): 
fe op". bee 
dv  dp dv e dp ? 
de sorte que 
PT ET (1U6,7) 


Nous avons utilisé ici pour la dérivée “09 l'expression (92.9). 
et «, est la valeur de la quantité & (95,2) pour v = c, (pour un gaz 
parfait &« est simplement une constante, de sorte que %, = & — 
=) Avec la mème précision cette égalité peut être recopiée 
sous la forme 
4 U re 
RS (=—1) . (106.8) 
Cette relation établit sous forme générale le lien entre M et M, 
dans le cas transsonique. 
Nous écrirons à l’aide de cette formule : 


1x1 v2(1—©) & 2e, (1-7). 


Ck 
Enfin, nous introduirons un nouveau potentiel par la substilulion 


pc (x +), 
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de sorte qu'il vient maintenant 


0P_ _ Lx ap Du Jp _ 0 
DE cu , dy — Cu , © . (106,9) 
Reportant tout ceci dans (106,6), on obtient finalement l'équation 
suivante pour le potentiel de l'écoulement transsonique (la vitesse 
étant parloul voisine de l’axe des x): 
4p 02 ap 92 

a, LL LT 
PO ne QUE + dt * (106,10) 
Les propriétés du gaz ne figurent dans celte expression que par 
la constante æ&,. Nous verrons par la suite que la dépendance de 
toutes les propriétés de l'écoulement transsonique par rapport 
au type concret de gaz est entièrement déterminée par cette cons- 

tante. 

L'équation linéarisée (106,4) cesse aussi de s'appliquer dans 
un autre cas limite, qui est celui des très grands M,; d’ailleurs, 
en raison de la naissance d'ondes de choc de forte intensité, un 
écoulement réel pour ces M, n'est plus potentiel (cf. $ 118). 


$ 107. Ondes simples stationnaires 


Déterminons la forme générale des solutions des équations du 
mouvement supersonique plan stationnaire d’un gaz, qui décrivent 
les écoulements pour lesquels on a à l’infini un flux uniforme plan, 
dévié en chemin par la présence d’un profil courbe. Nous avons 
déjà eu affaire à un cas particulier d’une telle solution dans l'étude 
du mouvement au voisinage d’un angle; nous considérions en fait 
un flux plan s’écoulant le long d’un des côtés de l'angle et tournant 
autour du bord de cet angle. Dans cette solution particulière toutes 
les grandeurs — les deux composantes de la vitesse, la pression, 
la densité — étaient fonctions d'une seule variable: de l'angle . 
En conséquence, chacune de ces grandeurs pouvait être exprimée 
en fonction de l’une d'entre elles. Comme cette solution doit être 
contenue en tant que cas particulier dans la solution générale cher- 
chée, il est naturel de partir pour déterminer cette dernière de la 
condition que chacune des grandeurs p, p, v,, v, qu'elle contient 
(le plan du mouvement est confondu avec celui des x, y) puisse être 
déterminée en fonction de l’une d’entre elles. C'est là, naturelle- 
ment, une restriction majeure imposée à la solution des équations 
du mouvement, et la solution ainsi obtenue n'est nullement l'in- 
tégrale générale de ces équations. Dans le cas général, chacune des 
grandeurs p, p, v,, v,, qui sont fonctions des deux coordonnées 
z. y. ne pourrait s'exprimer qu’au moyen de deux d’entre elles. 


34e 
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Puisqu'on a à l'infini un flux uniforme où toutes les grandeurs, 
et l'entropie s notamment, sont constantes, et que dans le mouve- 
ment stationnaire d’un fluide parfait l'entropie est conservée le long 
des lignes de courant, il est clair qu'on aura dans l’espace tout 
entier s — const, pourvu qu'on n'ait pas d'ondes de choc dans le 
gaz, ce qui sera supposé par la suite. 

Les équations d’Euler et JR de continuité s’écrivent : 


dx . 1 ôp 
VX Ge + Vu FE = — 9 6 ! 
dv. ôêv 4 9 

y y — _1scp 
Ux Ôz + Uy ôy p dy , 


7 (pUx) + (pv) = 0 


Ecrivant les dérivées partielles sous forme de jacobiens, nous reco- 
pierons ces équations sous la forme 


8 (x, v)_,, 9x x) __ __ 1 2(p. y) 
9 (x, y) UV O(x, y) p d(2, y) ‘ 
9 Cyr y) 9 (vys 7) 1 G(p, x) 
GG VU Pp 0& 4)” 
9 (PUxr y) =, 2 (pyr 2) —0 

à (x, y) d (2, y) | 


Prenons à présent pour variables indépendantes x et p par exemple. 
Pour faire la transformation correspondante, il suffit de multiplier 
fie : RUE à (x, y) s : : 2 : 

es équations écrites par Gp +Près quoi on obtient des équations 
de forme absolument identique, à cela près qu'aux dénominateurs de 
tous les jacobiens figure 0 (x, p) au lieu de 9 (x, y). Développons 
ces jacobiens; on aura alors en vue qu'en variables indépendantes 
x et p toutes les grandeurs P, Ux, Vy Sont, par hypothèse, fonctions 
de la seule pression p, de sorte que leurs dérivées partielles par 
rapport à x sont nulles. On obtient alors: 


Ux 


de 18, (ou, 2) di 

(o —v: &) dp  p ôr’ Du x dp p'! 
dp (& y, _ dy dx\ _ 
(— Vx +) +P ox Ge) =0 


[SE A (2 ). ( Toutes les grandeurs dans ces équations, ex- 


cepté à % sont fonctions de p seul déjà par hypothèse, et x ne figure 


pas S nlictèment dans l'équation. Dès lors, on conclut à partir 
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de ces équations que 2 aussi est fonction de p seul: 


ôzx 
(2), = A6) 


y=xf1(p) + f2(p), (107,1) 


f2 (p) étant une fonction arbitraire de la pression. 

Les calculs ultérieurs peuvent être évités si l'on se sert directe- 
ment de la solution particulière déjà connue pour l'onde de raré- 
faction formée lors de l'écoulement autour d'un angle ($$ 101, 
104). Rappelons que dans cette solution toutes les quantités (y com- 
pris la pression) sont constantes le long de toute droite (de toute 
caractéristique) passant par le sommet de l'angle. Il est évident 
que cette solution particulière correspond au cas où dans l'expres- 
sion générale (107,1) la fonction arbitraire f.(p) est identiquement 
nulle. Quant à f,(p), elle est déterminée par les formules déduites 
au $ 101. 

L'équation (107,1) détermine pour les p constants une famille 
de droites du plan des x, y. Ces droites coupent en chacun de leurs 
points les lignes de courant sous un angle égal à l'angle de Mach. 
Ceci résulte aussitôt du fait que cette propriété appartient aux 
droites y — xf,(p) dans la solution particulière avec f, = 0. 
De sorte qu'aussi bien dans le cas général l’une des familles de 
caractéristiques (celles qui sont « issues » de la surface du corps) 
est constituée par des droites le long desquelles toutes les grandeurs 
restent constantes; mais ces droites ne sont plus concourantes en un 
point. 

Les propriétés du mouvement considéré qui viennent d'être 
exposées sont, au point de vue mathématique, tout à fait analogues 
à celles des ondes simples à une dimension, dont l’une des familles 
de caractéristiques est constituée par des droites du plan x, # (cf. 
$$ 94, 96, 97). Dès lors, la classe d'écoulements envisagée joue 
dans la théorie du mouvement plan stationnaire (supersonique) 
le même rôle que celui des ondes simples dans la théorie du mouve- 
ment non stationnaire à une dimension. Du fait de cette analogie, 
on appelle aussi ondes simples ces écoulements. Notamment, l'onde 
de raréfaction correspondant au cas f, = 0 est dite onde sim- 
ple centrée. 

Ainsi que dans le cas non stationnaire, l'une des propriétés 
majeures des ondes simples stationnaires est que l'écoulement 
dans tout domaine du plan des x, y contigu à un domaine de flux 
uniforme est une onde simple (cf. $ 97). 

Indiquons à présent comment peut être construite une onde 
simple pour l'écoulement autour d'un profil donné. 


d'où 
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La fig. 98 représente ce profil; il est rectiligne à gauche de ©, 
puis il s'incurve. Dans le flux supersonique l'influence de la courbure 
ne s'étend, bien entendu, qu’à la région du flux en aval de la caracté- 
ristique OA issue du point ©. C'est pourquoi tout l'écoulement 
à gauche de cette caractéristique constilue un flux uniforme (les 
quantités qui s’y rapportent seront affectées de l'indice 1). Toutes 


Fig. 98 


les caractéristiques {dans cette région sont parallèles et inclinées sur 
° s . C 

l'axe des x sous un angle égal à l'angle de Mach «, — arc sin + : 
1 


Dans les formules (101,12) à (101,15) l'angle d'inclinaison des 
caractéristiques œ est rapporté au rayon sur lequel v — c = c,. 
C'est dire (cf. $ 104) qu'il faut attribuer à la caractéristique OA une 


s 


valeur de l'angle @ égale à 


- p/Y71 

PT y J—1 

après quoi rapporter les angles @ pour toutes les caractéristiques 

à la direction OA’ (fig. 98). L’angle d’inclinaison des caractéristi- 

ques sur l'axe des x sera alors égal à De — P, OÙ Ps = Mi + Pi 

En vertu des formules (101,12) à (101,15) la vitesse et la pression 
s'expriment en fonction de l'angle @ par les formules 


v;=vcos6, v,—vsin0, (107,2) 

uv? Fe c? 211+- + j Si er ET Fr. (107,3) 

6 -- RE f y—T 7.4 
22 P,—4p— arc tg ju agp? IT ç), (107,4) 


Ds, LIN 
_ v—{1 ] — 1 dE 
P= De (cos ere | : (107,5) 
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L'équation des caractéristiques, elle, s'écril sous la forme 
y=ztg(p—vp)+F(p). (107,6) 
La fonction arbitraire F(@) se détermine d’après la forme du profil 
comme suit. Soit la forme du profil donnée par l'équation Y = Y(X), 
X et }” étant les coordonnées de ses points. Sur la surface elle-même 
la vitesse du gaz est dirigée suivant sa tangente. c'est-à-dire que 
go. (407,7) 
L'équalion de la droile passant par le point X, Y ct faisant avec l'axe 
des l'angle p,—q est 
y—Y=(x—X) te (gs —). 
Cette équalion coïncide avec (107,6) si on pose dans celle-ci 
F(p)=Y —X 18 (qu — 0). (407,8) 
Partant de l'équation donnée Y — Y(X) et de (107,7), on écrit 
le profil sous forme d'équations paramétriques X = X(0), Y — 
= }‘(8), le paramètre étant l'angle 6 de la tangente au profil. 
Substituant ici l'expression (107,4) de 6 en fonction de œ, on 
obtient X et Ÿ en fonction de ; enfin, substituant ces expressions 
dans (107,8), on obtient la fonction FÆ(p) cherchée. 

Lors de l’écoulement sur une surface convexe l'angle 6 d'incli- 
naison du vecteur vitesse sur l’axe des x décroît en aval (fig. 98). 
Avec cet angle est aussi monotone décroissant l'angle @, — 
d'inclinaison des caractéristiques (il s’agit partout des caractéristi- 
ques issues du corps). De ce fait, les caractéristiques ne se coupent 
nulle part entre elles (dans la région de l'écoulement). Ainsi donc. 
dans la région en aval de la caractéristique OA, qui est une dis- 
continuité faible, nous aurons un flux continu (sans ondes de choc) 
qui subit une raréfaction monotone. 

Il en va autrement de l'écoulement sur un profil concave. Ici 
l'inclinaison 6 de la tangente au profil de même qu'avec elle l’incli- 
naison des caractéristiques croissent dans la direction de l’écoule- 
ment. Il en résulte l'intersection des caractéristiques (dans la ré- 
gion de l'écoulement). Or, sur différentes caractéristiques non paral- 
lèles toutes les grandeurs (vitesse, pression, etc.) ont des valeurs 
différentes. Il en résulte qu'aux points d’intersection des caracté- 
ristiques toutes ces fonctions sont multiformes, ce qui est physique- 
ment absurde. Nous avons déjà eu un phénomène analogue dans 
une onde de compression simple unidimensionnelle non stationnaire 
($ 94). Ici encore cela signifie qu'il apparaît en réalité une onde de 
choc. La position de cette discontinuité ne saurait être complète- 
ment déterminée à partir de la solution considérée, laquelle a été 
déduile en la supposant absente. La seule chose qui puisse 
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être déterminée c’est le lieu de l'origine de l'onde de choc (le point © 
sur Ja fig. 99; l’onde de choc est représentée par le trait plein OB). 
C'est précisément lui qui est défini comme point d'’intersection 
des caractéristiques situé sur la ligne de courant la plus proche 
de la surface du corps. Sur les lignes de courant qui passent sous 
le point © (plus près du corps) la solution est partout uniforme: 
sa multiformité « commence » au point O. Les équations détermi- 
nant les coordonnées zx,, y, de ce point peuvent se déduire de la 
même façon qu'on a déduit les équations correspondantes pour 
déterminer l'instant et le lieu de la formation de la discontinuité 
dans une onde simple non stationnaire à une dimension. Si l'on 
considère l’angle d'inclinaison des caractéristiques comme fonction 
des coordonnées x et y des points par lesquels elles passent, pour 
des valeurs de x et y supérieures à certaines valeurs x,, y,, cette 
fonction devient multiforme. 
Au $ 94 la situation était tout 
à fait la même pour la fonction 
v(x,t); par conséquent, sans 
refaire tous les raisonnements, 
nous écrirons d'emblée les 
équations 


(#).=0. (Se), = 
(107,9) 


déterminant ici l'origine de 
l'onde de choc. Au point de 
Fig. 99 vue purement mathématique. 

ce point est un point anguleux 

de l'enveloppe de la famille de caractéristiques rectilignes (cf. $ 96). 
En ce qui concerne le domaine d'existence de l'onde simple 
lors de l'écoulement sur un profil concave, il s'étend le long des 
lignes de courant passant au-dessus du point O jusqu’au lieu d’in- 
tersection de ces lignes avec l'onde de choc. Les lignes de courant 
passant sous le point © ne se coupent pas avec l’onde de choc. Mais 
on ne saurait déduire de là que le long de ces lignes la solution 
envisagée s'applique partout. Le fait est que l’onde de choc apparue 
exerce une influence perturbatrice aussi bien sur le gaz qui s'écoule 
le long de ces lignes, de sorte qu’elle altère le mouvement qui s’ef- 
fectuerait en son absence. En vertu de la propriété du flux superso- 
nique, ces perturbations ne pénétreront toutefois que dans la région 
du gaz située en aval de la caractéristique OA issue du point d’ori- 
gine de l'onde de choc (c’est une caractéristique de la deuxième 
famille). Ainsi, la solution ici envisagée s'applique dans toute 
la région située à gauche de la ligne AOB. Quant à la ligne OA 
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elle-même, c'est une discontinuité faible. On voit qu'une onde 
simple de compression continue (sans ondes de choc) dans toute 
la région le long d’une surface concave, analogue à une onde 
simple de raréfaction le long d’une surface convexe, ne saurait 
exister. 

Nous avons dans l'onde de choc formée lors de l'écoulement 
sur un profil concave un exemple d'onde qui « commence » d'un 
certain point situé dans le flux même, loin des parois solides. Un tel 
point d’« origine » de l'onde de choc possède certaines propriétés. 
générales que nous allons indiquer. Au point d'origine même l'in- 
tensité de l'onde de choc s’annule, et elle est petite dans son voisi- 
nage. Or, dans une onde de choc d'intensité faible les sauts de l’en- 
tropie et du rotationnel de la vitesse sont des petites quantités 
du troisième ordre, de sorte que la variation du courant à la traver- 
sée de l’onde ne diffère de la variation isentropique potentielle 
continue que par les quantités du troisième ordre. Il en résulte que 
seules les dérivées troisièmes des diverses grandeurs doivent subir 
un saut dans les discontinuités faibles qui partent du point d'origine 
de l'onde de choc. Ces discontinuités sont, en général, au nombre 
de deux: une discontinuité faible coïncidant avec une caractéris- 
tique, et une discontinuité faible « tangentielle » coïncidant avec 
une ligne de courant (cf. fin du $ 89). 


$ 108. Equation de Tchaplyguine (problème général 
du mouvement stationnaire bidimensionnel 
d’un gaz compressible) 


Ayant considéré les ondes simples stationnaires, envisageons 
à présent le problème général du mouvement potentiel plan station- 
naire arbitraire. Parlant d'écoulement potentiel, nous sous-enten- 
dons que le mouvement est isentropique et sans ondes de 
choc. 

S. Tchaplyguine a, le premier, montré en 1902 qu’on peut rame- 
ner le problème posé à la résolution d’une seule équation aux déri- 
vées partielles linéaire. A cet effet, il passe par une transformation 
par lui introduite à de nouvelles variables indépendantes — aux 
composantes de la vitesse v,, v, (c'est ce qu'on appelle souvent 
transformation d'hodographe; le plan des variables v,, v, est alors 
le plan d'hodographe, le plan des x, y étant le plan physique). 

Dans le cas du mouvement potentiel on peut directement subs- 
tituer aux équations d'Euler leur intégrale première, savoir l'équa- 
tion de Bernoulli: 


WE = We. (108,1) 
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L'équation de continuité s'écrit : 
4] ] , 
= (PUx) + 3 (pv,) -0. (108,2) 


Nous avons pour la différentielle du potentiel @ de la vitesse : 
de == v, dr + v, dy. 

Par la transformation de Legendre, passons des variables indépendan- 
tes , y aux variables indépendantes v,, v,. Ecrivons à cet effet: 
dp=d (vx) — x dv, + d'(yv,) — y du, 

Introduisant la fonction 
D= —p{ cv, y, (108,3) 
il vient : 
dO = x dv, + y du, 
® étant considéré comme fonction de v. et v,. On a donc: 
BL] 00 


dx ? dy 


(108,4) 


Il est plus commode, toutefois, d'utiliser non pas les composantes 
cartésiennes de la vitesse, mais sa valeur absolue v et l'angle 0 
qu'elle forme avec l'axe des x: 

vk=vcosû, v,=vsin6. (108,5) 
Effectuant la transformation correspondante des dérivées, on obtient 
facilement au lieu de (108,4) les relations suivantes : 


re:c0s0-2® __ sin0 0® _ sin0 22 cosÜ 00 
OS nr a iv 66 ‘ 


: (108,6) 
Le lien entre le potentiel ç et la fonction ® est alors donné par 
la formule simple 
pe —D+ve.. (108,7) 
Enfin, pour déduire l'équation déterminant ® (v, 8), il faut pas- 
ser dans l'équation de continuité (108,2) aux nouvelles variables. 
Ecrivant les dérivées sous forme de jacobiens : 
0 (O0x, y) ÿ (puy, 2) = (0 
VE y) 0 
multipliant par Et et substituant (108,5), il vient : 
4 (pv cos 0, y) __d(pvsin 0, x) _ 0 
9 (v, 0) av, 6) 
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Développant ces jacobiens, on substituera à x et y leurs expressions 
(108,6). En outre, étant donné que l’entropie s est une quantité 
constante donnée, exprimant la densité en fonction de s et w et 


U= 2 ‘ . 
remplaçant w par w, —-, on trouve que la densité peut s'exprimer 
en fonction de la seule vitesse: p = p (v). Ceci dit, on obtient après 
des transformations simples l'équation suivante: 


d(pr) [8D , 1 QD œ® 
2 ( )+pv Se — 0. 


dv u  00® 
Or, en vertu de (80,5), 


d (pv) LS (1-7) 


dv c? 


de surte qu'on obtient finalement pour O(v, 6) l'équation de 
Tchaplyguine: 


Ici la vitesse du son est une fonction donnée de la vitesse, c = c (v). 
déterminée par l'équation d’état du gaz et l'équation de Bernoulli. 
Considérée en même temps que les relations (108,6), l'équation 
(108,8) remplace les équations du mouvement, si bien qu’au lieu 
de la résolution des équations du mouvement non linéaires, on est 
ramené à résoudre une équation linéaire portant sur ® (r, 6). Mais. 
en revanche, les conditions aux limites de cette équation ne sont 
plus linéaires. Ces conditions consistent en ce qui suit. Sur la sur- 
face du corps la vitesse du gaz est tangentielle. Exprimant les coor- 
données de l'équation de la surface sous forme paramétrique: X — 
- X(0), } — Y(8) (ainsi qu'il a été expliqué au paragraphe 
précédent) et substituant X et Ÿ dans (108,6) à x et y, on obtient 
deux équations qui devront être vérifiées pour toutes les valeurs 
de 6, ce qui est loin d’être possible pour ® (v, 8) quelconque. La con- 
dition à la limite impose précisément que ces deux équations soient 
compatibles pour tous les 6, c'est-à-dire que l’une d'entre elles 
doit être une conséquence immédiate de l'autre. 

La vérification des conditions aux limites ne suffit pas pour 
autant à affirmer que la solution de l'équation de Tchaplyguine 
convient à la détermination de l'écoulement réel dans tout le domai- 
ne du mouvement du plan physique. Il importe encore que la condi- 
tion suivante soit vérifiée: le jacobien 


"4 (x y) 
A= 4(0, v) 
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ne doit nulle part changer de signe en s’annulant (excepté le cas 
trivial où les quatre dérivées qui le constituent s'annulent simulta- 
nément). Il est facile de voir que si cette condition est violée, quand 
on traverse la ligne (dite « limite ») définie dans le plan x, y par 
l'égalité À — 0 la solution devient en général complexe !. En effet. 
supposons que l’on ait À = 0 sur la ligne v = v, (6), et soit encore 


(5), # 0. On a dans ces conditions: 
d(r, y) 8(v, 0) __ 4(z, y) (£) 0 


40 
co (Gr), (0,0) dy) ou) Vo 


Ceci montre qu'au voisinage de la ligne limite v en tant que fonc- 
tion de x (pour y donné) est déterminé par une équation de la 
forme 


et devient complexe d'un côté de cette ligne ?. 

Il est facile de voir que la ligne limite ne peut apparaître que 
dans les domaines du mouvement supersonique. Un calcul direct 
utilisant les relations (108,6) et l'équation (108,8) donne 


TG) (HN). cu 


U v® 
le 


Il est clair qu'on a toujours À > 0 pour v< c, et c'est seulement 
pour v > c que À peut changer de signe en passant par zéro. 

L'apparition de lignes limites dans la solution de l'équation 
de Tchaplyguine prouve que, dans des conditions concrètes données, 
un régime d'écoulement continu dans tout le domaine du mouve- 
ment est impossible, et des ondes de choc doivent prendre naissance 
dans le flux. Mais il est à souligner que la position de ces ondes 
ne coïncide nullement avec les lignes limites. 

Nous avons envisagé au paragraphe précédent un cas particulier 
d'écoulement supersonique stationnaire bidimensionnel (onde sim- 


1 Le passage par zéro alors que A devient infini n’est pas interdit. Si 1/A:=( 
sur une certaine ligne, la seule conséquence est que la correspondance entre les 
plans x, y et v, 0 cesse d’être biunivoque en ce sens que, lorsqu'on décrit un 
contour dans le plan des z, y, une certaine partie de plan v. 0 est décrite deux 
ou trois fois. 

? Cette affirmation reste évidemment vraie aussi bien dans les cas où en 


Le dx ÿ DE. 
même temps que À s'annule {——) , mais, comme auparavant, la dérivée 
dv? y 


(+) change de signe pour v = w, c'est-à-dire que la différence r — ro est 
y 


s 


proportionnelle à une puissance paire supérieure de » — t. 
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ple) qui a ceci de caractéristique que la grandeur de la vitesse y'est 
fonction de la seule direction: v — v (0). Cette solution ne pouvait 
être déduite de l'équation de Tchaplyguine; on a identiquement 
1/A = 0 pour cette solution, et elle «se perd » lorsqu’au cours 
de la transformation faisant passer au plan d'hodographe force est 
de multiplier l'équation du mouvement (l'équation de continuité) 
par le jacobien A. La situation est ici exactement la même que celle 
rencontrée en théorie du mouvement non stationnaire unidimen- 
sionnel. Tout ce qui a été dit au $ 98 sur le lien entre l’onde simple 
et l'intégrale générale de l'équation (98,2) concerne complètement 
le lien entre l'onde simple stationnaire et l'intégrale générale de 
l'équation de Tchaplyguine. 

La positivité du jacobien À en mouvement subsonique permet 
d'établir un intéressant théorème dû à À. Wicolski et G. Taganov 
(1946). On a identiquement: 


ou 

1 08 dv 

a =). (5) (08,10) 
Dans un flux subsonique À > 0, et on voit que les dérivées (S)e 


et (2) sont du même signe. Ce résultat admet une interprétation 
x 


simple: si l’on décrit une ligne v — const = v, de sorte que le 
domaine v << v, reste à droite, l'angle 8 est monotone croissant, 
c'est-à-dire que le vecteur vitesse tourne de façon monotone dans 
le sens contraire des aiguilles d'une montre. Ce résultat concerne 
aussi bien, notamment, la ligne de transition de l'écoulement sub- 
sonique à l'écoulement supersonique, le long de laquelle v = c = c,. 

En conclusion, écrivons l'équation de Tchaplyguine pour un gaz 
parfait en y exprimant sous forme explicite c en fonction de v: 


y—1 2° 


= 7 

D , ,  y+i c 60 8® 

0. +v rec AP HA OA FA =(. (108,11) 
cé 


Cette équation possède une famille d'intégrales particulières s’ex- 
primant au moyen des fonctions hypergéométriques !. 


1 Cf., par exemple. L. Sédov, Problèmes plans d'hydrodynamique et 
d'aérodynamique, Moscou, 1966. 
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$ 109. Caractéristiques de l'écoulement stationnaire plan 


Certaines propriétés générales des caractéristiques du mouvement 
stationnaire plan (supersonique) ont été examinées déjà au $ 79. 
Nous nous proposons à présent d'établir les équations déterminant 
ces lignes d’après la solution, donnée, des équations du mouvement. 

Un flux supersonique stationnaire plan contient dans le cas 
général trois familles de caractéristiques. Le long de deux d’entre 
elles (notées C'; et C _) progressent toutes les petites perturbations, 
excepté celles de l’entropie et du rotationnel de la vitesse, lesquel- 
les progressent le long des caractéristiques de la troisième famille 
C, confondues avec les lignes de courant. Pour un écoulement donné 
les lignes de courant sont connues, et seules sont à déterminer les 
caractéristiques des deux premières familles. 

Les directions des caractéristiques C4 et C _- passant par chaque 
point du plan sont situées de part et d’autre de la ligne de courant 
passant par ce point et forment avec elle un angle égal à la valeur 
locale de l'angle de Mach « (fig. 41). Désignons par m, la 
tangente de l'angle d’inclinaison sur l'axe des x (la « pente ») 
de la ligne de courant au point donné, et par m+ et m _ les pentes 
des caractéristiques C4 et C _. Appliquant alors la formule trigo- 
nométrique d'’addition, nous écrirons: 


m_.—mp 


k 1 + non D 1 LE mom — lea, 
d'où 
__ motte 
RE motg 


(les signes supérieurs concernent partout C;, et les signes infé- 
rieurs, C_). Substituant ici 
Mo — “ ga— = — 
MEET V2 —c 
el réduisant, on obtient les formules suivantes pour les pentes des 
caractéristiques : 


__ {dy Exly & € Vue? ant 
m+= (5) ". ET" HSE £ (109,1) 


Si la distribution des vitesses dans le flux est connue, nous avons 
là l'équation différentielle des caractéristiques C4 et C_!. 


1 L'équation (109,1) détermine aussi bien les caractéristiques d'un écoule- 
ment stationnaire à symétrie axiale, pourvu qu’on y remplace v, et y pare, ctr. 
r étant la coordonnée cylindrique (la distance à l'axe de symétrie, l’axe des x): 
il est clair que la déduction tout entière ne change pas si l’on envisage au lieu 
du plan des z. y le plan des x, r passant par l’axc de symétrie. 


CARACTÉRISTIQUES DE L'ÉCOULEMENT STATIONNAIRE PLAN 243 


Outre les caractéristiques dans le plan des x, y, on peut encore 
considérer les caractéristiques dans le plan d’hodographe, particu- 
lièrement utiles pour l'étude de l'écoulement potentiel isentropique 
traité plus bas. Au point de vue mathématique, ce sont les caracté- 
ristiques de l'équation de Tchaplyguine (108,8) (du type hyperboli- 
que pour v > c). Reprenant la méthode générale connue en physi- 
que mathématique (cf. $ 96), nous écrirons l’équation des caracté- 
ristiques à l’aide des coefficients de cette équation: 


v2 


du? + d0® =:0, 


ou 
d6\ .ÿ Leu 109.2 
(5). + = 1. (109,2 


Les caractéristiques déterminées par cette équation ne dépendent 
pas de la solution concrète de l'équation de Tchaplyguine, car les 
coefficients de cette équation ne dépendent pas de ®. Nous convien- 
drons d’appeler les caractéristiques du plan d’hodographe, qui 
sont une représentation de C'+; et C _- dans le plan physique. caracté- 
ristiques l'; et l'_ [les signes dans (109,2) correspondent à cette 
condition]. 

L'intégration de (109,2) donne des relations de la forme J'; (+, 0) -- 
— const, J_(v, 6) = const. Les fonctions J4 et J_ sont des 
quantités restant constantes respectivement le long de C, et C_ 
(invariants de Riemann). Dans le cas d’un gaz parfait l'équation 
(109,2) peut être intégrée sous forme explicite. Toutefois, on n’a 
pas à refaire les calculs, car le résultat peut être prévu à l'aide des 
formules (107,3) et (107,4). En effet, en vertu des propriétés générales 
des ondes simples (cf. $ 97), la dépendance v de 8 dans une onde 
simple est précisément déterminée par la condition de constance 
dans tout l’espace de l’un des invariants de Riemann. La cons- 
tante arbitraire dans les formules (107,3) et (107,4) est @,: éli- 
minant dans ces formules le paramètre @, on obtient 


JT; 0 + {are sin 5 et ( —#)- 


re 


Ve de. + ren garcsin W AL (£-1). (109,3) 


Les caractéristiques du plan d’hodographe constituent une famille 
d'épicycloïdes remplissant l'espace entre les cercles de rayons 
(fig. 100) : 


v=C el v=- + 


1.2 
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Dans le cas du mouvement potentiel isentropique les caracté- 
ristiques l., L _ possèdent cette importante propriété: les familles 
de caractéristiques l'; et l _ sont respectivement orthogonales aux 

caractéristiques C _et C + (on sup- 
4 pose les axes de coordonnées x, y 
parallèles aux axes v,, v,) 1. 
Pour le démontrer, nous par- 
tirons de l'équation (106,3) pour 
le potentiel de l'écoulement plan, 
laquelle s'écrit 
4? 9° 92 
AS +2B 2x dy +C-r=0 
(109,4) 
(fait essentiel, elle est sans second 
membre). 
Les pentes m, des caractéristi- 
Vz ques C, sont définies en tant que 
racines du trinôme 
Am? —2Bm+C=—0. 


Considérons l'expression dut dr” + dvi dy”, où les différentielles 
de la vitesse sont prises le long de la caractéristique l'+, et les dif- 
férentielles des coordonnées, le long de C_. On a identiquement: 
dvi dx” + du; dy = 


= PP Got dr” 
= dt dx” + 


Fig. 100 


92 > = 22 " 
ren (@s* dy” + dar dy*)+ TE dy* dy”. 
Divisant cette expression par dr* dx”, on obtient pour coefficients 
de er tre respectivement m4 + m_ — 2B/A et mim_ — C/A, 
après quoi, en vertu de l’équation (109.4), il est clair que l'expres- 
sion s'annule. Ainsi, 
dvi dx” + dv; dy = dvt dr = 0. 

Il vient de même: 


dv” drt = 0. 
Ces égalités traduisent notre assertion. 


$ 110. Equation d’Euler-Tricomi. 
Passage par la vitesse du son 


L'étude des particularités d'écoulement qui apparaissent pendant 
la transition du domaine subsonique au domaine supersonique, 
et vice versa, présente un grand intérêt de principe. Les écoulements 


! Cette affirmation ne concerne pas les caractéristiques du mouvement 
à symétrie axiale dans le plan des x, r. 
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stationnaires accompagnés d’une telle transition sont dits mix- 
tes ou transsoniques, la frontière de transition elle- 
même étant dite surface de transition ousoniqul. 

Pour l'étude de l'écoulement au voisinage de la frontière de 
transition l'équation de Tchaplyguine, qui se simplifie considé- 
rablement dans ce domaine, est particulièrement commode. 

A même la frontière de transition v = c = c,, et dans son voisi- 
nage (dans le domaine « transsonique ») les différences v — c, et 
c — c, sont petites et liées entre elles par la relation (106,8): 

U LA 

—t=o, (1). 
Faisons les simplifications correspondantes dans l'équation de 
Tchaplyguine. Le troisième terme dans (108,8) est petit devant le 


: a v? . é a 
second, qui contient 1 — 7 au dénominateur. En ce qui concerne 
le second terme, nous y poserons approximativement. 


ve Ca Le Ca 


Enfin, introduisant au lieu de la vitesse v la nouvelle variable 


n= (a), (110,1) 
on obtient l'équation cherchée sous la forme 
CAN) 620 


On appelle cette équation en physique mathématique équation 
d'Euler-Tricomi!. Elle est du type hyperbolique dans le 
demi-plan n > 0, et du type elliptique dans le demi-plan n < 0. 
Nous allons considérer ici plusieurs propriétés purement mathéma- 
tiques de cette équation qui sont importantes pour l'étude de tels 
cas physiques concrets. 

Les caractéristiques de l'équation (110,2) sont déterminées par 
l'équation 

n dn° — d6? — 0, 

d’intégrale générale 


8+2n2-—0, (110,3) 


1 L'équation de Tricomi a été appliquée pour la première fois au problème 
de dynamique des gaz considéré par F. Frankl (1945). La théorie mathématique de 
l'équation (110,2) est exposée dans le livre de F. Tricomi, Equations linéaires 
du type mixte (Sulle equazioni lineari... di Lipo misto), Memorie della Reale 
Accademia Nazionale dei Lincei, classe di scienze fisiche, ser. 5, 14, 133, 1922. 


35—406 
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C étant une constante arbitraire. Cette équation représente dans 
le plan n, 6 deux familles de caractéristiques qui sont des branches 
de paraboles semi-cubiques situées dans le demi-plan positif avec 
leurs poincs de rebroussement sur l’axe 0 (fig. 101). 

Lorsqu'on étudie le mouvement dans un petit domaine de l'espace 
dans lequel la direction de la vitesse du gaz varie peu !,ilest toujours 
loisible de prendre la direction de l’axe des x de façon que l'angle 8 
qui lui est rapporté soit petit dans tout le domaine envisagé. Il en 
résulte une simplification considérable des équations (108,6) déter- 

minant les coordonnées zx, y d'après la 
8 fonction ® (n, 8) *: 


1/3 00 80 
z= (204) "an ? = : 


Afin d'éviter l'apparition dans les formu- 
les du facteur (2&,)'/*, nous utiliserons 

7 dans la suite, aux $$ 110 — 112, au lieu 
de x la quantité x (2a,) ‘/*, désignée éga- 
lement par x. Alors, 


Cle] Elo) 
=: =. (110,4) 
Il est utile de noter qu'en raison de 
Fig. 101 son lien simple avec O la fonction y (n, 8) 
[mais non zxz(n, 6)] vérifie également 
l'équation d'Euler-Tricomi. Ceci dit, on peut écrire le jacobien de la 
transformation du plan physique au plan d'hodographe sous la 
forme 
d (z, ôy \°? y \? 
see 0 Onvu (2) -n (4). (100) 
Ainsi qu'il a déjà été dit, l'équation d’Euler-Tricomi intervient 
d'ordinaire dans l'étude des propriétés de la solution au voisinage de 
l'origine des coordonnées dans le plan n, 8. Dans les cas qui présen- 
tent un intérêt physique ce point est un point singulier de la solu- 
tion. Ceci étant, la famille d’intégrales particulières de l’équation 
d'Euler-Tricomi douées de certaines propriétés d’homogénéité prend 
une grande importance. En l'occurrence, il s'agit de solutions homo- 
gènes par rapport aux variables 6° et n°; ces solutions existent cer- 


3 On ne prendra évidemment pas à la lettre l'expression « petit domaine ». 
Il peut aussi bien s’agir de l'étude du « voisinage du point à l'infini », c’est-à- 
dire de l'écoulement É de grandes distances du corps. 

2 Nous avons omis dans les seconds membres des égalités le facteur 1/0, ; 
ceci revient à remplacer ® par c.®, substitution qui n’altère pas l'équation 
(110,2) et qui est donc toujours permise. 
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tainement, puisque la transformation 62? —+ a6*, n° — an° laisse 
invariante l'équation (110,2). Nous chercherons ces solutions sous 
la forme 
= 02} 4e 
D=6 1 (#), E—1 962 ? 

k étant une constante (le degré d'homogénéité de ® dans ladite trans- 
formation). La variable E a été choisie de façon à s'annuler sur les 
caractéristiques passant par le point n = 6 — 0. La substitution 
faite, on a pour f (Ë) l'équation 


eue) f + [à 2k—E (52%) ]r x (4-5) 1==0: 


C'est un cas particulier de l'équation hypergéométrique. A 
l'aide de l'expression connue pour deux intégrales indépendantes 
de l'équation hypergéométrique on trouve la solution cherchée 


(pour 2k ++ non entier) sous la forme 


Due [AF(—X, —k+T, 264$; 1-0) + 


7 907. 
h+i 
TE EE) 
(110,6) 


A l'aide des relations connues entre les fonctions hypergéométriques 
de z, ë 1 — 2, r- : = , on peut encore mettre cette solution sous 
cinq autres formes; dans l'étude de différents cas concrets force est 
d'utiliser toutes ces cinq formes. Nous nous bornerons à indiquer 
deux d'entre elles: 


De [Ar (x, —k++, à; JE) 


+BF(—K+T, —k4e, à: )]: (140,7) 
Dan Ar (4, —k+r, Li E)+ 
+ Be F(—K+7, —k+E, à: )] (110,8) 


(les constantes À, B dans les formules (110,6) — (110,8) ne coïnci- 
dent pas, bien entendu). On déduit aussitôt de ces expressions une 
importante propriété des fonctions ®,, qui n'est pas directement 
révélée par l'expression (110,6): les lignes n = 0 et 6 — 0 ne sont 
pas singulières pour elles [(110,7) montre qu’au voisinage de n = 0 
la fonction ®, se développe suivant les puissances entières de n. 


35% 
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et la même chose résulte de (110,8) pour 6]. L'expression (110,6), 
elle, montre que les caractéristiques sont au contraire des lignes 
singulières de l'intégrale générale (contenant les deux constantes 


A et B) homogène ®, de l’équation d’'Euler-Tricomi: pour 24 +£ 


1 
non entier le facteur (90°? — an) T6 possède des points de branche- 
ment, et pour 24 + + entier, l'un des termes de (110,6) est dénué 


de sens ! (ou il coïncide avec l'autre si 2 ++ = et doit être 


remplacé par la seconde solution indépendante de l'équation hyper- 
géométrique, qui, on le sait, a 
dans ce cas une singularité loga- 
rithmique. 

Les intégrales ®, vérifient 
pour divers k les relations suivan- 


tes : 
El 


2R+= 
Di= D, _1(90%—4n) 
6 
(110,9) 
2, 80r 
due ge: (110,10) 


La première résulte aussitôt 
de (110,6), et la seconde du fait que 


Fig. 102 la fonction 4 satisfait à l'équa- 
tion d'Euler-Tricomi et possède 


le même degré d’homogénéité que D, 4. Il va sans dire que dans 
3% 


ces formules ®, est l'expression générale avec deux constantes arbi- 
traires. .. | 

Lorsqu'on étudie la solution au voisinage du point n — 6 = 0, 
on doit suivre sa variation quand on décrit un contour autour de 
ce point. Ainsi, supposons que la fonction ®, (110,6) donne la solu- 
tion au point À au voisinage de la caractéristique 80 = le (fig. 102), 
et qu'on doive trouver la forme de la solution au voisinage de la 
caractéristique 0 = — En (en B). Pour décrire l'arc AB on doit 


couper l’axe des abscisses ; or, la valeur 6 — 0 est un point singulier 


1 Rappelons que la série F (&, B, y; :) est dénuée de sens pour y = 0, — 1, 


,. 
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des fonctions hypergéométriques dans l'expression (110,6), puisque 
leur argument devient infini. Dès lors, pour passer de À à B, on appli- 
que d’abord aux fonctions hypergéométriques une transformation 
par laquelle elles deviennent fonctions de l'argument inverse 


(x) , pour lesquelles 6 — 0 n’est plus point singulier, puis on 


change le signe de 6 et par une transformation analogue on revient 
aux fonctions de l'argument initial. On obtient en procédant ainsi 
pour les fonctions figurant dans (110,6) les formules de transforma- 
tion suivantes: 


Ps "5 — + | 
2sinn (2+ +) 
1 à 
uni PT (—2%——)r Ps 
+ F2 3 r(u-s)r(curs) - 5) (—2 . 
r(— rcapr(-x+2) — ++ | ns 
Fo ? 
En — —— 
2sinr ++) 
7 
nsc tee (en D 
: r@x+1r (2x4 +) : } 
F, et F: représentant les expressions 
Fin OR FE, —k+E, 2644; 1-0), 
1 
2k+2+ | 
F;= jopr|1 2 | Le (110,12) 


: 1 2 7 ing 
XR (RH, EHE, 24e 1), | 


où 0 et 1 — a dans les coefficients des fonctions hypergéométriques 


sont pris en valeurs absolues. 

On peut déduire d'une façon analogue les formules de transfor- 
mation alors qu’on passe de À” à B° (fig. 102) en tournant autour de 
l’origine dans le sens inverse. Les calculs sont alors plus laborieux, 
car on doit passer par trois points singuliers des fonctions hypergéo- 
métriques: par le point correspondant à 0 = 0 et par deux points 
correspondant à n = 0 (rappelons que les points singuliers de la 
fonction hypergéométrique de z sont les points : — Â et z — oc). On 
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obtient les formules définitives : 


“4h +S 1 
+F,-2 cos x (24+—+) pere (Çu+2 
i (110,13) 
sin x (a+) 

Rp lier 
sin ñ (2x+ +) 


+F Die (2x ++) reel Çx+ ) : (+ 5) 
‘ 87 rx+tr (2x+ +) 


Outre la famille de solutions homogènes qu'on vient d'envisager. 
on peut aussi bien construire d'autres familles d’intégrales parti- 
culières de l'équation d'Euler-Tricomi. Indiquons ici la famille de 
solutions qui apparaissent en relation avec le développement de 
Fourier suivant l'angle 6. Si l’on cherche ® sous la forme 


D,= g,(n)e41%, (110,14) 
v étant une constante arbitraire, on obtient pour g, l'équation 
gr + ving, = 0. 


C'est là l'équation des fonctions d'Airy; elle a pour intégrale 
générale 


e(n=Vazis (En), (110,15) 


Zi,3 étant une combinaison linéaire arbitraire des fonctions de Bes- 
sel d'ordre 1/,. 

Enfin, il est utile d'avoir en vue que l'intégrale générale de 
l'équation d'Euler-Tricomi peut s'écrire sous la forme 


o=([j@as, t=7—3n+30, (110,16) 
C 
où f(£) est une fonction arbitraire, et où l'intégration est faite dans 


le plan de la variable complexe z sur tout contour C aux extrémités 
duquel la dérivée f’(£) prend les mêmes valeurs. En effet, il vient 
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en substituant directement (110,16) dans l'équation 


Feng 9 e-m@a=s (Da 3f @|-0. 
C 


ce qui montre que l'équation est vérifiée. 


$ 111. Solutions de l'équation d’Euler-Tricomi au voisinage 
de points non singuliers de la surface sonique 


Voyons à présent quelles sont les solutions ®, correspondant aux 
cas où au voisinage de la frontière de transition l'écoulement du gaz 
ne présente pas de singularités physiques (il n’y a ni discontinuités 
faibles, ni ondes de choc). A cet effet, on aura toutefois intérêt à 
partir non pas directement de l'équation d’'Euler-Tricomi, mais de 
l'équation du potentiel de la vitesse dans le plan physique. Cette 
équation a été déduite au $ 106; pour le mouvement plan, l'équa- 
tion (106,10) devient après substitution de la nouvelle coordonnée 
z— zx (2a,)"/s 


ôp dp _ dy 
Fr 0 0 (#0 


Rappelons que le potentiel œ est déterminé ici de sorte que ses 
dérivées par rapport aux coordonnées donnent la vitesse d’après les 
égalités 

2® _ ôg _ 

3x = ad (111,2) 
Notons encore que l'équation d’'Euler-Tricomi peut aussi se déduire 
directement de l'équation (111,1) en passant aux variables indépen- 
dantes 6, n par la transformation de Legendre ; on aura ® = —@ + 
+ an + y0, ou 


00 90 
ot no 1 GE 9 RE (111,3) 
Ayant choisi l'origine des coordonnées x, y en un point de la ligne 
de transition dont nous étudions le voisinage, nous développerons 


en puissances de x et y. Dans le cas général, le premier terme du déve- 
loppement vérifiant l'équation (111,1) est 


p=+ ay. (411,4) 
Alors 6 =+, n=À, de sorte que 


DO = an. (111,5) 
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D'après le degré d'homogénéité de cette fonction, il est clair qu'il lui 
correspond une des fonctions ®:,,; c'est là le second terme de l’ex- 
pression (110,7), où la fonction hypergéométrique avec k = 5/, se 
réduit simplement à 1: 


Si on veut trouver l’équation de la ligne de transition dans le 
plan physique, le premier terme du développement écrit ne suffit 
pas. Le second terme du développement de ® est homogène au pre- 
mier degré, c’est-à-dire qu'il correspond à l'une des fonctions ®,; 
c'est le premier terme de l'expression (110,7), qui se réduit pour 
k — 1 au polynôme: 


Gr (— 1, 


: > 
es| = 
#| 
ra 
——"”" 
Lee] 
nm 
+ 
3 
oo 


Ainsi donc, le développement de O arrêté à ses deux premiers ter- 
mes est : 


D = an0 + b (6: pe +). (141,6) 
D'où 


x = a0 + bn;, } (411,7) 


y = an + 2b0. 


La ligne de transition (n = 0) est la droite y = Dr. 


Pour trouver l'équation des caractéristiques dans le plan physique 
le premier terme du développement suffit. Substituant 0 — +, 


n = À dans l'équation des caractéristiques hodographiques 6 = 


2 
= + 1. on obtient: 


en à 3/2, 
Æ nn = Y 


c'est-à-dire encore deux branches de parabole semi-cubique de 
point de rebroussement sur la ligne de transition. On pouvait prévoir 
cette propriété des caractérisitiques à partir des considérations sim- 
ples suivantes. Aux points de la ligne de transition l'angle de 
Mach est n/2. Cela signifie que les tangentes aux caractéristi- 
ques des deux familles sont confondues, d'où en l'occurrence le point 
de rebroussement (fig. 103). Les lignes de courant, elles, coupent la 
ligne de transition perpendiculairement aux caractéristiques, sans 
présenter ici de singularités, quelles qu’elles soient. 
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La solution (111,6) est inapplicable dans le cas exceptionnel où la 
ligne de courant est normale à la ligne de transition au point consi- 
déré!. Au voisinage d’un tel point l'écoulement est évidemment 
symétrique par rapport à l'axe des x. Ce 
cas exige un examen particulier (il a 
été fait par F. Frankl et S. Falcovitch. 
1945). 

La symétrie de l’écoulement signi- 
fie que la vitesse v, change de signe 
lorsqu'on change le signe de y, ct que 
v, reste inchangée. En d’autres termes, 
le potentiel q doit être une fonction 
paire de y(et le potentiel ®, une fonc- 
tion paire de 6). Ceci étant, les pre- 
miers termes du développement de 
auront dans ce cas la forme suivante: 

ar? a?ry? a3y4 


= + LE (1118) 


(l'ordre relatif des petites quantités 
x et y n’est pas déterminé à l’avan- Fig. 103 

ce, de sorte que les trois termes écrits 

ci-dessus peuvent être du même ordre). On en déduit les formules de 
transformation faisant passer du plan physique au plan d’hodographe : 


Ligne de courant 


Ligne de transit. 


nat, Oory +. (414,9) 
Avant même d’avoir résolu sous forme explicite ces équations par 
rapport à x, y, on voit que le degré d'homogénéité de y(6, n) est /s. 
Par conséquent, on a pour la fonction ® correspondante k# = 1/4 + 
+ 1/, = ?/4, c'est-à-dire qu'elle est contenue dans l'intégrale géné- 
rale D}. 

Eliminant x des équations (111,9), on obtient pour y (8, n) 
l'équation cubique: 


(ay}° — 3nay + 38 — 0. (111,10) 
Pour 6? — . n° > 0, c’est-à-dire dans tout le domaine situé à gauche 


des caractéristiques hodographiques passant par le point n = 0 = 0 
(notamment dans tout le domaine subsonique n << 0; fig. 104), 
cette équation n’a qu'une racine réelle, qui devra être prise pour 
fonction y (86, n). Dans le domaine situé à droite des caractéristi- 
ques les trois racines sont réelles; on n’en retiendra que celle qui 
est le prolongement de la racine réelle dans le domaine de gauche. 


1 On aurait alors dans (111.6) a = 0, auquel cas cette solution est dénuée 
‘le sens, puisque le jacobien A s’annule sur la ligne n — 0. 
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Les caractéristiques du plan physique (qui passent par l’origine 
des coordonnées) s’obtiennent en substituant les expressions (111,9) 
dans l'équation 4n° — 96°. On a les deux paraboles: 

caractéristiques 23 et 56: z— + 1 
5 (111,11) 
caractéristiques 94 et 45: = 
(les chiffres indiquent quels sont les deux domaines du plan physique 


séparés par la caractéristique donnée). Quant à la ligne de transition 


Fig. 104 


fn = 0 dans le plan d’hodographe), c'est dans le plan physique la 
parabole x = + (fig. 104). Notons la particularité suivante du 


point d’intersection de la ligne de transition avec l’axe de symétrie: 
de ce point partent quatre branches de caractéristiques, alors qu’il 
n’en part que deux de tout autre point de la ligne de transition. 

Sur la fig. 104 nous avons désigné par les mêmes chiffres des do- 
maines correspondants du plan d'hodographe et du plan physique. 
Cette correspondance n'est pas biunivoque !; lorsqu'on fait un tour 
complet autour de l'origine dans le plan physique, le domaine entre 
les deux caractéristiques dans le plan d'hodographe est traversé 
trois fois, ainsi qu'on l’a montré sur la fig. 104 par le pointillé deux 
fois « réfléchi » par les caractéristiques. 


1 En conformité avec le fait qu'on a sur la caractéristique z — ay?/2 dans 
le plan physique A — o (cf. nota p. 540). 
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La fonction y(6,n) elle-même vérifiant l'équation d'Euler- 
Tricomi, elle doit être contenue dans l'intégrale générale ®1,,. Au 
voisinage de la caractéristique 23 dans le plan physique, c'est préci- 


sément 

_130\12 4 ‘45 À. Ans 

= (5) F(-ossit-) (1112 
Île premier terme dans (110,6), sans singularité sur la caractéristi- 
que]. Par prolongement analytique de cette fonction dans le voisinage 
de la caractéristique 56 [suivant un chemin passant dans le domaine 
subsonique Z, c'est-à-dire au moyen des formules (110,13)], nous 
y obtenons la même fonction. Pour ce qui est du voisinage des carac- 
téristiques 34 et 45, y (8,n) s'y représente par des combinaisons 
linéaires de cette fonction et de 


5 5 à: ans , 
p1/3 a 1F (+, +, 2; 1-2) (111,13) 
Île second terme dans (110,6)]; ces combinaisons s'obtiennent par 
prolongement analytique au moyen des formules (110,11) [on aura 
en vue qu'à chaque «réflexion » par la caractéristique hodographique 
la racine carrée dans (111,13) change de signel. 

Sous l’angle purement mathématique les résultats déduits mon- 
trent que les fonctions ®,, sont combinaisons linéaires des racines 
de l’équation cubique 


f—-3nf+30 = 0, (111,14) 
c'est-à-dire qu'elles se ramènent à des fonctions algébriques1. En 


S 


même temps que D;,4 se réduisent aussi à des fonctions algébriques 
tous les O4 avec 


Pan PO (411,15) 


qui se déduisent, en vertu des formules (110,9) et (110,10), de P:, 
par dérivations successives (fait noté par F. Frankl, 1947). 

A des fonctions algébriques se ramènent également les fonctions 
D, avec 

n 1 n 
k=+tz, k=5+s, (111,16) 

dans lesquelles la fonction hypergéométrique se réduit à un poly- 
nôme ? [ainsi, c'est pour 4 = n/2 le premier terme de (110,6), et le 
second terme pour # = —n/2]. 


1 Il est pratiquement incommode d'utiliser l'expression explicite de ces 
fonctions qui se déduit de (111,14) à l'aide de la formule de Cardano. 

2 On aura en vue ici que F (œ, B, y, z) se réduit à un polynôme si l'on 
a pour a (oufjaæa——nouy—-a——n. 
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À ces trois familles de fonctions algébriques ®, se rapportent, 
notamment, toutes les fonctions pouvant correspondre (en tant 
que potentiel ®) à des écoulements sans singularités dans le plan 
physique. À savoir, pour ces écoulements tous les termes du déve- 
loppement de D au voisinage d'un point de non-symétrie de la 
ligne de transition [dont les deux premiers termes sont donnés par 


la formule (111,6)] ne peuvent avoir pour k# que 4 — +2 ou 


k=1 ++. Pour ce qui est du développement de ® au voisinage 


), 


d'un point de symétrie (qui commence par le terme avec k = ?/ 


[A] 


É : & 2 
il peut, en outre, contenir encore des fonctions avec #4 — 3+ 


to] à 


$ 112. Ecoulement autour des corps avec la vitesse du son 


L'équation de Tchaplyguine sous forme simplifiée d’équation 
d'Euler-Tricomi est appelée à jouer un rôle fondamental dans l’étude 
de l'écoulement stationnaire autour des corps, car elle permet d'’exa- 
miner les particularités qualitatives fondamentales de cet écoule- 
ment, telles, en premier lieu, les questions liées à l'apparition d’on- 
des de choc. Ainsi, lorsqu'une onde de choc se forme au cours d’un 
écoulement subsonique (dans la zone supersonique locale contiguë 
à la surface du corps !), elle doit se terminer à distance finie du corps. 
et la question se pose de savoir comment elle se termine (cf. $ 113). 
Un autre problème analogue est celui des propriétés de l’onde de 
choc qui vient de se former au voisinage de son intersection avec la 
surface du corps. Dans ces deux cas l'onde de choc est d'intensité 
faible, c'est-à-dire qu’elle se trouve dans la zone transsonique, de 
sorte que son étude relève de l'équation d'Euler-Tricomi *. 

Nous allons considérer ici une autre question d'importance 
théorique, celle du caractère d'un écoulement plan stationnaire 
pour lequel la vitesse du flux incident est exactement égale à la 
vitesse du son. Nous verrons, notamment, qu'un tel écoulement con- 
tient nécessairement une onde de choc qui s'étend du corps à l'infini. 
D'où l'importante conclusion que l’onde de choc doit apparaître 
pour la première fois pour M certainement inférieur à l'unité. 

Ainsi donc, considérons l’écoulement plan autour d'un corps 
d'envergure infinie (d'une « aile ») de section arbitraire, non forcé. 


1 On appelle parfois critique le nombre M, << 1 du flux incident pour lequet 
le nombre local M atteint pour la première fois l’unité en un point quelconque. 

2 Rappelons que dans une onde de choc faible les variations de l’entropie 
et du rotationnel de la vitesse sont des petites quantités d'ordre supérieur. On 
considérera donc en première approximation que le mouvement est isentropique 
et potentiel aussi bien derrière la discontinuité. 
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ment symétrique. Nous envisagerons alors l'image de l'écoulement 
à de grandes distances (par rapport aux dimensions) du corps. Pour 
la commodité de l'exposé nous décrirons d’abord qualitalivement 
les résultats obtenus, puis nous ferons le calcul quantitatif. 
Sur la fig. 105 AB et A’B' sont les lignes de transition, si bien 
qu’à leur gauche (en amont) se trouve tout entier le domaine sub- 
sonique ; la flèche indique la direction du flux incident (que nous 


Fig. 106 


prendrons ci-dessous pour axe des x avec l’origine quelque part 
dans le corps). À une certaine distance de la ligne de transition 
prennent naissance des ondes de choc qui « partent » du corps (EF 
et E’F" sur la fig. 105). Toutes les caractéristiques qui « partent » 
du corps (dans le domaine compris entre la ligne de transition et 
l'onde de choc) peuvent être divisées en deux groupes. Les caracté- 
ristiques du premier groupe atteignent la ligne du son et s'y ter- 
minent (autrement dit, elles en sont « réfléchies » sous forme de carac- 
téristiques « venant » sur le corps; l'une d’entre elles a été repré- 
sentée sur la fig. 105). Les caractéristiques du second groupe, elles, 
se terminent sur l’onde de choc. Ces deux groupes sont séparés par 
les « caractéristiques limites », les seules qui s'éloignent à l'infini 
et qui jamais n’atteignent ni la ligne de transition, ni l'onde de choc 
(CD et C’D' sur la fig. 105). Comme les perturbations (dues, par 
exemple, à la variation du contour du corps) qui progressent à partir 
du corps le long des caractéristiques du premier groupe atteignent 
la frontière du domaine subsonique, il est évident que la partie du 
flux supersonique comprise entre la ligne de transition et la carac- 
téristique limite influe sur la partie subsonique; pour ce qui est 
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du flux tout entier qui occupe le domaine situé à droite des caracté- 
ristiques limites, il n’exerce aucune influence sur le flux de gauche: 
l'écoulement à gauche n’est nullement modifié lorsque le flux est 
perturbé à droite (notamment si le profil du corps varie à droite 
des points C, C’). L’écoulement derrière l'onde de choc, on le sait, 
n’influe d'aucune façon sur l'écoulement devant elle. De sorte que 
le flux tout entier peut être divisé en trois parties (situées à gauche 
de DCC'D”, entre DCC'D' et FEE'F", à droite de FEE"F'), l'écou- 
lement dans la seconde partie n’influant pas sur l'écoulement dans 
la première, et l'écoulement dans la troisième partie sur l'écoulement 
dans la seconde. 

Passons à présent au calcul quantitatif de l’image décrite (qui 
en est dans le même temps sa vérification). 

L'origine des coordonnées dans le plan d’hodographe (8 = n = 0} 
correspond au domaine à l'infini dans le plan physique, les caracté- 
ristiques hodographiques issues de l’origine correspondant aux 
caractéristiques limites CD et CD’. On a représenté sur la fig. 106 
le voisinage de l'origine, les lettres correspondant aux notations 
de la fig. 105. L’onde de choc est représentée dans le plan d'hodo- 
graphe non pas par une seule ligne, mais par deux (qui correspondent 
au mouvement du gaz de part et d’autre de la discontinuité), et les 
domaines (hachurés sur la fig. 106) compris entre elles ne corres- 
pondent à aucun domaine du plan physique. 

Il importe en premier lieu de voir quelle est celle des intégrales 
générales ®, qui correspond au cas d'écoulement envisagé. Si 
D (6, n) a pour degré d'homogénéité k, les fonctions z = = et 
y = 5 seront homogènes et de degrés respectifs k — + et k — 2: 


Lorsque 6 et n tendent vers zéro, on doit, en général, s'éloigner 
à l'infini dans le plan physique, c’est-à-dire que x et y doivent tendre 


vers l'infini. On doit évidemment avoir pour cela k < + . Par ailleurs, 


les caractéristiques limites dans le plan physique ne doivent être 
tout entières situées à l'infini, c'est-à-dire qu’on ne doit pas avoir 
y = +o sur toute la ligne 96° — 4n°. Il faut à cet effet (pour 
2k + 1/6 << We) que le second terme entre crochets dans (110,6) 
soit absent. Ainsi, la fonction ® (6, n) doit être représentée par le 
premier terme de (110,6): 


D AOF | —k, k+S, —2k+i; +): (412,1) 


La fonction y (6, n) (qui satisfait aussi à l'équation d'Euler-Tricomi) 
aura la même forme avec k — 1/, au lieu de k. 

Mais si l'expression (112,1) est, par exemple, vérifiée au voisi- 
nage de la caractéristique supérieure (0 — +?/;n%/2), pour k < 1/, 
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arbitraire elle ne pourra l'être au voisinage de la deuxième carac- 
téristique (0 — —*/;n°/2). Aussi bien devons-nous exiger encore 
que la forme (112,1) de ® (6, n) reste la même lorsqu'on passe dans 
le plan d’hodographe d’une caractéristique à l’autre en tournant 
autour de l'origine, le chemin passant par le demi-plan n << 0 (c’est 
A'B' sur la fig. 102). La transcription dans le plan physique d’un 
tel contournement est qu’on passe des points éloignés de l’une des 
caractéristiques limites aux points éloignés de l’autre; le chemin 
suivi passant dans le domaine subsonique, il ne coupe nulle part 
l'onde de choc altérant la continuité de l'écoulement. La transfor- 
mation de la fonction hypergéométrique dans (112,1) pour un tel 
passage est donnée par la première des formules (110,13), et on doit 
exiger l'annulation du coefficient de F, dans cette formule. Cette 
condition est vérifiée pour les valeurs suivantes de k < 1/,: 


1 n 
T6 2! n=0, 1, 2, ….. 
Parmi toutes ces valeurs une seule devra subsister en définitive : 
k= +. (112,2) 


On peut montrer que toutes les valeurs de k pour lesquelles nr > 1 
conduisent à une représentation multiforme du plan d’hodographe 
sur le plan physique (lorsque le premier plan est contourné une 
fois, le second l'est plusieurs fois), c'est-à-dire à la multiformité 
de l'écoulement physique, ce qui est évidemment absurde. La valeur 
k = 1/4, elle, donne une solution dans laquelle l'annulation de 8 
et n n'entraîne pas l'éloignement à l'infini dans toutes les directions 
du plan physique; il est clair qu'une telle solution ne saurait non 
plus convenir physiquement. 

Pour & — —1/, le coefficient de F, dans le second membre de 
(110,13) est égal à +1, c'est-à-dire que ® ne change pas quand on 
passe d’une caractéristique à l’autre. C’est dire que ® est une fonc- 


= : > D : 
tion paire de 6, et la coordonnée y — 5 respectivement une fonc- 


tion impaire. Au point de vue physique cela signifie qu’à la pre- 
mière approximation envisagée l'image de l'écoulement aux grandes 
distances du corps est symétrique par rapport au plan y = 0 quelle 
que soit la forme du corps, qu'il y ait ou non portance. 

Ainsi donc, nous avons dégagé le caractère de la singularité 
de ® (6, n) au point n = 8 = 0. On peut en déduire aussitôt la forme 
de la ligne de transition, des caractéristiques limites et de l’onde 
de choc aux grandes distances du corps. Chacune de ces lignes doit 
correspondre à une valeur déterminée du rapport 6?/n°, et comme 


Oest de la forme O = 6—*/:f (5) , on déduit à l'aide des formules 
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(110,4) que x © 84/3, y © 05/3, L'allure des lignes énumérées est 
donc déterminée par des équations de la forme 


x = const-y4/5 (112,3) 


la constante ayant une valeur particulière pour chacune d'elles. Le 
long de ces lignes 6 et n décroissent suivant les lois: 
const const 
TD n = ME . (112,4) 
Ces résultats ont été déduits par F. Frankl (1947). 

Pour fixer les idées, dans les formules écrites ci-dessous les signes 
correspondront au demi-plan supérieur (y >> 0). 

Montrons comment on peut calculer les coefficients dans ces 
formules. La valeur 4 — —1/, est de celles pour qui ®, se réduit 
à des fonctions algébriques (cf. paragraphe précédent). L'intégrale 
particulière déterminant ® dans le cas donné peut s’écrire sous la 


forme © — a , & étant une constante arbitraire positive, et f la 
racine de l'équation cubique 
qui pour 682—4/,n°>0 coïncide avec la seule racine réelle. D'où 

_ 4 9f a 

7 2 96 2(f2—1) ’ (112,6) 
et de même pour les coordonnées 

== ay (f2+n) _ 0D ff 
TZ = 2 ? y = 96 — TE NET = (112,7) 


Ces formules se mettent sous forme paramétrique commode en intro- 
o 


à à #2 
duisant le paramètre Sr alors 
de polis LD g26st/5 1 
pis 4; PRE , ny” - af: S (s — }, 
— ‘ (112,8) 
Oy 5h45 (3— 25), 


ce qui détermine sous forme paramétrique n et 6 en fonction des 
coordonnées. Le paramètre s parcourt les valeurs positives à partir 
de zéro (s = 0 correspond à z — —, c'est-à-dire au flux venant 
de l'infini). Notamment, la valeur s — !/, correspond à x = 0, 
c'est-à-dire qu’elle donne la distribution des vitesses pour les grands 
y dans un plan normal à l'axe des x passant dans la région du corps. 
s = 1 correspond à la ligne de transition (n = 0), et s = “/,, comme 
on le verrait aisément, à la caractéristique limite. Quant à la valeur 
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de la constante a,, elle dépend de la forme concrète du corps et ne 
saurait être déterminée qu’en résolvant exactement le problème 
dans tout l'espace. 

Les formules (112,8) 
ne concernent que le 
domaine tout entier 
devant l'onde de choc. 
Celle-ci doit paraître 
inévitablement, comme 
le montre le raisonne- 
ment suivant. Un calcul 
simple fait d'après la 
formule (110,5) donne 
pour le jacobien A: 


_ 2 _Afî—n 
A=a; (f2—1n)3 + 

Il est facile de voir que 
sur les caractéristiques 
et dans tout le domaine 
situé à leur gauche (ce 
qui correspond au do- 
maine en amont des carac- 
téristiques limites dans le 
plan physique) À >0 et 
ne s’annule nulle part. 
Mais dans le domaine 
situé à droite des caracté- 
ristiques A passe par la 
valeur zéro, d’où l'ap- 
parition inéluctable d'une 
onde de choc. 

Les conditions aux 
limites qui doivent être 
vérifiées par la solution 
de l'équation d'Euler- 
Tricomi sur l'onde de 
choc sont les suivantes. 
Soient 61, n1 et 02, n2 les valeurs de 8 et n de part et d’autre de la 
discontinuité. Tout d'abord, elles doivent correspondre à une courbe 
unique dans le plan physique, c'est-à-dire que 


Z(@1, ns)=2T (02, n2),  Y (04, N4) = y (02, 2). (112,9) 


Puis, la condition de continuité de la composante de la vitesse tan- 
gente à la discontinuité (c’est-à-dire la condition de continuité de la 
36—106 
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dérivée du potentiel æ le long de la ligne de discontinuité) équivaut 
à la condition de continuité du potentiel lui-même: 


@(Bs, n1) = p (Gz, n2) (112,10) 
[le potentiel est déterminé en fonction de ® par la formule (111,3)]. 
Enfin, la dernière condition peut se déduire de la forme limite de 
l'équation de la polaire de choc (86,6) établissant un lien déterminé 
entre les composantes de la vitesse des deux côtés de la discontinuité. 
Remplaçant dans (86,6) l'angle 4 par 02 — 0, et introduisant 11, 
"2 au lieu de v;, v:, on obtient la relation suivante: 
2 (82 —0,)° = (2 — 143)? (ne + n1)e (112,11) 
Dans le cas donné la solution de l’équation d'Euler-Tricomi der- 
rière l'onde de choc (le domaine entre OF et OF” dans le plan d’hodo- 
graphe ; fig. 106) a la même forme (112,5) et (112,6), mais, bien sûr, 
avec un autre coefficient constant (noté —a2) au lieu de a. Les quatre 
équations (112,9) à (112,11) déterminent le rapport a2/ai et relient 
entre eux "1, O1, n2, 02. La résolution, laborieuse, de ces équations 
conduit aux résultats suivants. A l’onde de choc correspond la valeur 
- USE 258 


s Le 
du paramètre s dans les formules (112,8) qui définissent alors la forme 
de l'onde et la distribution de la vitesse sur la partie avant de la 
discontinuité. Dans le domaine situé derrière (en aval) l'onde de 
choc le coefficient —a2 est négatif, et le paramètre f?/(f? — n) par- 
court des valeurs négatives. Introduisant ici en tant que s la quantité 


on obtient au lieu de (112,8) les formules 


Î 
n—f2? 


positive s — 


z 2s+1 
—— = al/5 
75 02 ps ? 


ny2/5 = a5/5s1/5 (s + 1), 
" (112,12) 
a 
O5 = — À 54/5 (25 +3), 
avec 


&  9V3—1 
et s parcourt les valeurs comprises entre 


RSR ASE 
? L 


= VIS ou 


(sur l'onde de choc) et zéro (à l'infini en aval). 

La fig. 107 représente les graphiques de ny°/5 et 6y3/5 en fonction 
de xy”4/5 conformément aux formules (112.8) et (112,12) (la constante 
a; a été prise conventionnellement égale à l'unité). 
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$ 113. Intersection de discontinuités avec la ligne de transition 


Nous allons considérer pour autre exemple d'étude des singula- 
rités de l'écoulement transsonique au moyen de l'équation d'Euler- 
Tricomi la réflexion d’une discontinuité faible par la ligne de transi- 
tion (L. Landau et E. Lifchitz, 1954). 

Nous supposerons que la discontinuité faible qui atteint la ligne 
de transition (discontinuité « incidente » par rapport à leur point 


a 
Discont Discont. 
incidente réfléchie 
a) b) 
Fig. 10S 


d’intersection) est du type usuel résultant, par exemple, de l'écou- 
lement autour d'angles aigus, c’est-à-dire une discontinuité des 
dérivées premières de la vitesse par rapport aux coordonnées. Elle 
est « réfléchie » par la ligne de transition sous forme d’une autre 
discontinuité faible, dont le caractère n'est toutefois pas connu à 
l'avance et qui sera déterminé par étude de l'écoulement au voisinage 
du point d’intersection. Nous prendrons celui-ci pour origine des coor- 
données dans le plan des x, y, et dirigerons l'axe des x suivant la 
vitesse du gaz en ce point; ceci étant, il correspond aussi à ce point 
l'origine dans le plan d’hodographe. 

Les discontinuités faibles sont situées, on le sait, le long des 
caractéristiques. Supposons qu’il corresponde à la discontinuité 
incidente dans le plan d'’hodographe la caractéristique Oa 
(fig. 108,a). La continuité des coordonnées zx, y sur la discontinuité 
signifie la continuité des dérivées premières ®,, D. Par contre, les 
dérivées secondes de ® s'expriment en fonction des dérivées premières 
de la vitesse par rapport aux coordonnées, si bien qu'elles doivent 
être discontinues. Désignant les sauts des diverses quantités par des 
crochets, on aura donc: 

sur Oa: 


[Dh] = [Do] = 0; (Dool, [Don], [Dan] Æ 0. (113,1) 
36% 


564 ECOULEMENT PLAN D'UN GAZ COMPRESSIBLE 


Les fonctions ® elles-mêmes dans les domaines Z et 2 de part et 
d'autre de la caractéristique Oa ne doivent avoir de singularités 
sur cette caractéristique. On peut construire une telle solution à l’aide 
du second terme dans (110,6) avec 4 — 11/12, lequel est proportion- 
nel au carré de (1 — a) (la seconde solution indépendante D;:,12, 
elle, a sur la caractéristique une singularité; voir plus bas); les déri- 
vées premières de cette fonction sont nulles sur la caractéristique, 
et les dérivées secondes sont finies. En outre, ® peut contenir des 
solutions particulières de l'équation d’Euler-Tricomi pour lesquelles 
l'écoulement est sans singularités dans le plan physique. La solu- 
tion de ce type de plus bas degré de 6 et n est On ($ 111). Ainsi donc, 
au voisinage de Oa, nous chercherons ® de part et d’autre de cette 
caractéristique sous la forme 


dans le domaine 7 : 
D= — An0— 0" nt: (GS: LE, 3 t), | 


dans le domaine 2: | C4) 
D= — An0—0 "nc (5; De 3: c) ; 
où À, Z3, C sont des constantes (nous verrons qu'elles sont positi- 
ves), et où on a posé 
4ns 
= ur 
(sur les caractéristiques & = 0). 

A la discontinuité faible réfléchie par la ligne sonique correspond 
dans le plan d’hodographe la deuxième caractéristique (Ob sur la 
fig. 108,a). La forme de ® au voisinage de cette caractéristique 
s'établit par prolongement analytique des fonctions (113,2) d'après 
les formules (110,11) à (110,13). Pour #4 = !/,:, toutefois, la fonc- 
tion F, est dénuée de sens, de sorte qu’on ne saurait utiliser directe- 
ment ces formules. Au lieu de cela, nous y poserons d'abord # = 
— M/,, + €, après quoi nous ferons tendre € vers zéro. Conformément 
à la théorie générale de l'équation hypergéométrique, des termes 
logarithmiques apparaissent alors. 

Le calcul donne [en vertu de (110,13)] pour ® dans le domaine 3 
au voisinage de la caractéristique Ob l'expression suivante, dans 
laquelle nous nous sommes arrêtés au second ordre par rapport à Ü: 


D= — A0n+ B(—0)' "/{2n|t|—108+41,16+ 4,86€} (113,3) 


(pour déterminer le caractère de la singularité dans la distribution 
des vitesses sur la discontinuité réfléchie seul importe pratiquement 
le terme logarithmique entre accolades, voir plus bas). 
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Une transformation analogue [à l'aide de (110,11)] de ® dans le 
domaine Z du voisinage de Oa au voisinage de Ob donne la même 
expression (113,3) avec C/2 au lieu de B. La condition de continuité 
des coordonnées x, y sur la caractéristique Ob conduit donc à la 
relation 


C=2B. (113,4) 


Puis on doit vérifier la condition de positivité du jacobien A 
(110,5), lequel ne doit nulle part passer par la valeur zéro. Au voisi- 
nage de Oa À se calcule au moyen des fonctions (113,2), et il est 
facile de s'assurer qu'il est positif (le terme principal dans A est 
A°). Au voisinage de Ob, le calcul à l’aide de (113,3) donne pour le 
terme principal dans A l'expression suivante: 


A= —16 (£) VE ABntn[t|. 


A l'approche de la caractéristique le logarithme tend vers —co. Ceci 
étant, la condition À =>-0 donne AB >>0, c'est-à-dire que À et B 
doivent être du même signe. 

Enfin, pour déterminer la forme de la ligne de transition nous 
aurons besoin de l'expression de ® au voisinage des parties supé- 
rieure et inférieure de l'axe n = 0. L'expression valable au voisinage 
de la partie supérieure de cet axe s'obtient simplement en transfor- 
mant la fonction hypergéométrique dans ® (113,2) en fonctions hyper- 


3 
géométriques de À — Ë — D , quantité qui s’annule pour n = 0. 
Le calcul des valeurs numériques des coefficients de cette transfor- 
mation, arrêté aux termes de plus bas degrés de n, donne: 
D— — An0 — 18,6B011/6. (113,5) 


Pour ce qui est du prolongement analytique dans le domaine du 
voisinage de la partie inférieure de l'axe, il donne: 


D= — An0—18,6.V 3 B(—0t1/5 (113,6) 


[les calculs sont analogues à la déduction de la formule de transfor- 
mation (110,13)]. 

Nous pouvons à présent déterminer la forme de toutes les lignes 
qui nous intéressent. On a sur les caractéristiques en omettant les 
termes d'ordre supérieur : 


z—®Dhn= — 48, y = Do = — An. 
Par convention, à la discontinuité faible incidente correspond la 
caractéristique supérieure (0 =>0). La vitesse du gaz étant dirigée 


dans le sens positif de l’axe des x, pour qu'elle soit « incidente », 
cette discontinuité doit se trouver dans le demi-plan x << 0. Il en 
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résulte que la constante À, et donc B avec elle, doit être positive. 
L'équation de la ligne de discontinuité dans le plan physique est 


2 2 
EYTE (—y)". (113,7) 


La discontinuité «réfléchie», elle, correspondant à la caractéristique 
‘inférieure, est définie par ne 
La (113,8) 
c'est-à-dire que les deux discontinuités sont représentées par les 
deux branches d’une parabole semi-cubique dont le point de rebrous- 
sement est situé sur la ligne de transition (fig. 108,b). Les notations 
des lignes et des domaines sur cette figure correspondent à celles 
de la fig. 108,a. 

L'équation de la ligne de transition se déduit des fonctions 
(113,5) et (113,6). Dérivant par rapport à n et 0 et posant ensuite 


n = 0. on déduit de (113,5) l'équation de la partie de la courbe sur 
laquelle 8 > 0: 


= (— y) 


x=— A8, y=—T+ 1.19,6B0°/6, 
d'où ; 
y= —36,0B (— +) PF (113,9) 


C'est là la partie inférieure de la ligne de transition sur la 
fig. 108,b. On déduit de même de (113,6) l'équation de la partie 
supérieure de cette ligne: 


y=V336,0 8 (+ +). (113,10) 


Ainsi donc, les deux discontinuités et les deux branches de la ligne 
de transition ont au point d’intersection O0 même tangente (l'axe 
des y). Au voisinage de ce point les deux branches de la ligne de tran- 
sition sont situées de part et d'autre de l’axe des y. 

Sur la discontinuité « incidente » subissent un saut les dérivées 
de la vitesse par rapport aux coordonnées; nous considérerons, en 


tant que quantité caractéristique, le saut de la dérivée (2), . Notant 


que 


(TD, (my _ 0m /8G&y _ _ Do 
ôz re 


et utilisant les formules (113,2), (113,4) on obtient pour le saut 
cherché : 


[CE = 26,9-Fn-#/ = 26,9 A (—y)" "#4, (113,11) 
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De cette façon, ce saut croît à l'approche du point d'intersection 
comme |y |7!/4. 

Sur la discontinuité faible réfléchie les dérivées de la vitesse ne 
subissent pas de saut, mais la distribution des vitesses présente 
une singularité très spécifique. Calculant à partir de (113,3) (en y 


\ 
* 
LET — 
LS 0 Region SSL 1e \ 
SU subson. Région SJ Region 
qi Q subson. 
Region S 
superson. | Y\ SUPErSONS Recto Région 
Re bn supérson, | SUPSON. 
superson. Ÿ 
—.— Onde de choc / 
=sÈzs Ligne de transit. 
Fig. 109 


conservant seulement le premier terme entre accolades) les coordon- 
nées z — D, et y = P en fonction de n, 6, on peut écrire n en fonc- 
tion de x pour y donnée au voisinage de la discontinuité réfléchie 
sous la forme paramétrique suivante: 


_ #1 ZT —20 1 
etre lle 
; (113,12) 
sil RE 5.7 Blyl'/i Inlé 
T— To —= 34 \y| TT dy AT/A b | k, 


& jouant le rôle du paramètre, et zo — xo (y) étant l'équation de la 
ligne de discontinuité dans le plan physique. 

L'’équation d’Euler-Tricomi peut encore s'appliquer à la question 
d'une fin possible de l'onde de choc alors qu'elle coupe la ligne de 
transition (le point O sur la fig. 109,a, par rapport auquel l’onde de 
choc est « incidente » 1). Au voisinage d'un tel point l'intensité 
de l'onde de choc serait petite, c’est-à-dire l'écoulement transsoni- 
que. Mais il est vraisemblable que l'équation d'Euler-Tricomi n'ait 
de solutions susceptibles de décrire un tel mouvement tout en satis- 
faisant à toutes les conditions nécessaires sur l'onde « incidente ». 
Il n'existe vraisemblablement pas non plus de solutions pour les- 
quelles l'onde de choc se termine en même temps que la ligne 


1 Pour ce qui est de l'« origine » de l'onde de choc, elle peut se trouver en 
n'importe quel point du flux supersonique et l'étude de ses propriétés ne présente 
pas de difficultés particulières (cf. fin du & 107). 
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de transition au point de leur intersection (fig. 109, b; l'onde de 
choc ne saurait être dans ce cas « incidente » à la lettre, puisque 
d'un de ses côtés le mouvement est subsonique). Cela signifie que 
l'onde de choc doit ou bien s'éloigner à l'infini, ou bien (si elle a pris 
naissance dans une zone supersonique locale, cf. début du $ 112) 
elle doit s’infléchir, comme le montre la fig. 109,c, de façon à être 
« partante » par rapport à ses deux extrémités. La ligne de transi- 
tion, elle, peut se terminer aux points d'’intersection avec l’onde 
de choc (comme sur la fig. 109, c) en lesquels, toutefois, l'intensité 
de l’onde de choc n'est pas, tant s’en faut, nulle. 


CHAPITRE XIII 


ÉCOULEMENT AUTOUR DE CORPS FINIS 


$ 114. Formation d’ondes de choc lors de l’écoulement 
supersonique autour des corps 


Il résulte de considérations simples que lorsqu'un corps quelcon- 
que est plongé dans un flux supersonique une onde de choc apparaît 
inévitablement devant le corps. En effet, dans le flux supersonique 
les perturbations provenant du corps ne se propagent qu'en aval. 
Partant, un flux uniforme superso- 
nique devrait rester non perturbé 
jusqu'à même le bord avant du corps. 

Mais alors sur la surface de ce 

bord la composante normale de la 

vitesse du gaz serait non nulle en a lo 7 

contradiction avec la condition à la Z 4, / 
limite requise. Seule l'apparition & 

d'une onde de choc lève la contra- 

diction, le mouvement du gaz entre 

elle et la partie avant du corps deve- 

nant subsonique. 

De la sorte, lors de l'écoulement a) b) 
supersonique autour d’un corps il 
apparaît devant celui-ci une onde Fig. 110 
de choc, qui n'est pas, en général, 
en contact avec le corps lui-même (on l'appelle souvent onde 
de tête). Devant l'onde de choc le flux est uniforme, le mouve- 
ment est modifié derrière elle et le flux contourne le corps (fig. 110. a). 
La surface de l'onde de choc s'éloigne à l'infini, et aux grandes dis- 
tances du corps, là où l'intensité de l'onde est faible, elle coupe la 
direction du flux incident sous un angle voisin de l'angle de Mach. 

L'onde de choc ne peut entrer en contact avec un corps que si 
ce dernier est pointu dans sa partie avant. Alors la surface de discon- 
tinuité possède aussi un point d'’effilement, lequel coïncide avec la 
pointe du corps (fig. 110, b); il faudra avoir en vue que si l’écoule- 
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ment est non symétrique une partie de cette surface peut être surface 
de discontinuité faible. 

Pour un corps de forme donnée un tel régime d'écoulement n’est 
toutefois possible que pour des vitesses supérieures à une certaine 
limite déterminée ; aux vitesses moindres l’onde de choc « se détache » 
du nez du corps, malgré la présence de la pointe (cf. $$ 104, 105). 

Considérons l'écoulement supersonique autour d’un corps de 
révolution (parallèlement à son axe) et déterminons la pression du 
gaz sur la partie avant arrondie du corps (au point critique, le point 
© sur la fig. 110,a). Par raison de symétrie, il est évident que la 
ligne de courant qui se termine en © coupe normalement l’onde de 
choc, de sorte qu'en À la composante de la vitesse normale à la 
surface de discontinuité coïncide avec la vitesse totale. Comme d'ha- 
bitude, nous affecterons les valeurs des diverses quantités dans le 
flux incident par l'indice 1, et leurs valeurs en À sur la partie arrière 
de l’onde de choc par l'indice 2. Celles-ci sont définies directement 
par les formules (85,7) et (85,8) sous la forme 


P2 — ni (27Mi— (y —1)}, 


=, 2+0—1) Mi ae (v14:1) Mi 
24 GED PRE G-ONE 


La pression po au point O (où la vitesse du gaz v = 0) peut s’obtenir 
maintenant à l’aide des formules déterminant la variation des quan- 
tités le long de la ligne de courant. On a (cf. problème du $ 80): 


v 
1 À v=T 


po= p2 [1 dE , 
et un calcul simple donne: 
wi a 
y + 4 | 
po= pa (LE) (144,1) 


—17v-1 
[ri 2ME ] 


Ainsi est déterminée la pression à l'extrémité avant du corps plongé 
dans un flux supersonique (M; > 1). 

A titre de comparaison, nous donnerons la formule pour la pres- 
sion obtenue en un point d'arrêt par freinage continu adiabatique 
d'un gaz sans onde de choc (ce serait le cas de l'écoulement subso- 
nique autour d'un corps): 


+ 
1 


pi (1+252 Mt) (114,2) 


FORMATION D'ONDES DE CHOC EN ÉCOULEMENT SUPERSONIQUE 571 


Pour M; = 1 les deux formules donnent la même valeur de po, et 
pour M; =>1, la pression déterminée par (114,2) est toujours plus 
grande que la pression réelle po déterminée par (114,1) !. 
Dans le cas limite des très grandes vitesses (M, © 1), la formu- 
le (114,1) donne 
v+1 


Ra 4 
1 1 — 1, 
pe pi (ES) er TM, (114,3) 


c'est-à-dire que la pression p, est en raison du carré de la vitesse 
d'écoulement. Ce résultat permet de conclure que la force de résis- 
tance totale éprouvée par le corps est, elle aussi, aux vitesses grandes 
devant celle du son, en raison du carré de la vitesse. Notons que cette 
loi a la même forme que celle qui régit la force de résistance à des 
vitesses petites devant celle du son, mais suffisamment grandes 
pour que le nombre de Reynolds lui-même soit assez grand (cf. $ 45). 

L'étude complète des propriétés fondamentales de l'écoulement 
supersonique autour de corps arbitraires n’a pas été faite jusqu’à 
présent. À part le fait lui-même que des ondes de choc doivent néces- 
sairement apparaître, on peut encore affirmer qu'aux grandes distan- 
ces du corps on aura certainement deux ondes de choc qui se suivent 
(L. Landau, 1945). En effet, aux grandes distances du corps les per- 
turbations qui lui sont dues sont faibles, de sorte qu’on peut les con- 
sidérer comme une onde sonore cylindrique qui diverge à partir de 
l'axe des x passant dans le corps parallèlement à la direction de 
l'écoulement; considérant suivant notre habitude le mouvement 
dans le système de coordonnées par rapport auquel le corps est au 


repos, nous aurons une onde où x/v, sera le temps, et c1/ V M —1la 
vitesse de propagation (cf. $ 115). En conséquence, on pourra appli- 
quer directement les résultats déduits au $ 95 pour une onde cylin- 
drique aux grandes distances de la source. Nous avons ainsi l'image 
suivante pour les ondes de choc loin du corps: dans la première 


1 Cette assertion ne suppose pas le gaz parfait et a un caractère général. 
En effet, en présence d’une onde de choc l’entropie du gaz au point O 5 > si. 
alors qu’en son absence elle serait égale à s,. L’enthalpie, elle, est égale dans les 


deux cas à vo= mt , puisque quand une ligne de courant coupe un saut 


de compression droit la quantité w + _ ne varie pas. Or, l'identité thermody 
namique dw = Tds + + dp entraîne que la dérivée 


ôp\ _ 
(&),= — PT < 0, 


c'est-à-dire que l'augmentation de l’entropie à w constant fait décroître la pres- 
sion, ce qui prouve le bien-fondé de notre assertion. 
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onde de choc la pression monte par saut, de sorte qu'une compression 
se forme derrière l'onde ; puis vient une région où la pression décroît 
progressivement, la compression est suivie de dépression, après 
quoi la pression saute encore une fois dans la deuxième onde de choc. 
L'intensité de l’onde avant décroît avec la distance au corps comme 
r”3/4, et la distance entre les deux ondes croît comme r1. 

Suivons maintenant l'apparition et l'évolution des ondes de choc 
lorsque M, croît progressivement. La région supersonique dans le 
flux gazeux apparaît pour la première fois pour une certaine valeur de 
M, < 1 sous forme de région contiguë à la surface du corps. Une onde 
de choc au moins apparaît dans cette région. Mais on ne sait pas si 
elle apparaît sitôt après la formation de la zone supersonique ou 
bien pour des M, un peu plus grands (mais encore inférieurs à l’uni- 
té). On ne sait guère plus si à l'instant de son apparition (alors qu’elle 
est encore faible) elle part de la surface même du corps ou bien encore 
elle commence à une certaine distance de cette surface. Il est bien 
entendu que l’onde de choc se termine à la frontière de la zone super- 
sonique ; la question des propriétés de l'onde de choc au voisinage du 
point où elle se termine n'est pas non plus encore étudiée (nous en 
avons déjà parlé au début du $ 112). 

Lorsque M, croît, la région supersonique s'élargit en même temps 
que s'allonge l'onde de choc; pour M, = 1 toutes deux vont à l’infi- 
ni. On a là l'onde de choc dont nous avons montré l'existence pour 
M, = 1 (pour le cas plan) au $ 112; ainsi a été démontrée la néces- 
sité de la première apparition d’une onde de choc déjà pour M; < 1. 

Dès que M, devient supérieur à l'unité, une nouvelle onde de choc 
apparaît — l'onde de tête —, coupant tout entier le flux gazeux 
incident infiniment large. Pour M, exactement égal à un, l'écoule- 
ment tout entier devant le corps est subsonique ($ 112). C’est pour- 
quoi pour M; > 1, mais arbitrairement voisin de un, la partie super- 
sonique du flux incident et, avec elle, l'onde de choc de tête se trou- 
vent arbitrairement loin devant le corps. Puis, lorsque M; croît 
l'onde de tête se rapproche progressivement du corps. 


$ 115. Ecoulement supersonique autour d’un corps effilé 


La forme d’un corps pour laquelle sa résistance dans un flux 
supersonique est minimum, diffère essentiellement de la forme sub- 
sonique. Rappelons que dans le cas subsonique les corps sont élancés, 
arrondis devant et effilés derrière. Or, en mouvement supersonique 
apparaîtrait devant ces corps une forte onde de choc qui accroîtrait 
considérablement la résistance. Dès lors, un corps élancé supersoni- 
que doit être effilé aussi bien à l’avant qu’à l'arrière et l'angle d’effi- 
lement doit être petit ; si l'axe du corps est incliné sur la direction 
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du mouvement, l'angle d'inclinaison (d'attaque) doit lui aussi être 
petit. 

Lors de l'écoulement supersonique stationnaire autour d'un 
corps de cette forme la vitesse du gaz, même au voisinage du corps, 
ne diffère partout que très peu en grandeur et direction de la vitesse 
du flux incident, et les ondes de choc formées sont de faible intensité 
(l'intensité de l'onde de tête décroît avec l'angle du corps). Loin du 
corps, le mouvement du gaz est traduit par des ondes sonores diver- 
gentes. On peut considérer que la résistance du gaz résulte, pour 
l'essentiel, de la transformation de l'énergie cinétique du corps 
en mouvement en énergie d'ondes sonores émises par lui. Cette résis- 
tance, spécifique du mouvement supersonique, est dite traînée d’on- 
de !. Elle peut être calculée sous forme générale quelle que soit la 
section du corps (7. Kärmän, 1936). 

Le caractère décrit de l'écoulement rend possible l'application 
de l'équation linéarisée du potentiel (106,4) : 


2p , 92 _ge 22P _ 
dy? don D x =0, (115,1) 
où, pour abréger, on a introduit la constante positive 
2 _ LÀ 
pi (415,2) 
L 


(l'axe des x est dirigée suivant la direction du mouvement, l'indice 1 
distingue les quantités relatives au flux incident); 1/8 n’est rien d'au- 
tre que la tangente de l'angle de Mach. 

L'équation (115,1) coïncide formellement avec l'équation bidi- 
mensionnelle des ondes, x/v, étant le temps, et v1/B la vitesse de 
propagation des ondes. Cette circonstance n'est pas fortuite et a un 
sens physique profond, étant donné que le mouvement du gaz loin 
du corps est précisément constitué, on l’a déjà dit, par les ondes 
sonores divergentes « rayonnées » par le corps. Si l’on se représente 
le gaz au repos à l'infini, et le corps en mouvement, l'aire de la sec- 
tion transversale du corps au lieu considéré de l'espace variera au 
cours du temps, la distance à laquelle à l'instant { se propagent les 
perturbations (c’est-à-dire la distance au « cône de Mach ») croissant 
comme v.{/6 ; nous avons ainsi un rayonnement «bidimensionnel » 
de son (se propageant avec la vitesse v,/fB) par un contour 
pulsatoire. 

Nous laissant guider par cette « analogie sonore », nous pourrons 
écrire d'emblée l'expression cherchée pour le potentiel de la vitesse 
du gaz en nous servant de l'expression (73,15) pour le potentiel des 


1 La traînée totale s'obtient en ajoutant à la traînée d'onde les forces dues 
au frottement et au décollement à l'extrémité arrière du corps. 
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ondes sonores cylindriques rayonnées par une source pulsatoire 
(à des distances grandes par rapport aux dimensions de la source), 
en y remplaçant ct par x/f. Soit S(x) l'aire de la section du corps par 
des plans perpendiculaires à la direction de l’écoulement (axe des x), 
et soit L la longueur du corps dans cette direction; nous prendrons 
l’origine des coordonnées à l’extrémité avant du corps. Il vient alors 


x—fr 
_ v 7 (E) di , 
Dane | TE (115,3) 


la limite inférieure est zéro, puisque pour x << 0 (ainsi que pour 
x > 1) il faut poser identiquement S(x) = 0. 

De cette façon, nous avons complètement déterminé le mouvement 
du gaz aux distances r de l'axe grandes par rapport à l'épaisseur du 
corps !. Les perturbations issues du corps dans le flux supersonique 
ne se propagent bien entendu que dans la région derrière le cône 
x — fr = 0 de sommet à l'extrémité avant du corps; devant ce cône 
on a simplement q = 0 (flux uniforme). Entre les cônes x — fr — 
= Oet x — fr = 1 Ie potentiel est déterminé par la formule (115,3) ; 
derrière le cône x — fr — ! (de sommet à l'extrémité arrière du 
corps) dans cette formule la limite supérieure doit être évidemment 
remplacée par la quantité constante !. Les deux cônes mentionnés 
représentent à l'approximation envisagée des discontinuités fai- 
bles ; ce sont en réalité des ondes de choc de faible intensité. 

La force de résistance agissant sur le corps n'est pas autre chose 
que la composante en x de l'impulsion emportée dans l'unité de temps 
par les ondes sonores. Nous allons intégrer sur une surface cylindri- 
que de rayon r suffisamment grand d’axe confondu avec l'axe des x. 
La densité du flux de la composante en x d’impulsion à travers cette 
surface est 


6) o) 
Der = où, (Lx + 01) pi _. (+2) . 


Lorsqu'on intègre sur toute cette surface le premier terme disparaît, 
étant donné que l'intégrale de pv, est le flux total, nul, de la masse 
du gaz à travers la surface. Il reste donc 


ñ 
ns 2 


+ 
Fe= —2nr | Far dr = — 2nrp, | Mar. (115,4) 


—œ 


Aux grandes distances (dans la «zone d'ondes») les dérivées du 
potentiel se calculent de la même façon qu'au $ 73 [cf. formule (73,17)], 


1 Pour l'écoulement axial autour d'un corps à symétrie axiale la formule 
(115,3) est vraie pour tous les r jusqu'à même la surface du corps. On peut en 
déduire notamment de neuveau la formule (105,6) pour l'écoulement autour 
d'un côna mince. 
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et on obtient: 


— x-fr 
Le A PC PAL | S"(E) dE 
or ff dr 2x 2r Vr—Efr 


Nous substituerons cette expression dans (115,4), où nous recopierons 
le carré de l'intégrale sous forme d’intégrale double ; posant pour 
abréger x—fr— X, on obtient : 


- +oo X X 2e : 
F0 Î Î S" (61) 5° (Be) dés do dX ; 
1 J 3 VA-E AE) 


Intégrons sur dX ; après interversion de l’ordre, l'intégration devra 
se faire de la plus grande des valeurs de E, et E> à l'infini. Nous 
prendrons d’abord pour limite supérieure un nombre L grand mais 
fini, que nous ferons ai ensuite vers l'infini. On obtient ainsi: 

ul 


Fa — Li ( Î S" (1) 8° (62) [In (£a — #1) — In AL] db; de. 


0 


L'intégrale du terme contenant le facteur constant In 4L s'évanouit 
identiquement, car aux extrémités effilées du corps s’annule non 
seulement l'aire S(x), mais encore sa dérivée S'(x). Il vient en défi- 
nitive: 


l 
Fa — DE À À 5" ()5" (a) In (E—8) dues, 
uv 


ou 
UT 


a | | S"(5) S"(E)InfEe— Eds dE (115,5) 


C'est là précisément la formule pour la traînée d'onde d’un corps 
mince effilé !. L'ordre de grandeur de l'intégrale figurant ici est 


G) Œ, S étant une certaine moyenne de l'aire de la section du corps. 


Ceci étant, 
262 
F. — Pise | 


Nous conviendrons de prendre pour coefficient de traînée d'un corps. 
élancé 


F 
CE, 


1 + 
TZ Pavile 


1 Quant à la portance (pour un corps sans symétrie axiale ou pour un angle 
d'attaque non nul), à l’approximation ici envisagée elle est nulle. 
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en le rapportant au carré de la longueur du corps. En l'occurrence, 


Can À; (115,6) 


il est en raison du carré de l'aire de la section transversale du corps. 

Notons l’analogie formelle complète entre la formule (115, 5) 
et la formule (47,4) pour la traînée induite d’une aile mince: au lieu 
de F(z) dans (47,4) on a là v,S’(x). Grâce à cette analogie, pourcal- 
culer l'intégrale (115,5) on pourra procéder par la méthode exposée 
À la fin du $ 47. 

Il est encore à noter que la traînée d'onde définie par (115,5) 
ne change pas si l’on inverse le sens de l'écoulement: l'intégrale 
figurant dans cette formule est indépendante du sens de parcours le 
long du corps. Cette propriété de la traînée caractérise précisément 
la théorie linéarisée !. 

Enfin, quelques mots sur le domaine d'application de la formule 
déduite. On peut aborder cette question comme suit. L'amplitude 
des vibrations des particules de gaz dans les ondes sonores « émises » 
par le corps est de l’ordre de grandeur de l'épaisseur du corps, notée 
Ô. Quant à la vitesse des VESEAtIONE, elle est respectivement de l'ordre 


de grandeur du quotient —— de l'amplitude & par la période de l’onde 


mé 1) 
l/v1. Or, l’approximation linéaire pour la propagation d'ondes sono- 
res (c'est-à-dire l'équation linéarisée pour le potentiel) exige de 
toute façon que la vitesse du mouvement du gaz dans l'onde soit 


petite par rapport à celle du son, c’est-à-dire qu’on doit avoir a > 
> Le ou, ce qui revient virtuellement au même: 
M<+. (115,7) 


De la sorte, la théorie exposée cesse de s'appliquer pour les M, com- 
parables au quotient de la longueur du corps par son épaisseur. 

Bien entendu, elle ne s applique pas non plus dans l'autre cas 
limite des M, trop voisins de l'unité, alors que la linéarisation des 
équations est inadmissible. 


Problème 


Déterminer la forme d'un corps de révolution élancé subissant une traînée 
minimum pour un volume V et une longueur ! donnés. 
Solution. Eu égard à l’analogie indiquée dans le texte, nous intro- 


duirons la variable 6 par la formule z = TZ (4 — cos 6) (0 SO < x; l'origine 


1 Elle subsiste dans la théorie de la traînée d'onde des ailes minces exposée 
au $ 117 
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des z est prise à l'extrémité avant du corps) et nous écrirons la fonction f(x)=— 
= S’(r) sous la forme 


f=—1 5 Ansinn0 
n=2 


(la condition S—0 pour x=—0, I! n'admet dans cette somme, il est facile de s’en 
assurer, que les # > 2). On a alors pour le coefficient de traînée 


œ 
a 2 
Cr a > nA?,. 
n 
L'aire S (x) et le volume total V se calculent d'après f (x) comme suit : 


l l 
S= | r(0) de, =) S (x) dr. 
0 


Un calcul simple donne 


c'est-à-dire que le volume est déterminé par le seul coefficient 4. Ceci étant 
la valeur minimum de #,; est atteinte pour les 4, nuls avec nr > 3. On 
obtient finalement : 


128 [V\2 9x f Smax \? 
Cxmin= (5) 9. (es ) - 


On a alors pour l'aire de la section du corps S —1/3l24, sin3 0, et le rayon 
du corps s’écrit en fonction de z sous la forme 


V 


8 


)'eu-as. 


Le corps est symétrique par rapport au plan z =+ Le 


$ 116. Ecoulement subsonique autour d’une aile mince 


Considérons une « aile » mince dans un flux subsonique de gaz 
compressible. Comme dans un gaz incompressible, une aile dans un 
flux subsonique doit être mince, avoir son bord de fuite effilé et 
son bord d'attaque arrondi; l'angle d'attaque doit être petit. Prenons 
l’axe des x dans la direction du flux, et l'axe des z suivant l'envergure 
de l'aile. 

! Bien que R(z) s’annule aux extrémités du corps, la dérivée R'(z), elle, 
devient infinie, c'est-à-dire que le corps n'est pas effilé; par conséquent, 
à strictement parler, l'approximation posée à la base de la méthode ne s'applique 
pas au voisinage des extrémités. 


37—-406 
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La vitesse du gaz dans tout l’espace ! ne s'écarte que très peu 
de la vitesse v, du flux incident, de sorte qu’on peut appliquer 
l'équation linéarisée (106,4) du Re 

2 e : 
a—M?) 2 me LAS Pa Te De = 0. (116,1) 

Sur la surface de l'aile ue nous appellerons surface C) la vitesse 
doit être dirigée suivant la tangente; introduisant le vecteur unité 
n de la normale à la surface de l’aile, nous écrirons cette condition 
sous la forme 

') üg eg, 
(+2) US don y A ll = 0. 
L'’aile étant de forme aplatie et l’angle d'attaque petit, la nor- 


male n est presque parallèle à l’axe des y, “de sorte que |n»,| est voisin 
de l'unité et »r,, n. sont petits. On pourra Fe re dans la condi- 


tion écrite les petits termes du second ordre © Le lu et © _ = ñ:, et rempla- 


cer nr, par +1 [+1 sur la surface supérieure de l’aile (éctradée) et —1 
sur la surface inférieure (intrados)]. De cette façon, la condition à 
la limite associée à l'équation (116,1) s'écrit 


Dire + = 0. (116,2) 


5 e A a à 
L'aile étant supposée mince, la valeur de L sur sa surface pourra 


se calculer simplement en tant que limite pour y — 0. 

Le problème de la résolution de F’équation (116,1) avec la condi- 
tion (116,2) peut se ramener facilement à un problème avec écoule- 
ment d’un fluide incompressible. A cet effet, nous introduirons au 
lieu des coordonnées zx, y, z les variables 


z'=z, y=yVI-M, :'=:}//1—ME. (116,3) 
L'équation (116,1) ne par rapport à ces variables 
Ep. Ep Ln {4e 
TE NE RC ES + =0, (116,4) 


qui n’est autre que l'équation de Laplace. Pour ce qui est de la forme 
de la surface, nous la remplacerons par une autre, C”’, conservant le 
profil des sections de l'aile par des plans parallèles au plan des x, y, 
réduisant seulement dans le rapport V1 — ME toutes les dimensions 
le long de l’envergure (de l’axe des 2). 


1 Excepté une petite région dans le voisinage du bord d'attaque de l'aile — 
dans le voisinage de la ligne d’arrêt du gaz. 
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La condition à la limite (116,2) devient alors 
Uilix Æ TE VT—ME =0, 
et pour la ramener à la forme usuelle, nous introduirons au lieu 
de œ le nouveau potentiel qç” défini par: 


p = Vi—ME:. (116,5) 
Nous aurons pour q’ la même équation de Laplace et la condition 
à la limite 
vin EE 0 (116,6) 
ax uy” 3 + 
qui doit ètre vérifiée pour y' = 0. 

Or, l'équation (116,4) avec la condition à la limite (116,6) est 
l'équation qui doit être vérifiée par le potentiel de la vitesse du 
fluide incompressible s’écoulant autour du corps de surface C'. De 
sorte que le problème de la détermination de la distribution des vites- 
ses lors de l'écoulement d’un fluide compressible autour d’une aile 
de surface C se ramène à la détermination de la distribution des vites- 
ses lors de l'écoulement d’un fluide incompressihle autour d'une 
aile de surface C’. 

Considérons maintenant la portance F, de l'aile. Nous remarque- 
rons avant tout que la déduction de la formule de Joukowski (37,4) 
faite au $ 37 s'applique intégralement aussi bien à un fluide compres- 
sible, puisqu'au lieu de la densité variable p on devra quand même 
écrire à la même approximation la quantité constante p,. Ainsi donc, 


Fy=—pw, Î T'dz, (116,7) 


l'intégrale étant calculée sur toute la longueur /. de l’envergure de 
l'aile. 11 résulte de la relation (116,5) et de l'identité des profils 
transversaux des ailes C et C’ que la circulation F de la vitesse lors 
de l’écoulement du fluide compressible autour de l'aile C est liée à 
la circulation l’ de la vitesse lors de l'écoulement du fluide incom- 
pressible autour de l'aile C’ par la relation 


T'=Tÿ 1—M. (116,8) 


En la substituant dans (116,7) et passant de l'intégration sur dz 
à l'intégration sur dz’, on obtient : 
—pivs | 'd’ 
F,= “ 1 Le 
= 1? 


La quantité au numérateur est la portance de l’aile C’ dans le fluide 
incompressible. On obtient en la désignant par F,: 


Fy = - (116,9) 
37* 
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Introduisant les coefficients de portance 


Fy , Fy 
Gp TRE 


(L, Let 1, L=1, V 1—MË étant les longueurs des ailes C et C’ 
le long des axes des x et des z), nous recopierons cette égalité sous 
la forme 


C; 

C = +1 . 116,10 

1 V1—M ) 

Pour les ailes d'envergure suffisamment grande (de profil de 

section constant suivant l’envergure) le coefficient de portance dans 

le fluide incompressible est en raison de l'angle d'attaque et ne 
dépend ni de la longueur, ni de la largeur de l'aile: 


Cy=const-a, (116,11) 


la constante ne dépendant que de la forme du profil de la section 
(cf. $ 46). On pourra donc écrire dans ce cas au lieu de (116,10) 


C EU 116,12 
y VIE , ( , ) 
Cy et C!” étant les coefficients de portance d'une même aile respec- 
tivement dans les flux de gaz compressible et de gaz incompressible. 
Nous avons ainsi obtenue la règle: la portance d’une aile à grande 
envergure dans un flux de gaz compressible est de 1/1 — Mi fois 
plus grande que celle d’une aile identique (notamment pour le même 
angle d'attaque) dans un flux de gaz incompressible (L. Prandil, 
1922, G. Glauert, 1928). 

Des relations analogues peuvent être déduites pour la traînée. 
Outre la formule de Joukowski pour la portance, la formule (47,4) 
de la traînée induite d'une aile peut être intégralement transposée 
en théorie d'un fluide compressible. En y faisant les mêmes trans- 
formations (116,3) et (116,8), on obtient : 

F , 

Fe (116,13) 
F° étant la traînée de l’aile C’ dans le fluide incompressible. Lorsque 
l’envergure croît, la traînée induite tend vers une limite constante 
($ 47). Aussi peut-on, dans le cas d'ailes suffisamment longues, 
remplacer F; par FŸ (qui est la traînée dans le fluide incompres- 
sible de la même aile C à laquelle se rapporte F,). On a alors pour le 
coefficient de traînée : 


Care (116,14) 
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Rapprochant de (116,12), on voit qu’en passant d’un fluide incom- 
pressible à un fluide compressible le rapport Cf/C; reste inchangé. 

Tous les résultats exposés ici ne sauraient évidemment s’appli- 
quer pour les M; trop voisins de l'unité, alors que la théorie linéa- 
risée n’est plus valable. 


$ 117. Ecoulement supersonique autour d’une aile 


Une aile supersonique doit avoir ses bords d’attaque et de fuite 
effilés, comme les corps minces envisagés au $ 115. 

Nous nous bornerons ici à l'étude de l'écoulement autour d’une 
aile mince de très grande envergure le long de laquelle le profil de la 
section est constant. Supposant l'’envergure infinie, nous aurons 
affaire à un écoulement plan (dans le plan des x, y). Au licu de 
(115,1), nous aurons maintenant pour le potentiel l'équation 


2 » 02 
Te —p = 0 (117,1) 
avec la condition à la limite 
| Fun (117,2) 


0y |y-+0 


(les signes + dans le second membre de l'égalité concernent respec- 
tivement l'extrados et l’intrados). L’équation (117,1) est du type de 
l'équation des ondes à une dimension, de solution générale 


P= f1(x— By) + f(x + By). 
Le fait que les perturbations qui influent sur le mouvement du fluide 
proviennent du corps signifie qu’on doit avoir dans l’espace au-des- 
sus de l'aile (y > 0) f2 = 0, de sorte que @ = f1 (rx — By), et que 
dans l’espace sous l'aile (y << 0): q = f2(x + By). Pour fixer les 
idées, nous envisagerons l’espace au-dessus de l'aile, où 

p=f(z— By). 

Nous déterminerons / à partir de la condition à la limite (117.2) 
en y écrivant n;.Æ —&, (x), où y—{,(x) est l'équation de la partie 
supérieure du profil de l'aile (fig. 111,a). On a: 

à , , 

uno — PF @)= vit (x), 


"0y lu++0 — 
d'où f— eu C2(x). Ainsi, la distribution des vitesses est déterminée 
(pour y>>0) par le potentiel 


PU )= — 5 Le(z — By). (117,3) 
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De mème, pour y << 0 on aurait @ = + Ea (x + By), où y = Ei(x) 


est l'équation de la partie inférieure du profil. Notons que le poten- 
tiel et, avec lui, les autres quantités sont constants le long des droi- 
tes x + By — const (des caractéristiques) en conformité avec les 
résultats du $ 107, pour lesquels la solution déduite ici est un cas 
particulier. 

L'image qualitative de l'écoulement est la suivante. Des bords 
d'attaque et de fuite cffilés partent des discontinuités faibles (aAa’ 
et bBb' sur la fig. 111,b) !. Dans l’espace devant la discontinuité 
aAa’ et derrière la discontinuité bBb’ le flux est uniforme, et il tour- 
ne dans la région comprise 
entre elles en épousant la 
forme de l'aile ; on a là une 
onde simple, et à l'appro- 
ximation linéarisée envi- 
sagée toutes les caractéris- 
tiques y ont même pente, 
qui est celle de l'angle de 
Mach du flux incident. 

La distribution de la 
pression est donnée par la 
formule 


d 
P—PiT —Pii + 


[dans la formule générale 

(106,5) on peut, dans le cas 

envisagé, négliger le terme 

contenant v}, Car v, et vy 

Fig. 111 sont du même ordre de gran- 

i deur]. En substituant ici 

(117,3) et introduisant ce qu’on appelle le coefficient de pression 
C;, on obtient dans le demi-plan supérieur 


— 2 ,. 
Cr = tr = 5 Gr — By). 


1 Ceci n'est vrai qu'à l'approximation admise ici. On a là en réalité non 
pas des discontinuilés faibles, mais des ondes de choc de faible intensité ou des 
ondes de raréfaction étroites centrées, en fonction du sens dans lequel tourne 
la direction de la vitesse dans ces ondes. Ainsi, pour le profil représenté sur la 
fig. 111,b Aa et Bb' sont des ondes de raréfaction, et Aa’ ct Bb des ondes de choc. 

La ligne de courant issue du bord de fuite (du point B sur la fig. 111.b) 
est en réalité une discontinuité tangentielle de la vitesse (qui s'étale en fait 
en sillage mince turbulent). 
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Notamment, le coefficient de pression sur l’extrados vaut 


Che gb (2). (117,4) 
On trouve de mème pour l'intrados 
2 _ 
Cr —ÿ$h (x). (117,5) 


Notons que la pression en chaque point du profil de la section de 
l'aile ne dépend que de la pente du contour en ce point. 

L'angle d'inclinaison de la ligne du profil sur l’axe des x étant 
partout petit, la projection verticale des forces de pression est égale, 
avec une précision suffisante, à la pression elle-même. La portance 
résultante de l'aile est égale à la différence des forces de pression 
agissant sur les surfaces inférieure et supérieure. D'où le coefficient 
de portance 


lx 


, 1 Aly 
Cy=+ Î (Cpa— Cp) dr = 


Bis 


(les longueurs Z,, l, sont définies sur la fig. 111,a). Nous définirons 
l'angle d'attaque « comme l'angle d'inclinaison sur l'axe des x 
de la corde AB menée par les sommets des bords d'attaque et de fuite 
(fig. 111.a): « = l,/l,; on obtient finalement la formule simple 
suivante : ; 

14 . 
{Ackeret. 1925). On voit que la portance est déterminée par le seul 
angle d'attaque et qu'elle ne dépend pas de la forme de la section 
de l'aile, contrairement à ce qui avait lieu en écoulement subsonique 
[cf. $ 48, formule (48,7)]. 

Déterminons à présent la traînée de l'aile (c'est la traînée d'onde, 
de même nature que pour les corps minces; cf. $ 115). On projettera 
à cet effet les forces de pression sur la direction de l’axe des x et inté- 
grera cette projection sur tout le contour du profil. Il vient alors 
pour le coefficient de traînée : 


Ce l'e+ +E2) dr. (117,7) 


Introduisons les angles d’inclinaison 6,(x) et 6:(x) formés par les 
parties supérieure et inférieure du contour avec la corde AB ; alors 
= 0, — a, &, = 02 — «. Les intégrales de 0, et 6, sont évidem- 
ment nulles, et on obtient en définitive la formule: 


= Aa + 2 (BEL DZ) 


RES (117,8) 
1 
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(la barre indique la moyenne sur les x). Pour un angle d'attaque donné 
le coefficient de traînée est, évidemment, minimum si l'aile est une 
plaque plane (si bien que 0, = 0: = 0). Dans ce cas C, = aC,. 
Si on appliquait la formule (117,8) à une surface rugueuse, on verrait 
que la rugosité peut donner lieu à une augmentation considérable 
de la traînée, même si la hauteur des diverses inégalités est petite !. 
En effet, la traînée ne dépend pas de la hauteur des diverses inéga- 
lités si la moyenne de la pente de leur surface, savoir le rapport 
moyen de la hauteur des inégalités à la distance entre elles, ne 
varie pas. 

Enfin, faisons encore la remarque suivante. Ici, comme partout 
ailleurs, parlant d’une aile, nous la supposons perpendiculaire, par 
ses bords d'attaque et de fuite, au mouvement. La généralisation 
au cas où l’angle y entre la direction du mouvement et le bord (« an- 
gle de glissement ») est quelconque est tout à fait évidente. Il est 
clair que les forces agissant sur une aile infinie de section constante 
ne dépendent que de la composante de la vitesse du flux incident 
normale aux bords; dans un fluide non visqueux la composante de 
la vitesse parallèle aux bords ne donne lieu à aucune force. Ceci étant, 
les forces qui agissent sur une aile avec glissement dans un flux de 
nombre M, sont les mêmes que celles qui agiraient sur la même aile 
sans glissement dans un flux de nombre M, sin y au lieu de M,. Notam- 
ment, si M; >1 mais que M, sin y< 1, la traînée d'onde, spé- 
cifique de l'écoulement supersonique, est nulle. 


$ 118. Loi de similitude transsonique 


La théorie des écoulements super et subsoniques autour des corps 
minces développée aux $$ 115 à 117 ne s’applique pas dans le cas 
du mouvement transsonique, alors que l'équation linéarisée du 
potentiel n’est plus vraie. Alors l’image de l’écoulement dans tout 
l'espace est déterminée par l’équation non linéaire (106,10) : 

ôp 2%p __ 2p , 2 ; 
Dour ans op te HS 
(ou bien, en écoulement plan, par son équivalent, l’équation d'Euler- 
Tricomi). Toutefois, la résolution de ces équations dans des cas 
concrets est très difficile. D'où le grand intérêt des règles de simili- 
tude qui peuvent se déduire pour ces écoulements sans passer par 
leur résolution concrète. 
Considérons d'abord un écoulement plan, et soit 


Y=8f (5) (118,2) 


1 Mais supérieure à l'épaisseur de la couche limite. 
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l’équation définissant la forme du contour mince, ! étant sa longueur 
(dans la direction du flux), et ô caractérisant son épaisseur (6 < Î). 
Faisant varier les deux paramètres Z et 8 on obtient une famille de 
contours semblables. 
L'équation du mouvement s'écrit: 

D ARE LT 00 

Du nr = Sp (118,3) 
et ses conditions aux limites sont les suivantes. A l'infini la vitesse 
est égale à la vitesse v, du flux non perturbé, savoir: 
a —_ ôp LA =. Mi—1 
{cf. définition du potentiel q conformément à (106,9)]. Sur le profil 
lui-même la vitesse doit être dirigée suivant la tangente: 


Lee -sr(s); (118,5) 


le profil étant mince, on peut exiger l'observation de cette condition 
pour y = (0. 

Introduisons les nouvelles variables sans dimensions définies 
comme suit : 

= L = 102/3 — — — 

z= x, TT Ga )1s Ÿ° der y) (118,6) 

(nous avons introduit l'angle 6 — ô/! caractérisant l’« angle d'ouver- 

ture» du corps ou angle d'attaque). On obtient alors l'équation 


2 2P 9 _ 
ôx ôr° ay? 
avec les conditions aux limites 


PK, 0 à l'infini, 

ôx ôy 

2 _ft{r “ 

| ôy = (x) pour y 0, 
ou 
Mi—1 
K= "1. 118,7 

(02/3 ) 


Ces conditions ne contiennent qu’un seul paramètre: K. Ainsi, nous 
avons obtenu la loi de similitude cherchée : les écoulements trans- 
soniques plans avec les mêmes valeurs de Æ sont semblables, comme 
l'établissent les formules (118,6) (cette loi a été déduite par S. Fal- 
covitch, 1947). 
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Notons que l'expression (118,7) contient aussi le seul paramètre 
a, qui caractérise les propriétés du gaz. De ce fait, la règle déduite 
détermine aussi la similitude d’après la variation de la nature du gaz. 

Dans les conditions de l'approximation envisagée la pression 
est déterminée par la formule 


P— Pi — Pas (Ur — Vi). 


Le calcul à l'aide des expressions (118,6) montre que le coefficient 
de pression sur le profil est une fonction de la forme 


_ pr _ 0% rs # 
Chpt aus P (7). 


Les coefficients de traînée et de portance sont déterminés par des 
intégrales suivant le contour du profil : 


1 dY 1 
C=r Cr dx, Cy= 7 Ÿ Crdr 


et sont donc des fonctions de la forme! 


(118,8) 
Gr lo (Æ). 


De façon absolument identique s'obtient la loi de similitude 
pour l'écoulement tridimensionnel autour d’un corps mince de forme 
définie par les équations : 


r=0n (#). 
2-0 (7) 


avec les deux paramètres ô et ! (ô € 1). La différence essentielle 
par rapport au Cas plan est due à ce que le potentiel a pour y — 0, 
z— 0 une singularité logarithmique (voir, par exemple, les formu- 
les de l'écoulement autour d’un cône mince du $ 105). En conséquen- 
ce, la condition à la limite sur l'axe des x doit déterminer non pas 


(118,9) 


1 Le domaine d'application de ces formules cst déterminé par l'inégalité 
IM —1]|<&1. A la théorie linéarisée correspondraient des grandes valeurs 
de K, savoir | M, — 1 | > 0°/3, Dans le domaine 1 > M, — 1 » 6/3 les formu- 
les (118,8) devront donc se réduire aux formules (117,6) — (117,8) de la théorie 
linéarisée. Cela signifie que pour les grands Æ les fonctions f, et f, doivent être 
proportionnelles à K7'/2, 
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les dérivées 5 ; %, mais les produits qui restent finis: 


ôy 
9 __ > dY 
y 
0 __ y dZ 
Le 


On s’assurerait aisément que la transformation de similitude est 
dans ce cas (on introduit à nouveau l'angle 6 — 6/1) 


_ di <= live — 
æ=lx, V= TV Fran p= 10, (118,10) 


avec pour paramètre de similitude 


KM 


CM 


(118,14) 


(T. Kärmän, 1947). On obtient pour le coefficient de pression sur 
la surface du corps une expression de la forme 


Cp=eP (K,T), 


et, respectivement, pour le coefficient de traînée ! 
Cx—0f(X). (118,12) 


Toutes les formules déduites valent pour les petites valeurs aussi 
bien positives que négatives de M, — 1. Si l’on a exactement M, = 1, 
le paramètre de similitude À — 0 et les fonctions dans (118,8) et 
(118,12) se réduisent à des constantes, de sorte que ces formules 
déterminent complètement C, et C, en fonction de 6 et des propriétés 
du gaz a. 


$ 119. Loi de similitude pour les très grandes valeurs de M 


Nous avons déjà indiqué à la fin du $ 106 que la théorie linéari- 
sée ne s'applique pas à l'écoulement supersonique autour des corps 
minces pour les très grandes valeurs de M,;. D'où l'intérêt de la 
UE de similitude simple qui peut être établie dans ce cas (Tzian, 
1946). 

Les ondes de choc qui se forment alors sont inclinées par rapport 
à la direction du mouvement sous un petit angle, de l’ordre du rap- 
port 0 — 6/1 de l'épaisseur du corps à sa longueur. Ce sont, en géné- 


1 On doit ubtenir dans le domaine 4 > M3 — 1 > 0° la formule (115,6) 
de la théorie linéarisée, stipulant que C; = 6*; cela signifie que, Æ croissant, 
{(X) doit tendre vers une constante. 
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ral, des ondes courbes et elles possèdent une forte intensité — bien 
que le saut de la vitesse y soit relativement petit, le saut de la pres- 
sion (et donc, avec lui, celui de l'entropie) est grand. Par conséquent, 
l'écoulement du gaz dans le cas général n’est nullement potentiel. 

Nous supposerons M, de l'ordre de 1/0 ou supérieur. L'’onde de 
choc réduit la valeur du nombre local M, qui reste en tout cas de 
l'ordre de 1/6 (cf. problème du $ 104), si bien qu’il est grand par- 
tout dans l'espace. 

Nous nous servirons de l’« analogie sonique » indiquée au $ 115: 
le problème tridimensionnel de l'écoulement stationnaire autour 
d’un corps mince de section variable S(x) est équivalent au problè- 
me bidimensionnel non stationnaire de l'émission d'ondes sonores 
par un contour dont l'aire varie au cours du temps suivant la loi 
S(vit) !; le rôle de la vitesse du son est alors joué par v,/Y M? — 1 
ou pour les M, plus grands simplement par c;. Soulignons que la 
seule condition assurant l’équivalence des deux problèmes est que 
le rapport ô/! soit petit, ce qui permet de supposer cylindriques des 
petites régions annulaires de la surface le long du corps. Pour les 
grands M1, toutefois, la vitesse de propagation des ondes « émises » 
est de grandeur comparable à celle des particules du gaz dans ces 
ondes (cf. fin du $ 1415), et le problème sera résolu à partir des équa- 
tions exactes non linéarisées. 

Dans ce problème bidimensionnel la vitesse linéaire de la source 
est de l’ordre de grandeur de v,8; à part cette vitesse, le problème 
ne contient plus, à titre de paramètres indépendants, que la vitesse 
du son c; et les dimensions 6 de la source (et le paramètre de densité 
p1) *. On ne peut en former qu’une seule combinaison sans dimensions 


K=M, (419,1) 


qui est précisément le critère de similitude 5. On prendra pour échel- 
les de longueur des coordonnées y, z et pour échelle du temps les 
quantités des dimensions correspondantes, constituées des mêmes 


1 Ainsi, le problème de l'écoulement autour d'un cône mince est le même 
que celui de l'émission d'ondes cylindriques par un cylindre circulaire en dila- 
tation uniforme. 

2 Nous avons en vue, bien entendu, non seulement les équations du mouvc- 
ment du gaz, mais encorc leurs conditions aux limites sur la surface du corps 
et les conditions devant être vérifiées sur les ondes de choc formées. Le gaz est 
supposé parfait, de sorte que ses propriétés dynamiques ne dépendent que du 
paramètre sans dimensions y; la règle de similitude déduite ci-dessous ne déter- 
mine pas, toutefois, le caractère de la dépendance du mouvement par rapport 
à ce paramètre. 

3 Si M, n'était pas supposé grand, on aurait unc règle de similitude de para- 
mètre À — 0 V/ M? — 1. Mais clle est sans intérêt, puisque pour les M, petits 
la théorie linéariséc détermine en réalité complètement la dépendance de toutes 
es quantités par rapport à ce paramètre. 
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paramètres, par exemple de 6 et & = > . Revenant à présent à la 
1 1 


a ° . e. v . 
coordonnée x, on déduit finalement que et C} sont fonctions des 
el 


_ et du paramètre K. 


Pour le coefficient de traînée d’un corps mince on en déduit sans 
difficultés la formule 


. . . TZ 
variables sans dimensions TS z, 


= 08 (K). (119,2) 


La même loi de similitude s'obtient évidemment dans le cas 
plan — pour l'écoulement autour d’une aile mince de longueur 
infinie. 

Pour les coefficients de traînée et de portance on a alors des for- 


mules de la forme 
Cx = Of (K), | 


C,= 0j, (K). (419,5) 


Problème 


Déterminer la portance d’une aile plane d'envergure infinie faisant avec 
la direction du mouvement un petit angle d'attaque «, pour des grandes 
valeurs de M; (M1 > 1/a). 

Solution. L'image de l’écaule- 
ment est celle représentée par la fig. 112: 
une onde de choc et une onde de raréfac- 
tion partent du bord d'attaque ainsi que 
du bord de fuite, dans lesquelles le flux 
tourne d’abord d’un angle &, puis du 
même angle en sens contraire. 

D'après l'analogie acoustique, le 
problème de l'écoulement stationnaire 
autour d'une telle plaque équivaut à 
celui du mouvement unidimensionnel 
non stationnaire d'un gaz devant ct der- 
rière un piston en mouvement uniforme 
avec la vitesse av. Il se forme devant le Fig, 112 
piston une onde de choc. ct derrière lui Ed 
une onde de raréfaction (cf. problèmes 
1. 2 8 92). Utilisant les résultats qui y ont été obtenus, on trouve la portance 
cherchée en tant que différence des pressions agissant de part et d'autre de la 
plaque. Le coefficient de portance est 


2y 
et 2v+tos 4, (YEN? _ 2 f, _y—1 à 
Ge Ci + (ET De 


{où À = aM;). Pour K >> 2/(y — 1) il se forme sous la plaque une région de vide 
et le second terme devra être omis. Dans le domaine 1 € M,  1/a cette formule 
se réduit à la formule C, = 4a/Mi donnée par la théorie linéarisée, conformé- 
ra ch fait que dans ce cas sont recouverts les domaines d'application de l’une 
et de l’autre. 
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HYDRODYNAMIQUE DE LA COMBUSTION 


$ 120. Combustion lente 


La vitesse d’une réaction chimique (mesurée, par exemple, par le 
nombre de molécules entrées en réaction dans l'unité de temps) 
dépend de la température du mélange gazeux, croissant avec elle. 
Dans de nombreux cas cette dépendance est très forte !. La vitesse de 
la réaction peut alors être aux températures ordinaires si petite que 
pratiquement la réaction ne s’amorce pas, bien qu’il corresponde 
à l’état d'équilibre thermodynamique (chimique) un mélange gazeux 
dont les composants peuvent entrer en réaction les uns avec les autres. 
Mais si l’on élève suffisamment la température, la réaction s'écoule 
à une vitesse considérable. Si la réaction est endothermique, il faut 
pour l’entretenir un apport continu de chaleur de l'extérieur; si 
l’on se borne à un accroissement initial de la température du mélange, 
seule une quantité insignifiante de matière participe à la réaction, 
puis la température du gaz tombe au point que la réaction s'arrête 
de nouveau. Il en va tout autrement dans le cas d’une forte réaction 
exothermique avec dégagement intense de chaleur. Il suffit ici d'élever 
la température ne serait-ce qu’en un point quelconque du mélange ; 
amorcée en ce point. la réaction, par suite du dégagement de chaleur, 
échauffe elle-même le gaz ambiant et s’y propage. On dit alors qu'il 
y a «combustion lente » ou simplement combustion du mélange 
gazeux °. 


1 La vitesse de la réaction est d'ordinaire une fonction exponentielle de la 
température, étant principalement proportionnelle à un facteur de la forme 
e”U/RT, où U est une constante caractéristique de chaque réaction donnée, dite 
énergie d'activation. Plus U est grand, plus forte est la dépendance de la vitesse 
de la réaction par rapport à la température. 

2 Il est à noter que, dans un mélange capable de brüler par lui-même, dans 
certaines conditions la propagation spontanée de la combustion peut être impos- 
sible. Les limites correspondantes sont déterminées par les pertes calorifiques 
dues aux facteurs suivants: évacuation de la chaleur à travers les parois d’un 
tube (quand du gaz brûle dans un tube), pertes par rayonnement, etc. Aussi, par 
enlEs la combustion est-elle impossible dans des tubes de rayon trop petit. 
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La combustion du mélange gazeux s'accompagne nécessairement 
du mouvement du gaz. En d’autres termes, le processus de combus- 
tion est, abstraction faite de son aspect chimique, aussi bien un 
processus de dynamique des gaz. Dans le cas général, pour déter- 
miner le régime de combustion on devra résoudre simultanément 
un système d'équations comprenant les équations de la cinétique 
chimique de la réaction donnée en même temps que celles du mouve- 
ment du mélange gazeux. 

Néanmoins, les choses se simplifient radicalement dans le cas 
très important (qui se présente d'ordinaire) où les dimensions carac- 
téristiques L déterminant les conditions du problème concret envi- 
sagé sont suffisamment grandes (par rapport à quoi précisément, 
nous le verrons par la suite). Nous verrons qu’en ces cas le problème 
de dynamique des gaz peut, en un certain sens, être isolé du 
problème de cinétique chimique. 

La région du gaz brülé (c'est-à-dire celle où la réaction est déjà 
terminée et où le gaz est un mélange de produits de combustion) 
est séparée du gaz où la combustion n’a pas encore commencé par 
une couche transitoire qui est précisément le siège de la réaction 
elle-même (zone de combustion ou « flamme »); au cours du temps 
cette couche progresse avec une vitesse qu’on peut appeler vitesse 
de propagation de la combustion dans le gaz. La vitesse de propaga- 
tion dépend de l'intensité de la transmission de chaleur de la zone 
de combustion au mélange gazeux initial non chauffé. Le mécanisme 
de transmission de chaleur est traduit, pour l'essentiel, par la conduc- 
tion ordinaire. La théorie de ce régime de propagation de la combus- 
tion a été développée pour la première fois par V. Michelson (1890). 

Soit ô l’ordre de grandeur de la largeur de la zone de combustion. 
Il est déterminé par la distance moyenne à laquelle peut se propager 
la chaleur dégagée pendant la durée + de la réaction (au point donné 
du gaz). Le temps + est une grandeur caractéristique de la réaction 
donnée et ne dépend que de l’état thermodynamique du gaz en com- 
bustion (mais non des paramètres caractéristiques ! du problème). 
Si 4 est la diffusivité du gaz, on a [cf. (51,7)l: 


8 Vyti. (120,1) 


Précisons maintenant l'hypothèse faite plus haut : nous suppose- 
rons les dimensions caractéristiques du problème grandes devant 
l'épaisseur de la zone de combustion (1 S$ 8). Moyennant l’observa- 
tion de cette condition, on peut isoler le problème de dynamique des 


1 Pour éviter tout malentendu, notons que si t dépend fortement de la 
température, un coefficient assez grand doit encore figurer dans (120.1) (si l'on 
prend pour + sa valeur à la température des produits de combustion). Ce qui 
importe surtout pour nous ici, c’est que 6 ne dépend pas de L. 
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gaz. Déterminant le mouvement du gaz, on peut négliger l'épaisseur 
de la zone de combustion et assimiler celle-ci à une surface séparant 
les produits de combustion du gaz non brûlé. Sur cette surface 
(«front de flamme ») l’état du gaz subit un saut, c’est-à-dire que 
c'est une surface de discontinuité spécifique. 

La vitesse de déplacement v, de cette discontinuité par rapport 
au gaz lui-même (normalement au front) est dite vitesse normale 
de la flamme. Dans le temps t la combustion a pu se propager à une 
distance de l'ordre de 6 ; d’où la vitesse de flamme cherchée ! : 


Ô " 
ne v'£ | (120,2) 


La diffusivité ordinaire du gaz est de l’ordre du produit du libre 
parcours des molécules par leur vitesse thermique ou, ce qui revient 
au même, du produit de la durée du libre parcours t118 par le carré 
de la vitesse. Notant que la vitesse thermique des molécules coïncide, 
quant à l'ordre de grandeur, avec la vitesse du son, il vient: 


4 ER { Tib 
et 7e Sd (4 Ti 


Toute collision de molécules ne saurait provoquer une réaction 
chimique entre elles; bien au contraire, seule une infime partie 
des molécules en collision entrent en réaction. C'est dire que 
Tin € T et donc que w & c. Ainsi donc, dans le régime envisagé 
la vitesse de propagation de la flamme est petite devant la vitesse 
du son ©. 

Sur la surface de discontinuité qui remplace la zone de combus- 
tion, ainsi que sur n'importe quelle discontinuité, devront être 
observées les conditions de continuité des flux de matière, d'impul- 
sion et d'énergie. Comme d'ordinaire, la première de ces conditions 
détermine le rapport des composantes normales (à la surface de 
discontinuité) de la vitesse du gaz par rapport à cette surface : 
Pil1 —= Pavr, Ou 

14 

dt 7 , (120,3) 

Vi et V2 étant les volumes spécifiques du gaz non brûlé et des pro- 
duits de la combustion. D'après les résultats généraux déduits au 


1 A titre d'exemple, indiquons que la vitesse de propagation de la flamme 
dans un mélange à 6 % de CH, et 94 % d'air n'est que de 5 cm/s, et dans le 
mélange détonant (2H: + O2), de 1000 cm/s; la largeur de la zone de combustion 
est respectivement dans ces deux cas <5:10-° ct 5-10-4 cm. 

2 Un certain rôle dans le processus de propagation de la combustion est 
aussi joué par la diffusion Mutuelle des divers composants du mélange qui brüle; 
mais cette circonstance n’altère pas les nrdres de grandeur de la vitesse et de la 
dargeur de la flamme. 
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$ 81 pour des discontinuités arbitraires, lorsque la vitesse normale 
présente un saut, sa composante tangentielle doit être continue. 
Ceci étant, les lignes de courant sont « réfractées » par la surface 
de discontinuité. 

La vitesse normale de propagation de la flamme étant petite 
devant celle du son, la condition de continuité du flux d’impulsion 
se réduit à la continuité de la pression, et celle du flux d'énergie, 
à la continuité de l'enthalpie: 


Pi= Pan WW (120,4) 


: Utilisant ces conditions, on se rappellera que les gaz sont chimique- 
ment différents de part et d'autre de la discontinuité considérée, 
si bien que leurs grandeurs thermodynamiques ne sont pas des fonc- 
tions identiques les unes des autres. 

Supposant le gaz parfait, on a: wi = Woi +- Cpil 1, We = Wos + 
+ Cp2T2; les constantes additives ne peuvent être ici annulées, 
contrairement au cas d’un seul gaz (par un choix approprié de l'origi- 
ne de l'énergie), puisqu'ici wo et wo2 sont différents. Posons wo, — 
— Woz = g; g n'est rien d'autre que la chaleur dégagée par la réac- 
tion (par unité de masse) si celle-ci s’écoulait au zéro absolu des 
températures. On obtient alors les relations suivantes entre les 
grandeurs thermodynamiques du gaz initial (2) et du gaz brûlé (2): 


C 
Pi= Pa: Ta= + PET, 
cn (120,5) 
En) 7 2 A don à. 
VV Ye (v1—1) CF. 1) | 


Par suite de l'existence d’une certaine vitesse normale de propaga- 
tion de la flamme indépendante de la vitesse du mouvement du gaz 
lui-même, il s'établit une forme déterminée du front de flamme lors- 
que la combustion dans le flux de gaz en mouvement est stationnaire. 
On en a un exemple quand on considère la combustion d’un gaz qui 
s'écoule de l'extrémité d’un tube (du trou d’un bec). Si v est la vites- 
se moyenne (dans la section du tube) du gaz, il est alors évident que 
81 — vS, S étant l'aire de la section transversale du tube, et S,; 
l'aire totale de la surface du front de flamme. 

Pour que le régime décrit puisse être effectivement réalisé, il doit 
être stable par rapport aux petites perturbations, d'où la question 
des limites de cette stabilité. L'étude de la stabilité du front de flam- 
me peut se faire de la même manière qu’on a fait au $ 30 l'étude de 
la stabilité d'une discontinuité tangentielle. La vitesse du mouve- 
ment du gaz étant petite devant celle du son, on pourra considérer 
que le gaz est un fluide parfait (non visqueux) incompressible; on 
supposera que la vitesse normale de propagation du front de flamme 
38—406 
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a une valeur constante donnée. Cette étude (cf. prob. 1 infra) montre 
que le front est absolument instable, de sorte que la flamme devrait 
devenir spontanément turbulente (L. Landau, 1944). Sous cette forme 
l’étude ne concerne que les nombres de Reynolds suffisamment grands. 
Toutefois, la considération de la viscosité du gaz ne peut, dans 
les conditions données, conduire par elle-même à une très grande 
valeur critique de ce nombre. 

Or, les données d'expérience prouvent que l’« autoturbulence » 
de la flamme n'apparaît pas jusqu’à même les très grandes valeurs 
du nombre de Reynolds !. Cela signifie qu’il existe encore d’autres 
facteurs qui stabilisent le front de flamme et repoussent son auto- 
turbulence jusqu'aux très grands R. Il se peut que la variation de la 
vitesse normale lors de la déformation du front joue un rôle: aux 
points concaves v, s'accroît (en raison de l'amélioration des condi- 
tions de transmission de chaleur vers la région du mélange frais 
embrassée par la concavilé), et v, décroît aux points convexes 
(J. Zeldovitch). Cette importante question reste obscure jusqu'à 
présent ?. 

La flamme qui se propage dans le mélange combustible met eu 
mouvement le gaz ambiant à grande distance. Que l’apparition du 
mouvement du gaz accompagnant la combustion soit inévitable. 
on le voit déjà du fait que, les vitesses v, et v2 étant différentes, les 
produits de la combustion doivent se mouvoir par rapport au gaz 
non brûlé avec la vitesse v, — v2. Dans plusieurs cas ce mouvement 
donne aussi naissance à des ondes de choc. Ces ondes ne concernent 
pas directement le processus de combustion, et leur apparition 
est justifiée par l'impossibilité de satisfaire autrement aux condi- 
tions aux limites requises. Considérons, par exemple, la combustion 
qui se propage à partir de l'extrémité fermée d'un tube. Sur la 
fig. 113 ab est la zone de combustion. Dans les régions Z et 3 on a le 
mélange gazeux initial non brûlé, et dans 2, les produits de combus- 
tion. La vitesse v, de progression de la zone de combustion par 
rapport au gaz J situé devant elle est, d’après ce qui précède, une 


1 Si la propagation de la combustion dans l’espace libre est sphérique. 
l’autoturbulence apparaît, si elle apparaît, pour R = 105, la dimension caracté- 
ristique étant le rayon de la flamme sphérique (J. Zeldovitch et A. Rozlovski. 
1947). Lorsqu'un gaz brûle dans un tube la turbulence n'a pas le temps d'appa- 
raître, étant devancée par la turbulence engendrée aux grandes valeurs de R 
par l'influence des parois sur le mouvement du gaz accompagnant la combustion 
(c'est-à-dire par l'instabilité du mouvement laminaire de Poiseuille). 

2 On a des causes particulières de stabilisation de la flamme lors de la 
combustion d’un gaz qui s’évapore de la surface d’un liquide (il s’agit de la 
réaction s’opérant dans la matière même de la vapeur, sans la participation 
de composants étrangers quelconques, par exemple de l’oxvgène de l'air). Les 
facteurs stabilisateurs sont alors les forces capillaires et celles du champ de la 
pesanteur (cf. prob. 2). : 
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grandeur déterminée par les propriétés de la réaction et les conditions 
de transmission de la chaleur, et on considérera qu'elle est donnée. 
Après quoi, la iltesse. v, du mouvement de la flamme par rapport au 
gaz 2 sera déterminée directement par la condition (120,3). A l’extré- 
mité fermée du tube la vitesse du gaz doit s'annuler ; en conséquence, 
le gaz sera immobile dans toute la région 2. Le gaz 1, lui, devra 
donc se mouvoir par rapport au tube à vitesse constante égale à 
to — v3. Dans la partie avant du tube loin de la flamme le gaz doit 


Fig. 113 


encore être immobile. Cette condition ne saurait être réalisée que 
par l'introduction d’une onde de choc (cd sur la fig. 113) dans laquel- 
le la vitesse du gaz subit un saut, si bien que le gaz 3 reste immobile. 
La donnée du saut de la vitesse permet de déterminer également les 
sauts des autres grandeurs, notamment la vitesse de propagation 
de l'onde elle-même. De la sorte, on voit que le front de flamme qui 
se propage agit tel un piston qui refoule le gaz qui se trouve devant 
lui. L'onde de choc se déplace plus vite que la flamme, de sorte que 
la quantité de gaz mis en mouvement croît avec le temps. 

Aux nombres de Reynolds suffisamment grands le mouvement du 
gaz dans le tube qui accompagne la combustion devient turbulent. 
d'où une action en retour sur la flamme cause du mouvement. D'après 
K. Chelkine, la structure de la zone de combustion a alors le caractère 
suivant. Les pulsations turbulentes, dont l'échelle fondamentale est 
grande devant l'épaisseur ordinaire Ô de la flamme, ont pour effet 
de déformer irrégulièrement son front. Cette déformation peut être 
très importante, car, de toute probabilité, le degré de stabilité du 
front vis-à-vis de ses déformations est, d’après ce qui précède, petit. 
Il en résulte une « zone de combustion » relativement large, qui 
est le front de flamme mince irrégulièrement « plié en accordéon ». 
La vitesse de combustion croît alors considérablement du fait de 
l’augmentation notable de la surface totale suivant laquelle elle 
a virtuellement lieu. Il est à noter que l’image décrite diffère essen- 
tiellement de celle qui résulterait de l’autoturbulence de la flamme: 
la zone de combustion serait alors une région homogène énergique- 
ment brassée par les pulsations turbulentes d'échelles petites devant 
le rayon du tube. 


38s 
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Problèmes 


1. Etudier la stabilité d'un front de flamme plan (qui se propage avec une 
vitesse petite devant celle du son) par rapport à des perturbations infinitésimales. 

Solution. Prenons le plan de discontinuité pour plan des y, z; la 
vitesse non perturbée du gaz est dirigée dans le sens positif de l'axe des x. Au 
mouvement à vitesses constantes vw, v2 (de part et d’autre de la discontinuité) 
s'ajoute la perturbation périodique par rapport au temps et à la coordonnée y. 
Des équations du mouvement 


NOTES OV" mur Lo, 
div v’=0, ET OVER (1) 


(par v et p on entend vi, f:4 Où vo, Pp2) on déduit, de même qu'au & 30, 
l'équation 

Ap° = 0. 1 (2) 
Sur la surface de discontinuité (c'est-à-dire pour x = 0) doivent être vérifiées 
les conditions suivantes : l'équation de continuité de la pression 

Pi =Pa (3) 
l'équation de continuité de la composante de la vitesse tangente à la surface 


, 9 ; ô 
Viy ti y ue (4) 


{où E (y, t) est un petit déplacement de la surface de discontinuité le long de 
l’axe des x lors de la perturbation] et la condition d’invariabilité de la vitesse 
normale du gaz par rapport à la discontinuité 


, 0. 
Dix ne Vox 7e — Ve (5) 


Dans le domaine z<0 (gaz initial 1) nous écrirons la solution des 
équations (1) et (2) sous la forme 
D, = Aer RE IOE, viy = iAeëhythx-iot 
i (6) 
, iw Lhx— 
pi = 4p; ( e ui) ky+RE—iot 


Dans le domaine z > 0 (gaz 2, produits de combustion) outre la solution de la 


forme const-et*/-#*-ivf 6n devra tenir compte encore d'une autre solution 
particulière des équations (1) ct (2), où la dépendance des diverses quantités 
par rapport à y et t est définie par le même facteur éiky—iüt, Cette solution s'ob- 
tient si l'on pose p’ = 0; alors dans l'équation d'Euler le second membre dispa- 
raît, et l'équation homogène qui subsiste a une solution où viet v,, sont propor- 
ihy tot x : 
tionnelles à e Ÿ La raison pour laquelle on ne tiendra compte de cette 
solution que pour le gaz 2, et non pas pour le gaz 1, est que nous nous proposons 
en définitive de voir s'il existe des « fréquences » & dont la partie imaginaire 
cst positive; mais pour ces & le facteur e0*/v croîtrait indéfiniment avec | x| 
pour z 0, de sorte que dans la région du gaz 1 une telle solution doit être 
rejetée. Choisissant de nouveau convenablement les coefficients constants, nous 


à 
e 
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chercherons la solution pour x > U sous la forme 


, : . iRy—iatt x 

vox = Beikv-kx-iot | Ce m2, 
wo rois e x 
Lay = — ipeihu-ke— jet _ Ce m2, $ (7) 
(2 
, iO \  iky—hx-iot | 
= — Vo + — . 

Pa Bp2 ( + k ) e j 


Posant de même : . 
= Deiry—ivt (8) 


et substituant toutes les expressions déduites dans les conditions (3) à (5), on 
obtient quatre équations homogènes pour les coefficients À, B, C, D. Un calcul 
simple donne la condition de compatibilité suivante de ces équations (on se 
rappellera lors des calculs que j = puy — Patz): 


Q (01 + ve) + 2Qkvive + klvivs (v4— v2) = 0, (9) 


où Q — — io. Si w >> v2, cette équation a ou bien deux racines réelles négati- 
ves, ou bien deux racines complexes conjuguées de parties réelles négatives. 
Si vi << v2, les deux racines sont réelles ct de signes contraires. De la sorle, pour 
v, > v on a toujours Re (Q) < 0 et le mouvement est stable. Mais si , < 
< vo, il existe des @ pour lesquels Re (Q) > 0, c'est-à-dire que le mouvement 
fondamental est instable. La densité des produits de combustion p, est en fait 
toujours plus petite que la densité du gaz initial p4, étant donné l'important 
échauffement au cours de la combustion. Ainsi, de piu, — par résulte v > 1, 
d'où l'instabilité du front de flamme dans les conditions envisagées. 

2. 11 y a à la surface d'un liquide combustion, la réaction elle-même s’opé- 
rant dans la vapeur qui se forine à partir de la surface. Déterminer Ja condition 
de stabilité d’un tel régime de combustion, compte tenu de l’influence du champ 
de pesanteur et des forces capillaires (L. Landau, 1944). 

Solution. Nous considérerons la zone de combustion dans la vapeur 
au voisinage de la surface du liquide comme une surface de discontinuité, mais 
nous attribuerons maintenant à cette surface une tension superficielle &. Les 
calculs qui suivent sont identiques à ceux du problème 1. à cela près qu’au lieu 
de la condition à la limite (3) on a à présent 

> 6 œ < 
Pi—Pr= —a TS + (pe) gs 


(1 est le milieu du liquide, et 2 celui du gaz brülé). Les conditions (4) 
et (5), elles, restent inchangées. Au lieu de (9) on a maintenant 


= 3 
Q (os) 2e + [8 Corn) EEE ET u Lo, 

La condition de stabilité du régime envisagé exige que les racines de cette équa- 
tion aient leurs parties réelles négatives, c’est-à-dire que le troisième terme de 
Héquaton doit être positif quel que soit &. On en déduit la condition de stabi- 
ité: 

4 D AGEPIps 

HAL . 

: P1— P2 

La densité des produits de combustion gazeux étant petite devant celle du 
liquide (ps > pe), cette condition se réduit en fait à l'inégalité 


14 <'Aagp:p3. 
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3. Déterminer la distribution de la température dans le gaz devant un front 
de flamme plan. ‘ 

Solution. Dans un système de coordonnées en comouvement avec 
le front, la distribution de la température cst stationnaire, et le gaz se meut 
avec la vitesse —v,. L'équation de la chaleur 


aT &T 
VET—= —v, Pau er 
« pour solution 
su 
T =Toe x : 


To étant la température au front de flamme comptée à partir de la température 
loin du front. 


$ 121. Détonation 


Dans le régime de combustion lente précédemment décrit la 
propagation de la combustion dans le gaz est due à l’échauffement, 
lequel s'opère par transmission directe de chaleur du gaz qui brûle 
à celui encore non enflammé. Mais on peut aussi avoir un mécanisme 
de propagation de la combustion tout autre lié aux ondes de choc. 
Une onde de choc qui passe échauffe le gaz, dont la température 
est plus grande derrière l'onde que devant elle. Si l'intensité de 
l'onde de choc est suffisamment grande, l'élévation de température 
.qu'elle provoque peut suffire à amorcer la combustion. Au cours de 
son mouvement l'onde de choc « met le feu » en quelque sorte au 
mélange gazeux, c’est-à-dire que la combustion se propage avec la 
vitesse de l’onde, bien plus vite que pour la combustion ordinaire. 
Un tel mécanisme de propagation de la combustion s'appelle déto- 
nation. 

Lorsqu'une onde de choc passe en un point du gaz, une réaction 
s'amorce en ce point ct s'y prolonge jusqu'à ce que soit brûlé tout 
le gaz en ce point, c'est-à-dire pendant un temps t caractéristique 
de la cinétique de la réaction donnée. Ceci étant, il est clair que l’on- 
de de choc entraînera à sa suite une couche où se fait la combustion, 
l'épaisseur de cette couche étant égale au produit de la vitesse 
de propagation de l'onde par t. Fait important, elle ne dépend pas 
des dimensions des corps figurant dans le problème concret donné. 
En conséquence, lorsque les dimensions caractéristiques du problème 
sont suffisamment grandes, on pourra considérer l'onde de choc avec 
la zone de combustion qui la suit comme une seule surface de discon- 
tinuité séparant le gaz brûlé du gaz non brülé. Nous dirons d’une 
telle « surface de discontinuité » que c’est une onde de détonation. 

Sur l'onde de détonation doivent être réalisées les conditions 
de continuité des densités des flux de masse, d'énergie et d'impulsion 
et subsistent toutes les relations (82,1) à (82,10) précédemment dé- 
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duites pour les ondes de choc, qui sont conséquences de ces seules 
conditions. Reste notamment vraie l'équation 

wi —wp+ TE (p,— ps) =0 (421,1) 
(les lettres affectées de l'indice 1 concernent partout le gaz initial 
non brûlé, et celles affectées de l'indice 2, les produits de combus- 
tion). Nous appellerons adiabatique . 
de détonation la courbe de p: en 
fonction de V: déterminée par cette 
équation. Contrairement à l’adiabati- 
que de choc antérieurement envisagée, 
cette courbe ne passe pas par le point 
initial donné p4, V1. La propriété de 
l'adiabatique de choc de passer par ce 
point était due à ce que w, et w2 étaient 
des fonctions identiques respective- 
ment de p4, Vi et Pr, Va, Ce qui n’a 
plus lieu à présent étant donnée la dif- 
férence chimique des deux gaz. Sur la 
fig. 114 le trait plein représente l’adia- 
batique de détonation. On a mené en 
pointillé par le point p;, Vi en tant 
que courbe auxiliaire l'adiabatique de Fig. 114 
choc usuelle pour le mélange combus- 
tible initial. L’adiabatique de détonation est toujours située au-dessus 
de l’adiabatique de choc, car la température s'élève considérablement 
lors de la combustion et la pression du gaz croît par rapport à celle 
qu'aurait le gaz non brûlé pour le même volume spécifique. 
à . la densité du flux de matière on a la formule antérieure 
(82,6 


P= pe (121,2) 


si bien qu'ici encore j* représente graphiquement la pente de la corde 
menée de pi, Vi au point arbitraire p2, V, de l’adiabatique de déto- 
nation (par exemple la corde ac sur la fig. 144). On voit sur la figure 
que j° ne peut être de valeur plus petite que la pente de la tangente 
a0O. Le flux j n’est pas autre chose que la quantité de matière qui brû- 
le dans l'unité de temps (par cm° de surface d'onde de détonation); 
on voit qu'en détonation cette quantité ne peut être inférieure à une 
certaine limite jmin (qui dépend de l’état initial du gaz primitif). 

La formule (121,2) est une conséquence des seules conditions 
de continuité des flux de masse et d’impulsion. Dès lors l'équation 
(121,2) est vraie (pour l’état initial donné du gaz) non seulement 
pour l’état final des produits de combustion, mais aussi bien pour tous 
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les états intermédiaires dans lesquels seule une partie de l'énergie 
de réaction s’est dégagée. C'est dire que la pression p et le volume 
spécifique V de la matière dans tous ces états sont en relation linéaire 


P=pi+i(Vi—V), (121,3) 


représentée par les points de la corde ad. Cette proposition majeure 
en théorie de la détonation a été formulée pour la première fois par 
V. Michelson (1890). 

Suivons maintenant, à l'instar de J. Zeldovitch (1940), la varia- 
tion de l’état de la matière le long d’une couche de largeur finie, 
telle étant en réalité une onde de détonation. Le front avant de l'onde 
de détonation est une onde de choc véritable dans le gaz 7 (le mélange 
combustible initial). La matière y est comprimée et échauffée, et 
portée à l’état représenté par le point d (fig. 114) sur l’adiabatique 
de choc du gaz 7. Dans la matière comprimée s’amorce la réaction 
chimique, au cours de l’écoulement de laquelle l'état de la matière 
est représenté par un point descendant sur la corde da; de la chaleur 
se dégage alors, la matière se détend et sa pression tombe. Il en va 
ainsi tant que dure la combustion et que ne s'est pas dégagée toute 
la chaleur de la réaction. On a alors le point c sur l’adiabatique de 
détonation qui représente les états finaux des produits de combus- 
tion. Pour ce qui est du point inférieur b d'intersection de la corde 
ad et de l’adiabatique de détonation, il est inaccessible pour la 
matière, dont la combustion a été provoquée par sa compression et 
son échauffement dans l'onde de choc !. 

Nous sommes ainsi conduits à cet important résultat: à la déto- 
nation ne correspond pas l’adiabatique de détonation tout entière, 
mais seule sa partie supérieure située au-dessus du point © de tan- 
gence de l’adiabatique et de la droite aO menée du point initial 4. 

J1 a été démontré au $ 84 qu'au point où LD) = 0, c'est-à-dire 
là où l’adiabatique de choc est tangente à la droite menée du point 
Pi; V4, la vitesse v, est égale à la vitesse correspondante du son c2, 
et qu'aux pressions supérieures p2, C'est-à-dire au-dessus de ce point, 
Va c2. Ces résultats ont été déduits à partir des seules lois de con- 
servation sur la surface de discontinuité, de sorte qu'ils s'appliquent 
intégralement à l'onde de détonation. Sur l’adiabatique de choc 
usuelle d’un seul gaz on n'a pas (cf. $ 84) de points en lesquels 
At) 

dpe : Res 
existe, O en l'occurrence. Puisque seule la branche d’adiabatique 


— 0. Sur l’adiabatique de détonation, par contre, un tel point 


1 Pour que les raisonnements soient complets, il y aura lieu d'indiquer aussi 
que la transition discontinue de l’état c dans l’état b par unc autre onde de choc 
encore est également impossible, car le gaz couperait une telle onde dans le sens 
des grandes aux petites pressions, chose impossible. 
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située au-dessus de © correspond à la détonation, nous sommes con- 
duits à ce résultat que 
Va C2 (121,4) 


c'est-à-dire que l'onde de détunation se meut par rapport au gaz lais- 
sé immédiatement derrière elle avec une vitesse égale ou inférieure 
à celle du son; l'égalité v,; — c2 a lieu pour la détonation correspon- 
dant au point O(ditpoint de Jouguet)!. 

Quant à la vitesse de l'onde par rapport au gaz 7, elle est toujours 
(aussi bien pour le point O) supersonique: 


Va Cie (121,5) 


On s’en assure le plus simplement sur la fig. 114. La vitesse du son 
c, est représentée par la pente de la tangente à l’adiabatique de 
choc du gaz 7 (courbe pointillée) en a. La vitesse vi, elle, est détermi- 
née par la pente de la corde ac. Toutes les cordes considérées étant 
plus raides que ladite tangente, on a toujours w, > c1. Progressant 
avec une vitesse supersonique, une onde de détonation, de même 
qu'une onde de choc, n’influe d'aucune manière sur l’état du gaz 
situé devant elle. La vitesse v, de déplacement de l'onde par rapport 
au gaz initial immobile est précisément celle dont on dira qu’elle est 
la vitesse de propagation de la détonation dans le mélange combus- 
tible. 


Comme F- = à =, et que V, > Vo, on à &, >> 02. La différence 


lo 
Vo 
Uy — Vo, elle est évidemment la vitesse du mouvement des produits 
de combustion par rapport au gaz non brûlé. Cette différence est 
positive, c'est-à-dire que les produits de combustion se meuvent 
dans le sens de propagation de l’onde de détonation. 

Notons encore le fait suivant. Il a été montré au même $ 84 que 
13 > 0. Par conséquent, un point de minimum de j* en est aussi 
un pour 5. On a précisément un tel point en ©, et on en déduit qu'il 
correspond au minimum de l’entropie s, sur l’adiabatique de déto- 
nation. L'entropie s2 présente également un extrémum en O si l’on 
suit la variation d’état le long de la droite ae (les pentes de la cour- 
be et de la tangente en O coïncidant). Mais cet extrémum est un maxi- 
mum, comme l’a noté le premier V. Michelson. En effet, au déplace- 
ment de e vers O correspond une variation d'état au cours de la réac- 
tion de combustion dans le mélange comprimé qui s'opère avec 
dégagement de chaleur et croissance d’entropie; pour ce qui est 
de la transition de © en a, il lui correspondrait une transformation 
endothermique des produits de combustion en la matière initiale 
douée de moindre entropie. 


1 Rappelons qu'on entend partout par vitesses vi, v2 les vitesses dans la 
direction normale à la surface de discontinuité. 
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Si la détonation est due à une onde de choc qui est engendrée par 
une source étrangère quelconque et qui vient atteindre le mélange 
combustible, il peut lui correspondre n'importe quel point de la 
branche supérieure de l’adiabatique de détonation. Toutefois, d’un 
intérêt particulier est la détonation qui résulte spontanément du 
processus de combustion lui-même. Nous verrons au paragraphe sui- 
vant que dans plusieurs cas importants une telle détonation doit néces- 
sairement correspondre au point de Jouguet, de sorte que la vitesse 
de l'onde de détonation par rapport aux produits de combustion 
qu'elle laisse immédiatement derrière elle est précisément égale à 
celle du son, et la vitesse par rapport au gaz initial v, — jV; est mini- 
mum. Cette affirmation avait été faite hypothétiquement déjà par 
D. Chapman (1899) et E. Jouguet (1905), et sa justification théori- 
que complète a été faite par J. Zeldovitch (1940). 

Nous allons maintenant déduire les relations entre diverses gran- 
deurs dans une onde de détonation dans un gaz parfait. Substituant 
dans l'équation générale (121,1) l’enthalpie sous la forme 


D = wo CT = wo 2 
il vient 
Rti Vipa+ VaPi = 2 121,6 
cs à — Vipe+ Vop1 = 2q, (121,6) 
où l'on a de nouveau ee par g = Woi — Wo2 la chaleur de réac- 
tion (réduite au zéro absolu des températures). La courbe p2(V2) dé- 
finie par cette équation est une hyperbole équilatère. Lorsque 
P2/p: — © le rapport des densités tend vers la limite finie 


c'est la compression maximum de la matière qui puisse être atteinte 
dans une onde de détonation. 

Les formules se simplifient considérablement dans le cas impor- 
tant des ondes de détonation fortes produites lorsque la chaleur de 
réaction dégagée est grande devant l'énergie calorifique interne du 
gaz initial, savoir q Ÿ cuT1. On peut alors négliger dans (121,6) 
les termes contenant p;, et il vient 


pa (2 BE y, — Vs) = 29. (121,7) 
Etudions de plus près . détonation correspondant au point 


de Jouguet, qui présente, ainsi qu'on l'a déjà dit, un intérêt par. 
ticulier. On a en ce point: 
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À partir de cette relation et de (121,2) on peut exprimer p, et V: 
sous la forme 
__ Pit Vs y, = Yi + Vs) 1 
Pz v+t * F(v+1) (ere) 
Substituant à présent ces expressions dans (121,6) et introduisant 
au lieu du flux j la vitesse v;— jV1, on obtient après réduction 
simple l'équation bicarrée suivante pour v,: 


DE — 204 [(V2— 1) 9 + (5 — vs) Col à] + va (va — 1) cHaTi = 0 


(la température a été introduite ici en vertu de 7 — = LS PES 
A vU 
co éduit  : 
au 5) . On en déduit! : 


Vi = vr [(Y2 + D) 9 + (vi + V2) Col si + 


+ 1-1 [va — 1) g + (V2 — V1) coiT 1). (121,9) 


Cette formule détermine la vitesse de propagation de la déto- 
nation d’après la température 7, du mélange gazeux initial. 
Recopions les formules (121,8) sous la forme 


P2 vi + (yi— 1) Cot71 Vo _ V2 [5+(v1—1) CoiT 1] : (121 10) 


Avec (121,9) elles déterminent les rapport: des pressions et des den- 
sités des produits de combustion et de la matière initiale d’après 
la température Ti. 


La vitesse v, se calcule d’après son expression 2 = pv à l’aide 
des formules (121,9) et (121,10). Le calcul donne: 


DE AIT ENT ENTER EN NES 


2—1 y Et 
ur 4 4 PET (pe 1) 9 + (rev) CoiT 1]. (121,11) 


1 Si 24 — 2pz? + q = 0,un a 


VV) / Us VE. 


Les deux signes devant la racine correspondent dans le cas dunné au fait qu'on 
peut mener du point a deux tangentes à l’adiabatique de détonation — l’une 
vers le haut, ainsi qu'on l’a représenté sur la figure, et l’autre vers le bas. La 
tangente supérieure, qui seule nous intéresse, étant plus raide, on choisit le 
signe plus devant la racine. 
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La différence vi —v2, elle, c'est-à-dire la vitesse du gaz brûlé 
relativement au gaz non brülé, vaut: 


_1/ 21@e— 0 9+(v2—v9 coi7il 
vas / MNT TI En (121,12) 
La température des produits de combustion se calcule d'après la 
formule 

12 


v2 = (121,13) 


Co2T 2 = 
(rappelons que v2 = c2). 
Toutes ces formules assez compliquées se simplifient considérable- 
ment pour les ondes de détonation fortes. On obtient alors pour les 
vitesses les formules simples suivantes: 


m=V2(%—1 9, MP ET - (121,14) 


En ce qui concerne l'état thermodynamique des produits de com- 
bustion, il est déterminé par les formules 


V2 _ _v Pa _ 2(ve—1) _9_ __ vw 
Vi v+1 m1 Vi Cofs (vs+D 
9 
__“Y2 _q & 
Ti = Ve (121,15) 


Rapprochant les formules (121,15) des formules analogues (120,5) 
pour la combustion lente, on peut remarquer que dans le cas limite 
des g © c1T: le rapport des températures des produits de combus- 
tion auxquelles ils seraient portés après combustion lente et déta- 
nation vaut 


Ce rapport est toujours plus grand que l'unité (puisque toujours 
Y2 > 1). 

Tous les raisonnements précédents, basés sur le graphique repré- 
senté sur la fig. 114, impliquaient que la réaction chimique de combus- 
tion était du début jusqu’à la fin (c'est-à-dire à tous ses stades inter- 
médiaires entre la matière initiale et les produits de combustion 
finaux) exothermique. Dans la plupart des cas cette hypothèse cor- 
respond à la réalité. Maïs on peut aussi avoir en principe des réac- 
tions dont le cours est d’abord exothermique, mais qui devient à 
certains stades finaux endothermique (J. Zeldovitch et S. Rainer. 
1941). Il correspond alors au mélange intermédiaire à l'instant de 
la transition du dégagement à l'absorption de chaleur une adiaba- 
tique située au-dessus de l’adiabatique de détonation représentant 
les états des produits de combustion finaux (fig. 115). 


PROPAGATION D'UNF ONDE DE DÉTONATION 605 


Toute corde le long de laquelle varie l’état du mélange détonant 
doit passer par cette adiabatique intermédiaire. Ceci étant, la plus 
petite valeur possible jmin de la vitesse de combustion est définie 
par la pente de la tangente a0’. Aux ondes de détonation avec 
Ï > min correspondent des points situés sur l’adiabatique de détona- 
tion au-dessus du point b; on a 
alors v2<< c>. Si par contre j — 
= jmin, l'état de la matière varie le 
long de la droite ca de c vers 0’ 
puis plus bas jusqu’au point O, qui 
remplace (en tant que point cor- 
respondant à la détonation sponta- 
née) le point de Jouguet ordinaire; 
contrairement au cas usuel on aura 
alors v: > ce. 


Problème 


Déterminer les grandeurs thermody- 
namiques du gaz immédiatement derrière 
l'onde de choc qui est le front avant 
d’une forte onde de détonation correspon- 
dant au point de Jouguet. Fig. 115 

Solution. Immédiatement der- £- 
rière l'onde de choc on a encore un mé- 
lange gazeux non brûlé, et son état est représenté par le point e d'intersection 
du prolongement de la tangente a (fig. 114) avec l'adiabatique de choc du gaz 7 
représentée en pue Désignant les coordonnées de ce point par p;, Vi, on 
a, d’une part, d’après l'équation (85,1) de l’adiabatique de choc du gaz 1: 

Vi _Cv+ D mt m1) pi 


Vi (n—Dnt+mi+Dr 


et, d'autre part, 


Prenant pour v, sa valeur (121,14), il vient : 


; 4(yi—1) _9 ë mi . 4 A(Y—1) 
= ee me Viry LE Tr 
Pi=P1 1=] 1 Y: } 1’ Ti Cet Ci } 1} 


V1 CoiTi 
Le rapport de la pression pi à la pression r», derrière l'onde de détonation est 


Pi_oviti 
pe ve 1 


$ 122. Propagation d’une onde de détonation 


Considérons à présent quelques cas concrets de propagation d’on- 
des de détonation dans un gaz initialement au repos. Commençons 
par la détonation du gaz dans un tuyau dont l’une des extrémités 
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(x = 0) est bouchée. Les conditions aux limites exigent dans ce cas 
que la vitesse du gaz soit nulle aussi bien devant l’onde de détonation 
(qui n’influe pas sur l’état du gaz situé devant elle) qu’à l'extrémité 
bouchée. Etant donné qu'au passage de l'onde de détonation le 
gaz acquiert une vitesse non nulle, il doit y avoir dans l'espace 
entre l’onde et le bout fermé chute de vitesse du gaz. Pour voir quel- 
le est alors l'image du mouvement du gaz, notons qu'il n’y a pas dans le 
problème envisagé de paramètres de longueur susceptibles de carac- 
tériser les conditions du mouvement le long du tuyau (de l’axe des 
x). Nous avons vu au $ 92 que dans ce cas la variation de la vitesse 
du gaz a lieu ou bien dans une onde de choc (séparant les deux ré- 
gions de vitesse constante), ou bien dans une onde de dépression 
autosimilaire. 

Supposons d’abord que l’onde de détonation ne corresponde pas 
au point de Jouguet de l’adiabatique. Alors sa vitesse de propaga- 
tion relativement au gaz laissé derrière elle v5 << ce. Il est facile 
de voir qu'’alors l’onde de détonation ne peut être suivie ni par une 
onde de choc, ni par une discontinuité faible (front d'onde de dépres- 
sion avant). En effet, la première devrait se déplacer par rapport 
au gaz qui se trouve devant elle avec une vitesse plus grande que 
c», et la seconde, avec une vitesse égale à c2:; dans les deux cas elles 
« dépasseraient » l'onde de détonation. De la sorte, sous l'hypothèse 
faite il est impossible de réduire la vitesse du gaz qui se meut der- 
rière l'onde de détonation, c'est-à-dire de satisfaire à la condition 
à la limite pour x = 0. 

Cette condition n’est satisfaite qu'avec une onde de détonation 
correspondant au point de Jouguet. Dans ce cas v: = c: et l'onde 
de détonation peut être suivie par une onde de dépression. Ayant 
pris naissance au point x — Ü en même temps que le début de la déto- 
nation, l'onde de dépression aura son front avant coïncidant avec 
l'onde de détonation. 

Nous sommes ainsi conduits à cet important résultat que l'onde 
de détonation qui progresse dans le tuyau doit nécessairement cor- 
respondre au point de Jouguet dans le gaz allumé au bout fermé. 
Elle se meut par rapport au gaz situé immédiatement derrière elle 
avec la vitesse locale du son. À même l'onde de détonation commen- 
ce une région d'onde de dépression dans laquelle la vitesse du gaz 
(par rapport au tuyau) tombe à zéro d'une manière monotone. Le 
point en lequel la vitesse s'annule pour la première fois est une 
discontinuité faible. Derrière la discontinuité faible le gaz est immo- 
bile (fig. 116,a) 

Considérons maintenant une onde de détonation progressant dans 
le tuyau à partir de son extrémité ouverte. La pression du gaz qui se 
trouve devant l'onde de détonation doit être égale à la pression 
initiale du gaz primitif, qui coïncide évidemment avec la pression 
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extérieure. Il est clair qu'ici encore la vitesse doit tomber quelque 
part derrière l'onde de détonation. Si la vitesse du gaz était cons- 
tante dans toute l'étendue de l'ouverture du tuyau à l'onde, on 
aurait à l'ouverture aspiration du gaz extérieur; alors la pression du 
gaz dans le tuyau serait plus grande que la pression extérieure (la 
pression étant plus grande derrière l'onde ÿ 

de détonation que devant elle), si bien qu'il 
ne peut y avoir aspiration. Pour des raisons 
analogues, ainsi que dans le cas précédent, 
l'onde de détonation correspondra nécessai- 
rement au point de Jouguet. On obtient en 
définitive l'image du mouvement schéma- : a) 
tiquement représentée sur la fig. 116,b. 
Immédiatement derrière l'onde de détona- 
tion commence la région d'onde de dépres- 
sion autosimilaire, dans laquelle la vitesse 


o 

S 
S 
+18 


est monotone décroissante dans la direction ” L È 
de l’ouverture du tuyau, et elle change de b) 

signe en un certain point. Cela signifie que 

dans une certaine région du début du tuyau Fig. 116 


le gaz se meut vers l'ouverture et s'en échap- 
pe; la vitesse d'éjection est égale à la vitesse locale du son, et la 
pression à la sortie est plus grande que la pression extérieure (nous 
avons vu au $ 90 qu'un tel régime d’éjection est possible) !. 

Envisageons ensuite une onde de détonation à symétrie sphé- 
rique divergeant à partir de son centre, qui est le point d’inflamma- 
tion initiale du gaz. Le gaz devant être immobile devant l'onde de. 
détonation ainsi qu’au voisinage du centre, ici encore la vitesse doit 
décroître dans la direction de l'onde au centre. De même que dans le. 
cas du mouvement dans un tuyau, on n’a pas ici de paramètres caracté- 
ristiques donnés ayant la dimension d’une longueur. Dès lors, le. 
mouvement du gaz doit être autosimilaire, à cela près que le rôle 
de la coordonnée x est attribué maintenant à la distance r au centre; 
de la sorte, toutes les grandeurs ne dépendront que de r/t. Cet impor- 
tant cas de propagation d’une détonation a été étudié par J. Zeldo- 
vitch (1942). 

Dans le cas d’un mouvement à symétrie centrale [v, — v (r, t), 
ty = Lo = 0] les équations du mouvement ont la forme suivante. 


1! Pour une étude plus détaillée de la propagation unidimensionnelle d’une. 
onde de détonation, ae problèmes de ce paragraphe. 

K. Stanukovitch a résolu plusieurs problèmes du mouvement unidimension- 
nel (éjection) des produits de combustion après que l'onde de détonation a atteint 
l'extrémité d'une charge cylindrique occupant une partie de la longueur d'un 
tuyau cylindrique (cf. K. Stanukovitch, Théorie des mouvements 
non stationnaires d’un gaz. Bureau d'édition de la technique nouvelle, 1948). 
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Equation de continuité: 


2) 2 _0: 


équation d'Euler 


et équation de conservalion de ns 
ds ds 
a lé à 
Introduisant la variable E=— (£ > 0) et considérant que toutes les 


grandeurs ne dépendent que de £, on obtient le système d'équations 
suivant : 


Œ—v) Er + , (122,1) 
ŒE—vv=2, (122,2) 
(E—v)s =0 (122,3) 


LA 


(la dérivation ” est faile par rapport à £). On ne saurait poser ici 
v—E£, car la première équation serait contredite. La troisième 
équation donne donc aussitôt s’ —0, soit 


s= const. 


L'entropie étant constante, on peut écrire p°— (2), p’=cp", el 
122,2) devient 


Œ—v) at. (122,4) 
p° 


Substituant ici à + sn expression définie par (122,1) il vient 


EE 1 = (122,5) 


Les équations (122,4) et (122,5) ne sauraient être intégrées sous 
forme analytique, mais les propriétés de leur solution peuvent être 
étudiées. 

Le domaine dans lequel le gaz accomplit un mouvement du type 
considéré est délimité, ainsi que nous le verrons plus bas, par deux 
sphères, dont l’extérieure est la surface de l'onde de détonation elle- 
même, ct l'intérieure une surface de discontinuité faible sur laquelle 
la vitesse s’annule. 
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Etudions d’abord les propriétés de la solution au voisinage d’un 
point où v s'annule. Il est facile de voir que là où v — 0 on aura 
nécessairement simultanément E = c: 


v=0, E=c. (122,6) 


En effet, lorsque v —+ 0, 1n v — — ; ceci étant, lorsque E, décrois- 
sant, tend vers la valeur correspondant à la frontière intérieure du 


domaine envisagé, la dérivée ns doit tendre vers +oo. Or, (122,5) 


donne pour v = 0 
dinv 2 


TE [EE | 
ë ( c? ) 
expression qui ne peut tendre vers +oo que si Ë—+ c. 

A l'origine même la vitesse radiale doit être nulle ne serait-ce 
que par raison de symétrie. De sorte qu'on a autour de l'origine des 
coordonnées un domaine de gaz immobile (le domaine intérieur 
à la sphère E = c4, co étant la valeur de la vitesse du son pour v = 0). 

Etudions les propriétés de v(£) au voisinage du point (122,6). 
On déduit de (122,5) 


dé _ G—v)? 


Aux termes du premier ordre (que sont v, Ë—Cy C—Co), un calcul 
simple donne 


g 16 2) = (Ë— Co) —(v+c— co). 


En vertu de (95,1), v + c — c, = &v, &, étant une constante posi- 
tive [la valeur de (95,2) pour v = 0], et on obtient pour E — c, en 
tant que fonction de v l'équation différentielle linéaire du premier 
ordre suivante: 


d(— 
p LED (E— c3) = — ay, 


de solution 

E—c= ag In Lt (122,7) 
Telle est l'expression implicite de au voisinage d'un point où 
: “où voit que la frontière intérieure est une surface de discontinuité 
faible: la vitesse s'y annule sans discontinuité. La courbe v (E) 


. Fe : d 
a à cette frontière une tangente horizontale Æ = 0). Nous sommes 


ici en présence d'une discontinuité faible d'un type très particulier: 
39—406 
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la dérivée première y est continue et toutes les dérivées d'ordres supé- 
rieurs sont infinies [on pourrait s’en assurer aisément à partir de 


(122,7)]. Le rapport + pour v — 0 n’est évidemment rien d'autre que la 
vitesse de déplacement de la frontière du domaine par rapport au 
gaz ; conformément à (122,6), elle est égale à la valeur locale de la 


vitesse du son, comme il se doit pour une discontinuité faible. 
Puis, on a en vertu de (122,7) pour les petits v: 


E—vu—c=(#£— co) —(v+c— co) = ao (in 1) | 


Cette quantité est positive pour les petits v: 
E—v—c>0. 
Montrons que la différence (£—v)—c ne peut changer de signe 


nulle part dans le domaine du mouvement envisagé. Admettons 
qu'on ait en un point 


E—v=c, vzt. (122,8) 


11 résulte de (122,5) qu'en un tel point la dérivée v’ devient infi- 
nie, c'est-à-dire que 


dé _ 
7e = 0. (122,9) 
Quant à la dérivée seconde FE, un calcul simple donne pour elle 
[dans les conditions (122,8) et (122,9)] la valeur 
Des: 00 
dv? Co L ? 


non nulle. Or, cela signifie qu'au point envisagé Ë en fonction 
de v présente un maximum. C’est dire autrement que v (£) n'existe 
que pour les E situés en deçà de la valeur correspondant aux 
conditions (122,8); cette valeur constitue la deuxième frontière 
au-delà de laquelle ne peut s'étendre le domaine envisagé. Du fait 
que Ë — v — c ne puisse s'annuler que sur la frontière du domaine, 
et qu'en tout cas E — v — c > 0 pour les v petits, on déduit que 


E—v>c (122,10) 
partout à l’intérieur de ce domaine. 
Il est à présent facile de voir que la frontière avant réelle du do- 


maine du mouvement considéré coïncide nécessairement avec le point 
où sont observées les conditions (122,8). Nous remarquerons pour 


cela que la différence _. — v, r étant la coordonnée de la frontière, 
n'est pas autre chose que la vitesse de déplacement de cette frontière 
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par rapport au gaz laissé derrière elle. Or, une surface sur laquelle 
. — v>cne peut être surface d'onde de détonation (on doit avoir 


r : + , 
sur celle-ci Frs c). Nous sommes donc conduits à ce résultat 


que la frontière avant du domaine envisagé ne saurait être que le 
point où est observé (122,8). Sur cette frontière v tombe d'un 
coup à zéro, et la vitesse de propagation de cette frontière 
par rapport au gaz laissé 
immédiatement derrière elle 
est égale à la vitesse locale 
du son. Cela signifie que 
l'onde de détonation doit 
nécessairement correspondre 
au point de Jouguet de l’a- 
diabatique de détonation !. 
Nous avons l'image sui- 
vante du mouvement du gaz 
pour la propagation sphéri- 
que de la détonation. L'on- Fig. 117 
de de détonation, de même 
que pour la détonation dans un tuyau, correspond nécessairement au 
point de Jouguet. Immédiatement derrière elle commence un domai- 
ne d’onde de dépression sphérique autosimilaire, dans lequel la vites- 
se du gaz tombe jusqu’à zéro. La décroissance est monotone, puis- 


qu'en vertu de (122,5) la dérivée a ne peut s'annuler qu'au point où 


simultanément v = 0. Avec la vitesse sont aussi monotones décrois- 
santes la pression et la densité du gaz [d’après (122,4) et (122,10) 
la dérivée p’ a partout le même signe que v’]. La courbe de v en fonc- 


* r . . . 
tion de — a sur la frontière avant une tangente verticale [d'après 


(122,9)1 et horizontale sur la frontière intérieure (fig. 117). La fron- 
tière intérieure est une discontinuité faible au voisinage de laquelle 


— est déterminé par (122,7). Dans la sphère déli- 


mitée par la surface de discontinuité faible le gaz est immobile. 
Mais la quantité totale (en masse) de matière immobile est infime 
(cf. considérations apportées fin $ 99). 

De la sorte, dans tous les cas typiques envisagés de propagation 
spontanée unidimensionnelle et sphérique d’une détonation les con- 
ditions aux limites dans le domaine derrière l'onde de détonation 


v 


+. 


v en fonction de 


1 Afin que les raisonnements soient complets, notons que v = const n’est 
pas solution des équations du mouvement à symétrie centrale. Aussi bien l’onde 
de détonation ne peut-clle être suivie par un domaine où la vitesse serait cons- 
tante. 


39% 


612 HYDRODYNAMIQUE DE LA COMBUSTION 


conduisent à un choix univoque de la vitesse de cette onde, corres- 
pondant au point de Jouguet (après qu’on a exclu, pour les raisons 
exposées au $ 121, tout le domaine de l’adiabatique de détonation 
situé au-dessous de ce point). Pour réaliser dans un tuyau de section 
constante une détonation correspondant à la branche d’adiabatique 
située au-dessus du point de Jouguet ! force serait de « comprimer » 
artificiellement les produits de combustion avec un piston en mou- 
vement supersonique (cf. problème 3 infra). 

Il est toutefois à souligner que ces déductions ne sont pas univer- 
selles, et on peut aussi bien imaginer des cas de propagation d'une 
détonation tels qu'il apparaît spontanément une onde de détonation 
« surcomprimée ». [l en est un, notamment, qui a été indiqué par 
B. Aivazov et J. Zeldovitch (1947) ; l'onde « surcomprimée » se forme 
lorsque l'onde de détonation passe d’un gros tuyau dans un luyau 
mince ; ce phénomène est dû au fait que, lorsque l'onde de détonation 
atteint le col, elle est partiellement « réfléchie », d'où l’accroisse 
ment brutal de la pression des produits de combustion qui s’écou- 
lent dans le col (cf. prob. 4). 

Nous avons complètement ignoré plus haut les pertes calorifiques 
dont peut s'accompagner la propagation d’une onde de délonation. 
De même que dans le cas de combustion lente, ces pertes peuvent 
rendre impossible la propagation de la détonation. Lorsqu'un gaz 
détone dans un tuyau, les pertes sont dues en premier lieu à l'éva- 
cuation de la chaleur à travers les parois et au ralentissement du gaz 
par frottement. La détonation dans une tige mince de matière explo- 
sive solide est essentiellement limitée au phénomène d'’éjection des 
produits de combustion ; si le diamètre de la tige est trop petit, de 
l’ordre de la largeur de la zone de combustion, une partie de la matiè- 
re est éjectée avant que la réaction ait pu s’y produire et la propaga- 
tion de la détonation est impossible (Y. Khariton, 1940). 

Dans des conditions proches de la limite de propagation de la 
détonation on observe un phénomène très spécifique de « spin de 
détonation ». D'après les recherches de Æ. Chelkine (1945), dans le 
cas d'une détonation à spin, l’onde de choc progressant dans le 
tuyau perd la forme de symétrie axiale (en général presque plane). 
et sa translation est accompagnée d’une rotation autour de l'axe du 
tuyau. L'auto-inflammation du gaz qui traverse l'onde de choc s'opè- 
re principalement dans une cassure très marquée excentrée (qui se 
meut en spirale) du front d'onde de choc. La théorie quantitative du 
spin de détonation n'est pas élaborée à ce jour ©. 
= =>: 

1 Ces ondes de détonation sont parfois dites « surcomprimées », la matière 
y étant comprimée à des pressions supérieures à celle dans l'onde « normale » 


correspandant au point de Jouguet. ; 
2 Des considérations qualitatives ont été développées par J. Zeldovitch 
{cf. Comptes rendus de l’Académie des Sciences de l’U.R.S.S. 52, 147, 1946). 
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Problèmes 


4. Déterminer le mouvement du gaz lors de la propagation d'une onde 
de détonation dans un tuyau à partir de son bout fermé. 

Solution. Les vitesses de l'onde de détonation par rapport au gaz 
immobile qui sc trouve devant elle v, et au gaz brûlé c> laissé immédiatement 
derrière sont déterminées d’après la température T; par les formules (121,11) 
et (121,12). v, est dans le même temps la vitesse de déplacement de l'onde par 
rapport au tuyau, de sorte que sa coordonnée est x = vit. La vitesse (par rapport 
au tuyau) des produits de combustion sur l'onde de détonation est v, — u2. 
La vitesse v., elle, coïncide avec la vitesse locale du son. Puisque dans une onde 
de dépression autosimilaire la vitesse du son est liée avec celle du gaz v par la 


relation ec = co 1 


v, On 4: 


2 — 1 
r2= Go TE (oy— ve), 


d'où 


Pour une onde de détonation forte, à l’aide de (121,14) on obtient simplement 
€o = w/2. co est précisément la vitesse de déplacement de la frontière arrière 
de l’onde de dépression. Entre les deux frontières la variation de la vitesse est 
linéaire (fig. 116). 

2. Même problème pour un tuyau d'extrémité ouverte. 

Solution. On détermine sw, et v. comme dans le cas précédent; de 
ce fait. la vitesse « est elle aussi la même. Mais le domaine de l'onde de dépres- 
sion s'étend ici non pas au point où v — 0, mais jusqu'à même l'entrée du tuyau 


(z=0, fig. 116,b). La formule D =v+e (92,5) montre que le gaz s'échappe 
du tuyau avec la vitesse v — — c égale à la vitesse locale du son. Ecrivant 
Ye 


—vV=c—=co+ = v, 


on obtient par conséquent pour la vitesse d'échappement du’ gaz la valeur 
suivante : 
2co 


x=0 pti 


Pour une onde de détonation forte cette vitesse est égale à 2 


—v 


3. Même problème lorsqu'une onde de détonation se propage à partir de 
l'extrémité d'un tuyau fermé par un piston qui, à l'instant initial, se met 
à avancer à vitcsse constante U. 

Solution. Si U < v;, la distribution de la vitesse dans le gaz a la for- 
me représentée sur la fig. 118,a. La vitesse du gaz tombe de la valeur v, — 


pour = vw à U pour 


z 1 
= ot EU 


avec la valeur antérieure de c. Puis vient un domaine où le gaz se meut avec la 
vitesse constante U. 
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Mais si U > v,, l'onde de détonation ne peut plus correspondre au point 
de Jouguct (elle scrait « dépassée » par le piston). I] se forme alors une onde 
de détonation « surcomprimée » correspondant à un point de l’adiabatique situé 
au-dessus du point de Jouguet. Il est déterminé par le fait que le saut de la 
vitesse dans l'onde doit être précisément égal à la vitesse du piston: 4 — 1 — 
— U. Dans tout le domaine entre l'onde de détonation ct Je piston le gaz se 

meut avec la vitesse constante U (fig. 118.b). 


v 4. Déterminer la pression sur une paroi ab- 
; solument solide réfléchissant une onde de 
a) détonation plane forte à incidence normale 


(K. Stanucovitch, 1946). 

Solution. De l'incidence d'une onde 
U Vs de détonation sur la paroi résulte une onde de 
v choc réfléchie progressant dans le sens inverse, 
suivant les produits de combustion. Les calculs 
sont exactement les mêmes que ceux du pro- 
b) blème 1 8 93. Avec les mêmes notations, on a 

en l'occurrence trois relations: 


+18 


U £ Pa (Ve) = (p3— pa) (a Va). 
Fig. 118 Va... M3 _ (vo De 4 (va 1) Ps 


Fi vel" Te Ge—Dre+ 0e +1) Ps 


(on néglige p, devant p», mais p> ct p; sont du même ordre de grandeur). Eli- 
minant les volumes, on obtient pour p; une équation du second degré, dont on 
retiendra la racine pour laquelle p; > p2: 


Pa _Svet1+ Vite Ei 

Pa 42 
Notons que ce rapport ne dépend presque pas de y2, variant sculement de 2,6 
à 2,3 lorsque y: varie de 4 à l'infini. 


$ 123. Relation entre divers régimes de combustion 


Il a été montré au $ 121 qu'à la détonation correspondent les 
points de la branche supérieure de l'adiabatique de détonation pour 
un processus de combustion donné. L'équation de cette adiabatique 
étant conséquence des seules lois de conservation de la masse, de 
l'impulsion et de l'énergie (appliquées aux étatsinitialet final du gaz 
en combustion), il est clair que cette courbe doit aussi bien contenir 
les points représentant l'état des produits de réaction pour n'importe 
quel autre régime de combustion dans lequel la zone de combustion 
peut être assimilée à une «surface de discontinuité ». Dégageons à 
présent le sens physique des autres tronçons de cette courbe. 

Menons par le point p,, V, (le point Z sur la fig. 119) la verticale 
14, l'horizontale 14’ et les deux tangentes 10 et 10” à l'adiabatique. 
Les points À, 4’, O, 0’ de tangence ou d’intersection de ces droites et 
de la courbe divisent l’adiabatique en cinq parties. La branche de la 
courbe située au-dessus de © correspond, on l'a déjà dit, à la déto- 
nation. Considérons maintenant les autres tronçons de la courbe. 
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Tout d'abord, il est facile de voir que l'arc AA” est dénué de sens 
physique. En effet, sur cet arc pe > pi, Ve >> V;, de sorte que le 
flux de matière j = PE A P, 
y serait imaginaire. 

Aux points de tangen- 
ce O et O0’ la dérivée 
an est nulle; on a mon- 
tré au $ 84 qu'on a simul- 
rs en de tels points 

— {et l'inégalité (2) < 


C2 


é 0. Ilen résulte qu'au-dessus 
des points de tangence R< 


<i,et au-dessous À > 1. 


Pour ce qui est de la rela- 
tion entre les vitesses v, et c1, 
on pourra toujours l’établir 
sans peine en considérant la Fig. 119 
pente des cordes et tangen- 
tes correspondantes, ainsi qu’on a procédé au $ 121 pour la branche 
de courbe située au-dessus de ©. Ce faisant, on trouve que sur les 
divers tronçons d'adiabatique sont vérifiées les inégalités suivantes: 


au-dessus de O: wc, VC; 
sur l'arc 40: Vi Cp Vo >>; 
sur l'arc 40°: vi<cy, La <C2; 
au-dessous de 0’: Dicy Lo Co. 


(123,1) 


Aux points O et O0’ on a v, = c2. À l'approche du point À, le flux 
j et. avec lui, les vitesses v,, v, tendent vers l'infini. Par contre, 
à l'approche de 4°’ le flux j et les vitesses v,, v. tendent vers zéro. 

Nous avons étudié au $ 84 la stabilité des ondes de choc vis-à- 
vis de déplacements infinitésimaux dans la direction perpendiculaire 
à leur plan. Nous avons vu que la question de leur stabilité se résout 
en fonction de la relation entre le nombre de paramètres déterminant 
la perturbation et le nombre de conditions aux limites auxquelles 
doit satisfaire la perturbation sur la surface de discontinuité elle- 
même. 

Toutes ces considérations peuvent aussi s'appliquer à l'étude des 
« surfaces de discontinuité » ici envisagées. Reste notamment en 
vigueur le calcul du $ 84 du nombre de paramètres de la perturbation 
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pour chacun des quatre cas (123,1) représentés sur la fig. 47. La 
seule différence est qu’en régime de combustion non détonant la 
vitesse de sa propagation est tout entière déterminée par les proprié- 
tés de la réaction chimique elle-même et des conditions de transmis- 
sion de la chaleur de la zone de combustion au mélange gazeux non 
échauffé qui se trouve devant elle. Cela signifie que le flux de matière 
Ï à travers la zone de combustion est égal à une quantité déterminée 
donnée (plus précisément, à une fonction déterminée de l’état du 
gaz initial Z), alors que dans une onde de choc ou de détonation j 
peut avoir une valeur arbitraire. Il en résulte que sur la discontinuité 
qui représente la zone de combustion non détonante le nombre de 
conditions aux limites est d'une unité plus grand que sur une onde 
de choc,— il s'ajoute la condition fixant la valeur de j. On a doncen 
tout quatre conditions, et de même qu’on a procédé au $ 84, on 
déduit à présent qu'il ne peut y avoir instabilité absolue de la discon- 
tinuité que dans le cas v,  c,, v, >> c, représenté par les points de 
la branche d’adiabatique au-dessous de 0’. Nous sommes conduits 
à la conclusion que ce tronçon de la courbe ne correspond à aucun 
régime de combustion réalisable quel qu’il soit. 

Le tronçon AÀ’O’ d’adiabatique sur lequel les deux vitesses v, 
et v, sont subsoniques correspond au régime ordinaire de combustion 
lente. L'accroissement de la vitesse de combustion j se traduit sur 
le tronçon 4A’O’ de l’adiabatique par le déplacement de À’ (où j = 0) 
vers 0’. Les formules (120,5) écrites au $ 120 correspondent au point 
A' (où p, = p.) et s'appliquent pour autant que j est suffisamment 
petit, c’est-à-dire que la vitesse de propagation de la combustion est 
petite devant la vitesse du son. Le point 0”, lui, correspond au régime 
limite « le plus rapide » du type envisagé. Nous allons écrire les for- 
mules concernant ce cas limite. 

Le point O’, de même que O, est point de tangence de la courbe 
avec la tangente menée du point Z. Ceci étant, les formules relatives 
au point O’ peuvent s'obtenir directement des formules (121,8) 
à (121,11) relatives au point O par un changement adéquat de signe 
(cf. renvoi page 603). À savoir. dans les formules (121,9) et (121,11) 
de v, et v, il faut changer le signe devant le second radical, ce qui 
entraîne aussi le changement du signe de l'expression (121,12) de 
v, — v,. Les formules (121,10) restent telles quelles si l’on entend 
par v, sa nouvelle valeur. Toutes ces formules se simplifient consi- 
dérablement lorsque la chaleur de réaction est grande (g © cul). 
Il vient alors: 


VUS CUUEE =) ÿjmy/ 2009. 
V2(3—1) 9 Ve+1 (123,2) 
Pa et TA | 
Pi Y+1 V2 2 Ye(yeat 1) 
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Une réserve est à faire ici. Nous avons vu qu'en combustion lente 
dans un tuyau fermé une onde de choc se forme inévitablement 
devant la zone de combustion. Aux grandes vitesses de combustion 
cette onde est de forte intensité et elle change essentiellement l'état 
du mélange gazeux approchant de la zone de combustion. Dès lors, 
il est, à proprement parler, dénué de sens de suivre la variation du 
régime de combustion lorsque sa vitesse augmente pour un état 
donné p,, V, du mélange combustible initial. Pour atteindre le 
point O’ il faudrait créer des conditions de combustion telles qu'une 
onde de choc ne puisse apparaître. Il en serait par exemple ainsi pour 
la combustion dans un tuyau ouvert à ses deux extrémités, les produits 
de combustion étant continûment « aspirés » à l'arrière du tuyau. 
La vitesse d’« aspiration » sera choisie de sorte que la zone de combus- 
tion reste immobile, auquel cas il ne se forme pas d'onde de choc. 

En présence de très bonnes conditions de conduction (par exemple 
de conduction par rayonnement) la vitesse de combustion j peut, en 
principe, dépasser la valeur correspondant au point 0’. Le régime de 
combustion apparaissant alors doit correspondre aux points de l'arc 
AO de l’adiabatique, car les régimes correspondant aux points de 
l'adiabatique situés au-dessus de © ne sauraient, en général, être 
spontanément réalisés pour les mêmes raisons que pour la détonation. 

Une combustion lente ordinaire peut spontanément se transfor- 
mer en détonation. Ce passage a lieu par accélération spontanée 
de la flamme avec accroissement d'intensité de l'onde de choc allant 
devant le front jusqu'à ce qu’elle soit assez forte pour provoquer 
l'inflammation du gaz par elle comprimé. La question du mécanisme 
d'une telle accélération spontanée de la flamme n'est pas entière- 
ment élucidée à ce jour; il se peut que la turbulence de la flamme 
due aux parois joue un rôle (X. Chelkine). I1 n'est pas non plus exclu 
que la propagation stationnaire de la flamme soit instable dans les 
conditions où son front s’infléchit par suite du frottement du gaz 
contre les parois du tuyau (J. Zeldovitch). 

Notons pour terminer les différences générales suivantes [outre 
celles contenues dans les inégalités (123,1)] entre les régimes repré- 
sentés respectivement par les parties supérieure et inférieure de 
l'adiabatique. Au-dessus du point À on a: 

Pa pu Va<Vy vi <vi 
En d’autres termes, les produits de la réaction sont comprimés à 
une pression et une densité plus grandes que la matière initiale et 
suivent le front de combustion (avec la vitesse v, — v.). En ce qui 
concerne la région au-dessous de À, on y a les inégalités inverses: 
Pe< Pis Vi Vs my; 


les produits de combustion sont raréfiés par rapport à la matière 
initiale. 
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$ 124. Sauts de condensation 


Les sauts de condensation qui apparaissent au cours du mouve- 
ment d’un gaz contenant, par exemple, de la vapeur d'eau en état 
de sursaturation offrent une ressemblance formelle avec les ondes 
de détonation. Ces sauts résultent d'une brusque condensation des 
vapeurs, le processus de condensation s’opérant très vite dans une 
zone très étroite pouvant être assimilée à une certaine surface de 
discontinuité (« saut de condensation ») séparant la région du gaz 
initial et celle du gaz contenant des vapeurs condensées (« brouillard» ). 
Il est à souligner que les sauts de condensation constituent un phé- 
nomène physique indépendant, et non le résultat de la compression 
du gaz dans l'onde de choc ordinaire ; cette dernière ne saurait pro- 
voquer la condensation de vapeurs, car l'effet d’accroissement de 
pression dans l’onde de choc est recouvert, quant à son influence sur 
le degré de sursaturation, par l'effet inverse d'accroissement de 
température. L'étude théorique des sauts de condensation a été 
faite pour la première fois par S. Bélenki (1945). 

Ainsi que la réaction de combustion, la condensation de la vapeur 
est un processus exothermique. Le rôle de la chaleur de réaction q 
est alors joué par la quantité de chaleur dégagée lors de la conden- 
sation de la vapeur contenue dans l'unité de masse du gaz !. L'« adia- 
batique de condensation » déterminant la dépendance de p, par 
rapport à V, pour un état donné p,, V, du gaz initial contenant les 
vapeurs non condensées a le même aspect que l’adiabatique de la 
réaction de combustion de la fig. 119. La relation entre les vitesses 
de propagation du saut v,, v, et les vitesses du son c,, c, dans les 
différents tronçons de l’adiabatique de condensation est déterminée 
par les inégalités (123,1). Toutefois, les quatre cas (123,1) ne sont 
pas tous réalisables. 

Tout d'abord la question se pose de la stabililé des sauts de con- 
densation vis-à-vis des petites perturbations dans la direction per- 
pendiculaire à leur plan. Sous ce rapport leurs propriétés sont tout 
à fait analogues à celles des discontinuités représentant une zone de 
combustion. Nous avons vu ($ 123) que la stabilité de ces dernières 
différait de celle des ondes de choc usuelles par la présence d'une 
condition supplémentaire (la valeur donnée du flux j) devant être 
observée sur leur surface. Nous avons aussi dans le cas donné une 


1 La chaleur q ne coïncide pas, à strictement parler. avec la chaleur latente 
de condensation usuclle du fait que le processus qui s’opère dans la zone de con- 
densation implique non seulement la condensation isotherme de la vapeur, mais 
encore une variation générale de la température du gaz. Mais si le degré de sur- 
saturation de la vapeur n’est pas trop faible (cas usuel), cette différence cest 
incssentielle. 
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condition supplémentaire — l’état thermodynamique du gaz 1 
avant le saut doit être précisément celui qui correspond au début 
d’une condensation rapide de la vapeur !. En conséquence, on peut 
déduire aussitôt que tout le tronçon d’'adiabatique situé sous le 
point 0”, sur lequel v, << c,, ve > C2, doit être exclu comme ne corres- 
pondant pas à des sauts stables. 

Il est facile de voir que ne sauraient non plus être réalisés les 
sauts correspondant au tronçon situé au-dessus de O (w > c,, ve 
< c:). Un tel saut se déplaccrait par rapport au gaz situé devant lui 
à vitesse supersonique, si bien que son apparition n'affecterait 
d'aucune manière l’état de ce gaz. Cela signifie que le saut devrait 
apparaître le long d’une surface déterminée à l'avance par les condi- 
tions d'écoulement (surface sur laquelle en écoulement continu se- 
raient réalisées les conditions requises du début d’une condensation 
rapide). Par ailleurs, la vitesse du saut par rapport au gaz laissé 
derrière lui serait, dans le cas donné, subsonique. Or, les équations 
d'un mouvement subsonique n’ont pas en général de solutions dans 
lesquelles toutes les grandeurs prennent des valeurs déterminées 
d'avance sur une surface arbitrairement donnée *. 

De la sorte, deux types seulement de sauts de condensation sont 
pee 1) sauts supersoniques (tronçon AO d'adiabatique) sur 
esquels 


UDC LDC» PaDPa Vr<Vi (124,1) 


et où la condensation se fait avec compression de la matière; 
2) sauts subsoniques (tronçon A4’0’ d’adiabatique) sur lesquels 


UC Va LC Pr Puy Vi Vs (124,2) 


la condensation s’opérant avec dépression du gaz. 

La valeur du flux j (« de la vitesse de condensation» ) est monotone 
croissante sur l’arc 4A’0” de 4’ (où j = 0) à O0”, et monotone décrois- 
sante sur l'arc AO du point À (où j = æ) à ©. L'intervalle des valeurs 
de j (et avec lui l'intervalle correspondant des valeurs de la vitesse 
v, = jV,) compris entre celles que prend j aux points O et O’ est 
«interdit » et ne saurait être réalisé dans les sauts de condensation. 
La quantité (la masse) totale de vapeur condenséc est ordinaire- 


1 Cette condition constitue une relation déterminée entre Ja pression et la 
température du gaz 1. 

2 Des conditions analogues restent en vigueur dans le cas où la vitesse totale 
V2 (pour laquelle &> << c: est la composante normale au saut) est supersonique. 

Pour éviter tout malentendu, notons qu’un saut de condensation avec w > 
> Gi Ce < @ peut en pratique (dans des conditions déterminées d'humidité 
et de forme de la surface d'écoulement) être imité par un saut de condensation 
réel avec #1 > €, ve >> c suivi de près par une onde de choc qui rend l’écoule- 
ment subsonique. 
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ment très petite par rapport à la quantité de gaz fondamental. De 
sorte qu'on peut au même titre considérer les deux gaz Z et 2 comme 
parfaits; pour la même raison on pourra considérer comme égales 
les chaleurs spécifiques des deux gaz. Alors la valeur de v, en O est 
déterminée par la formule (121,9), et en O’ par la même formule avec 
changement du signe devant la deuxième racine; posant dans ces 
formules y, = y, = 7 et introduisant la vitesse du son c;, d’après 
ci = y(y — 1) 7, on trouve l'intervalle « interdit » des valeurs 
de 2, : 


Va + toy Étaeney a+ o+ 
+V Es 4243 


Problème 


Déterminer les valeurs limites du FAppoËt des pressions p2/p, dans un saut 
de condensation en supposant g/ci « 

Solution. Sur le en 40° de l’adiabatique de condensation 
(fig. 119) le rapport p2/p, est monotone croissant de O’ à 4’, et parcourt les 
valeurs de l'intervalle 


2%—1N9 
1— KL 
TV GED Sn 
Sur l'arc 4O ce rapport croît de À à © ct parcourt les valeurs de l'intervalle 


= 09 93 Pa (y—1) 9 
1+ <= Bci+yy/ 20. 


CHAPITRE XV 


HYDRODYNAMIQUE RELATIVISTE 


$ 125. Tenseur d’énergie-impulsion d’un fluide 


La déduction des équations du mouvement d'un fluide en mécani- 
que relativiste présente un intérêt de principe. La nécessité de tenir 
compte des effets relativistes n'est pas forcément imposée par la 
grande valeur (comparable à la vitesse de la lumière) de la vitesse du 
mouvement macroscopique du fluide. Nous verrons dans la suite 
que les équations hydrodynamiques changent aussi essentiellement 
lorsque cette vitesse n'est pas grande, mais que sont grandes les 
vitesses du mouvement microscopique des particules entrant dans 
la composition du fluide. 

Tout d'abord, il y a lieu d'établir la forme du quadritenseur 
d'énergie-impulsion T#" d'un fluide en mouvement !. Le flux d'im- 
pulsion à travers l'élément de surface df d’un corps n’est rien d'autre 
que la force agissant sur cet élément. Ceci étant, Taê dfg est la 
œ&-ième composante de la force agissant sur l'élément de surface *. 
Envisageons un élément de volume du fluide ct servons-nous du 
référentiel où cet élément est au repos (système « propre »). Dans 
ce système joue la loi de Pascal, c’est-à-dire que la pression exercée 
par la région donnée du fluide est la mème dans toutes les dircc- 


s 


tions et partout normale à l'élément de surface qui lui est soumis. 


1 Les notations de ce chapitre correspondent à celles du tome 11, Théorie 
des champs, 3* éd.. 1970. Les indices latins à, k, L, . .. parcourent les valeurs 
0, 1, 2, 3, r0 = ct étant la coordonnée temporelle. Les indices grecs &, f, 


+... parcourent les valeurs 1, 2, 3. Le tenseur métrique cst défini par l'ex- 
pression 


ds®= gin dri drk 
de l'intervalle, les valeurs galiléennes de g;n étant: 
En=Bee=8g33= —1, £oo— 1. 
? Rappelons qu’en coordonnées galiléennes 700 — Tip = T9 est la densité 
d'énergie, et L Ta — ur Toa = + T$ la densité des composantes de l'in. 


pulsion ; quant aux TP = Teg= — TB, ils forment le tenseur densité du flux 
d'impulsion. 
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De sorte qu’on peut écrire 


TŸ dfp= pafs, 
d'où! 
TB = pg®. 

Pour ce qui est des composantes T° représentant la densité 
d’impulsion, elles sont nulles pour l'élément de volume donné 
considéré dans son référentiel propre. La composante T®, elle, 
est égale à la densité « propre » de l'énergie interne du fluide, notée 
dans ce chapitre e. 

Ainsi donc, dans le référentiel propre le tenseur d’énergie-impul- 
sion (pour l'élément donné du fluide) a la forme 


TT = ; (125,1) 


Il est facile de trouver à présent l'expression du tenseur d’éner- 
gie-impulsion du fluide dans n'importe quel référentiel. A cet effet, 
introduisons la quadrivitesse u' du mouvement du fluide. Dans le 
référentiel propre de l'élément envisagé les composantes de sa qua- 
drivitesse sont u®% — O, u° — 1. L'expression de T;, se réduisant 
à (125,1) pour ces valeurs de u! est 


: Tin = wuiur — pgin, (125,2) 
où 
w=e+p 
est l’enthalpie de l’unité de volume *?. Telle est l'expression cherchée 
du tenseur d'énergie-impulsion. 
Nous avons pour les composantes de T'};; écrites sous forme tridi- 


mensionnelle 
Wa Up 


Top = TT EN + Pda: (125,3) 
a (1-2) 
uv w re 
PERS tee Peu 


1 Nous écrivons toutes les expressions sous forme covariante pour qu'elles 
puissent aussi servir dans le cas de champs gravitationnels importants, c'est-à- 
dire en relativité générale. 

3 Dans toutes les formules de ce chapitre nous entendrons par grandeurs 
thermodynamiques leurs valeurs dans le référentiel propre de chaque élément 
donné du fluide. Les grandeurs telles que l’énergic interne, l'enthalpie ct l’en- 
tropie sont rapportées à l'unité de volume propre et notées respectivement e, 
w, O. 


TENSEUR D'ÉNERGIE-IMPULSION D'UN FLUIDE 623 


Au cas non relativiste correspondent les petites vitesses v < c 
et les petites vitesses du mouvement interne (microscopique) des 
particules dans le fluide. Passant à la limite, on aura en vue que 
l'énergie interne relativiste e contient également l'énergie de repos 
nmc° des particules constituant le fluide (mest la masse de repos d'une 
particule). En outre, on considérera que la densité du nombre de 
particules nr est rapportée à l'unité de volume propre; dans les expres- 
sions non relativistes par contre la densité d'énergie concerne l'unité 
de volume dans le référentiel du « laboratoire », par rapport auquel 
l'élément considéré du fluide se meut. Aussi fera-t-on dans le passage 
à la limite la substitution 


vw | pv? 
mn — p A 7 


p étant la densité de masse ordinaire non relativiste. La densité 
d'énergie non relativiste (notée pe) ainsi que la pression sont petites 
devant pc. 

Tout ceci dit, on trouve que la valeur limite de To est égale 
à Too = pe + pe + ee , c'est-à-dire qu'elle coïncide, déduction 


faite de pc°, avec la densité d'énergie non relativiste. La valeur 
limite correspondante de T,g est 
Ta = PVavs + PôaB 


c'est-à-dire qu'elle coïncide, comme il se doit, avec l'expression 
usuelle de la densité du flux d'impulsion, que nous avons désigné 
au $ 7 par Ils. 


La densité d'impulsion relativiste — 1 Tan est dans le même temps 


la densité du flux d'énergie (multipliée par +) . Toutefois, ce lien 


simple se perd lors du passage à la limite non relativiste du fait que 
l'énergie non relativiste ne contient pas l’énergie de repos. Nous 
avons en effet 


— + Too ST Pa + (pe+p+%) . 


Ceci montre que la valeur limite de la densité d'impulsion est, comme 
il se doit, simplement pr; pour ce qui est de la densité du flux 
d'énergie — cT,s, on a, en omettant le terme pc?v,, l'expression 
(pe+p+) Le, laquelle coïncide avec l'expression usuelle déduite 
au $ G. 
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$ 126. Equations hydrodynamiques relativistes 


Les équations du mouvement sont contenues, on le sait, dans les 
équations 
oTi 


= 9 
= 0, (126,1) 


lesquelles expriment les lois de conservation de l'énergie et de 
l'impulsion du système physique auquel se rapporte 7;,. Utilisant 
l'expression (125,2) de T;,, on déduit de (126,1) les équations du 
mouvement du fluide, à condition qu'on tienne compte encore 
de la loi de conservation du nombre de particules, qui n'est pas 
contenue dans les équations (126,1). 

Déduisons l’équation exprimant la conservation du nombre de 
particules dans le fluide (équation de continuité). A cet effet, intro- 
duisons le quadrivecteur « courant des particules » n'. Sa composante 
temporelle est la densité du nombre de particules, et les trois compo- 
santes spatiales forment le 3-vecteur courant des particules. Il est 
évident que n' doit être proportionnel à la quadrivitesse u!, 
c'est-à-dire qu'il doit être de la forme 

rm = nut, (126,2) 
n étant un scalaire; il résulte de la définition de n que ce scalaire 
n'est rien d’autre que la densité du nombre de particules dans le 
référentiel de repos de l'élément de volume de fluide donné !. L'é- 


quation de continuité s'obtient simplement en annulant la quadri- 
divergence du vecteur courant ?: 
CAEN PS (126,3) 
xt 
Retournons à présent aux équations (126,1). Dérivant l’expres- 
sion (125,2) du tenseur d’énergie-impulsion, il vient : 
ôTÉ d(wuk) RkÔU; Op 
= y ——— + vu 2 — —— = 0, 126,4 
ôxh : CEA Fu ôzhk  ôri ô ( ) 


Muitiplions cette équation par ui, c'est-à-dire « projetons »-la 
sur la direction de la quadrivitesse. Nous rappelant que 


ujut == 14, ui —=0, 


1 Aux très hautes températures de nouvelles particules peuvent apparaître 
dans la matière (par exemple des paires d'électrons), de sorte que le nombre 
total de particules de chaque espèce peut changer. On entendra alors par n, par 
exemple, le nombre d'électrons qui survivraient après annihilation complète 
de toutes les paires. 

? Comparer avec l'équation de continuit de l’électrodynamique (II, & 29). 


ÉQUATIONS HYDRODYNAMIQUES RELATIVISTES 625 


on trouve: 
9 (wuk) . jobs 0. 
ôz* ôxk 


Recopiant cette équation sous la forme 


ra é nu) HN 0, 
ôzh n 


n dxhk 
il vient en vertu de l'équation de continuité (126,3) : 
sut [+42] St. 
ôzh n n üzkh 


Or, 1/n n'est rien d'autre que le volume moléculaire de la matière, 
et w/n son enthalpie rapportée à une particule. Eu égard à l'identité 
thermodynamique dei dp = Td _ (T étant la température, © 
l'entropie rapportée à l'unité de volume propre), on obtient donc 

nTuh 2 9 — 0, 
zh n 
ou 
—— =0, (126,5) 


la dérivée étant calculée le long de la ligne d’univers du mouvement 
de l'élément donné de fluide. 

En vertu de l'équation de continuité (126,3), l'équation (126,5) 
peut encore s’écrire sous forme d'égalité à zéro de la quadridivergence 
du « flux d’entropie » oui: 


© oui = 0. (126,6) 


Ces deux équations expriment l’adiabaticité du mouvement (rappe- 
lons que le tenseur d’énergie-impulsion (125,2) ne tient pas compte 
des processus de frottement interne et de thermoconduction, c'est-à- 
dire qu'il s'agit du mouvement d'un fluide parfait). 

« Projetons » maintenant l'équation (126,1) sur la direction 


Rs Vues — oT} 
« perpendiculaire » à u’. Une telle projection du vecteur ZE est, 
évidemment, égale à 


k l 
oh où? 


son produit scalaire par ui est nul. Un calcul simple donne 


k Ôu; ôp k _ôp 
DU = = —— — ut —— , 126,7 
ôzh  ôzi 9zh (126,7) 


&40—406 
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Les trois composantes spatiales de cette équation constituent la 
généralisation relativiste de l'équation d’Euler (la composante tem- 
porelle, elle, est une conséquence des trois premières). 

En tant qu’application intéressante, considérons la propagation 
du son dans une matière d’équation d'état relativiste (c'est-à-dire 
où la pression est comparable à la densité de l'énergie interne, 
laquelle contient l'énergie de repos). Les équations hydrodynamiques 
des ondes sonores peuvent être linéarisées ; il est alors commode de 
partir directement des équations du mouvement écrites sous la forme 
initiale (126,1), et non des équations équivalentes (126,6) et (126,7). 
Substituant les expressions (125,3) des composantes du tenseur 
d'énergie-impulsion et ne conservant partout que les termes du pre- 
mier ordre par rapport à l'amplitude de l'onde, on obtient le système 


PR —wdivv, LT —Vp", (126,8) 


dv 
ôt c? ôt 


— 
l'accent désignant les parties variables des grandeurs dans l'onde. 
Éliminant v du système, on trouve 

de’ 2A N' 

x = CAP à 
Enfin, écrivant e’— (5) P 

j 0p }ad 

ondes avec la vitesse du son 


u=cy (2). (126,9) 


(l'indice « ad » indique que la dérivée doit être prise à processus 
adiabatique, c'est-à-dire pour o/n constant). Cette formule diffère 
de l'expression correspondante non relativiste du fait qu'on a ici 
e/c? au lieu de la densité de masse usuelle. 

Dans le cas ultrarelativiste l'équation d’état de toute matière 
stipule, on le sait, que p = e/3. Pour la vitesse du son on obtient 
dans ce cas la valeur 


, 


, on obtient pour p’ l'équation des 


ne. 
Vi" 
égale à la vitesse de la lumière divisée par V3. 
Enfin, arrêtons-nous un peu sur les équations hydrodynamiques 
en présence de champs gravitationnels importants. Elles se déduisent 


des équations (126,6) et (126,7) simplement en y remplaçant les 
dérivées usuelles par les dérivées covariantes: 


vue = eut À, (ou!).i = 0. (126,10) 
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Déduisons de ces équations la condition d'équilibre mécanique 
dans un champ de gravitation. A l'équilibre le champ de gravitation 
est statique; on peut choisir un référentiel par rapport auquel la 
matière est immobile (uz — 0, u° = 1/V gx), toutes les quantités 
sont indépendantes du temps et les composantes mixtes du tenseur 
métrique sont nulles (g,4 — 0). Les composantes spatiales de l’équa- 
tion (126,10) donnent alors 

1 w 0800 _ 0P. 


— wPSou°u == —+— = = 
ou 
1 dp _ G) 
D ge — x V £oo- (126,11) 


Telle est l'équation d'équilibre cherchée. Dans le cas limite non 
relativiste w 2 pc?, Boo = 1+ (æ est le potentiel de gravitation 
newtonien), ct l'équation (126,11) se réduit à 

Vp= —pVo, 
qui est l'équation hydrostatique usuelle. 


Problèmes 


1. Trouver la solution des équations hydrodynamiques qui décrit une onde 
simple non stationnaire unidimensionnelle. 
Solution. Dans une onde simple toutes les grandeurs peuvent s’expri- 


mer en fonction de l’une d’entre elles (cf. $ 94). Ecrivant les équations du mouve- 
ment sous la forme 


oToo , ©Tot OToi , Tu _ 
cdt Tax —0; côt A dx ad (1) 
et considérant Too Toy, T11 comme des fonctions l'une de l’autre, on obtient 
la relation dTo0 d7 31 —(dTo1) ©. On doit substituer dans celle-ci 
Too—euÿ+ pui, Toi=wugus, Ti —eui+ pus, 
en notant alors que u5—u?—1 (au cours des calculs il sera commode d'intro- 
duire le paramètre n défini par uy=chn, u;—shn). Le calcul donne: 
auhl=z st [ae (2) 
C C D 
(u est la vitesse du son). Puis on déduit de (1): 
0x = dToi 
ôt dToo 
et calculant cette dérivée on obtient : 


CENTRE ERNTES (3) 
v 
147 


Les formules (2), (3) déterminent la solution cherchée. 


40+ 
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2. Trouver la généralisation relativiste de l'équation de Bernoulli. 
Solution. Lors du mouvement stationnaire d'un fluide les diverses 
ndeurs sont indépendantes du temps. Les composantes spatiales de (126,7) 
onnent : 


(VV). 


——— (0) — 2 —>© — cp — 


Vi 


w v v 
2 ï vu v? 
c2 ce? C= 


Faisant le produit scalaire de cette équation par v/# et notant qu'à entropie 


G/n constante on a d = — pa , on obtient après transformation : 
w/n 
vv =0, 
( ) f v2 
Vi 
La 


= const. 
mn 


Lorsque v & ec cette équation se réduit à l'équation de Bernoulli usuelle : 
P 0 
à +5 = const. 


3. Déduire l'équation de l'adiabatique de choc et les formules des vitesses 
d’un gaz sur l'onde de choc en hydrodynamique relativiste (4. Taub, 1948). 

Solution. Considérons la discontinuité dans un référentiel où elle 
est au repos, et supposons l’axe x! = x dirigé normalement à son plan, c'est-à- 
dire suivant la vitesse du gaz. Les conditions de continuité des densités du flux 
d'énergie et d’impulsion stipulent: 


—{eToxl= —c [wuoux] = | = | —0, (1) 
1 
[xx] ={wux + p]= re" —0. (2) 
c? (1-5) 


De ces deux équations on déduit par des transformations élémentaires (au cours 
desquelles il est commode de faire la substitution v/c = th @, u, = sh @q, uo = 
= ch ®) les expressions suivantes pour les vitesses du gaz de part et d'autre 
de l’onde de choc: 


Ps V {pa —p1) (ea + ps), Le V4 (Pa — P1) (es + p2) (3) 
c (ea —e;) (e1+p2) ? c (ea—e1) (eo + p1) ” 
Îles indices 7 et 2 distinguant les grandeurs relatives aux deux côtés de la discon- 
tinuité. En ce qui concerne la vitesse relative du gaz de part et d'autre de la 
discontinuité, elle vaut en vertu de la règle d’addition relativiste des vitesses: 
ti. (pa— ps) (es es) (4) 
AL (ei + Pa) (e2+ ps) 
c? 


Vi2—= 
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A la limite non relativiste, si l’on pose e & mc?n = c/V (V étant le volume 
spécifique) et néglige p devant e, les formules (3), (4) se réduisent à (82,6), (82,7). 
Dans le cas ultrarelativiste p — e/3 et (3) donne: 


Ce 74 Bez+e 77. ei + ee 
ce. (ei +e2) ? € (Be + e1) 
Lorsque l'intensité de l'onde de choc croît (e2 —+ co), v, tend vers la vitesse 


du son c, et w vers «/V/3. 
Pour obtenir l'équation de l’adiabatique de choc il faut associer à (1) et (2) 
la condition de continuité de la densité du flux de particules: 


ee] | = 0. (5) 
Us 
C 1—— 
C= 
Eliminant les vitesses de (1), (2), (5), on obtient l'équation cherchée 
wÿ uw? a Vo …: 
men + Wei) (+ +) = (0. (6) 


A la limite non relativiste cette formule se réduit à (82,9). 


$ 127. Equations relativistes de processus dissipatifs 


La déduction des équations hydrodynamiques relativistes en 
présence de processus dissipatifs (viscosité et thermoconduction) 
se réduit à la question de la détermination de la forme des termes 
supplémentaires correspondants dans le tenseur d’énergie-impul- 
sion et le vecteur densité du flux de matière. Désignant ces termes 
respectivement par Ti, et V;, nous écrirons: 

Tin = — Pein + Wuiur + Tin, (127,1) 
M= NU + Vi (127,2) 


Les équations du mouvement sont, comme auparavant, contenues dans 


oT* i 
se. ef 
ôzh 


? 


Mais la question se pose tout d’abord d'une définition plus pré- 
cise de la notion de vitesse uw‘. En mécanique relativiste tout flux 
d'énergie est inévitablement lié au flux de masse. Dès lors, en pré- 
sence, par exemple, de flux thermique, la définition de la vitesse 
d’après le flux de masse (comme en mécanique des fluides non relati- 
viste) perd son sens immédiat. Nous définirons ici la vitesse par la 
condition que dans le référentiel propre de chaque élément donné du 
fluide son impulsion soit nulle, et que son énergie s'exprime en fonc- 
tion des autres quantités thermodynamiques par les mêmes formules 
qu'en l'absence de processus dissipatifs. Cela signifie que dans ledit 
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référentiel les composantes too et Toa de tix doivent être nulles; 
puisqu'on y a aussi u% = Ô, on a dans ce référentiel (et donc dans 
n'importe quel autre) la relation tensorielle 


Tu = 0. (127,3) 
La relation analogue 
vaut =0 (127 ,4) 


doit être également vérifiée pour le vecteur v;, étant donné que dans 
le référentiel propre la composante n° du quadrivecteur courant de 
particules n° doit, par définition, coïncider avec la densité du nombre 
de particules n. 

On pourra établir la forme cherchée de t;, et v; en partant des 
conditions imposées par la loi de croissance de l'entropie. Cette loi 
doit être contenue dans les équations du mouvement (de même qu’au 
$ 2 on a déduit de ces équations pour un fluide parfait la condition 
de constance de l’entropie). On obtient aisément par des transforma- 
tions simples en utilisant l’équation de continuité l'équation sui- 
vante: 


: aT* ni] Â avi ot 

ui = T —— (oui) — pu —— + ui = 

; dzh ôzi Ge Ozi 9zh 
u=— © est le potentiel chimique relativiste de la matière 


Enfin, utilisant (127,3), on peut recopier celte équation sous la 
forme 
k .. 
2 (ot —# = LAN NS PE NN 
= (ou RS nr Er (127,5) 
L'expression du premier membre doit être la quadridivergence 
du flux d'’entropie, et celle du second, la croissance de l’entropie 


en raison des processus dissipatifs. De sorte que le quadrivecteur 
densité du flux d’entropie est 


ot — oui — +, (127,6) 


et t;4 et vi doivent s'exprimer linéairement en fonction des gradients 
de la vitesse et des grandeurs thermodynamiques de telle façon que 
le second membre de (127,5) soit défini positif. Cette condition, en 
même temps que (127,3) et (127,4), détermine univoquement la 
forme de x;, et de v;: 


ôu ôuy ôu; duk 
Tu =N (+ Pers —uul EE — ujul 2) = 


zh ox! az! 
2 à 
— ( —+n) SE (en un), (127,7) 
ses CRPAR Po. x 0 CRE 278 
Le (=) [ 7 —uiu a Ti: (127,8) 
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Ici n, & sont deux coefficients de viscosité, et x le coefficient de ther- 
moconduction, lesquels sont choisis conformément à leur définition 
non relativiste. 

Notamment, à la thermoconduction propre correspond un flux 
d'énergie en l'absence de flux de matière. La condition d’absence 
de flux de matière est #nu% + v« = 0; on a alors pour la densité du 
flux d'énergie en se limitant aux termes du premier ordre des gradients 
xnT 8 

w ge T° 


cw 
—cTh = —couu, = Ve = 


Utilisant l'identité thermodynamique 
he so se 
dF= nT? dT + nT ? 
on obtient le flux d'énergie sous la forme 
T 
—x (vr—2v). 
On voit que dans le cas relativiste de thermoconduction le flux de 
chaleur est proportionnel non pas simplement au gradient de la 


température mais à une certaine combinaison des gradients de tempé- 
rature et de pression. 


CHAPITRE XVI 


HYDRODYNAMIQUE DU SUPRAFLUIDE 


$ 128. Propriétés fondamentales du suprafluide 


Aux températures voisines du zéro absolu des effets quantiques 
s’avancent au premier plan dans les propriétés des liquides. Il 
n'existe en fait dans la nature qu’une seule matière restant liquide 
jusqu'à même le zéro absolu: l’hélium ; tous les autres liquides se 
solidifient bien avant que des effets quantiques y soient notables. 
A 2,19° K l'hélium liquide présente ce qu'on appelle un point À 
(transition de phase de seconde espèce) ; aux températures inférieures 
à ce point l'hélium liquide (hélium-Il) possède plusieurs proprié- 
tés remarquables dont la plus essentielle est celle, découverte par 
P. Kapitza en 1938, de suprafluidité, propriété de s’écouler dans des 
capillaires ou fentes étroits sans révéler aucune viscosité 1. 

La théorie de la suprafluidité a été développée par L. Landau 
(1941) ; nous n'’envisagerons ici que la partie de la théorie où il est 
donné une description macroscopique des propriétés hydrodynami- 
ques du suprafluide. 

Le résultat fondamental suivant de la théorie microscopique 
(cf. V, $ 66, 67) sert de point de départ à l'hydrodynamique de 
l'hélium-IT. Aux températures non nulles l'hélium-II se comporte 
comme s’il était un mélange de deux liquides différents. L'un d'eux 
est « suprafluide » et ne révèle aucune viscosité, quelle qu'elle soit, 
lorsqu'il se meut le long d’une surface solide. Quant à l’autre, il se 
comporte comme un liquide ordinaire visqueux « normal ». Un fait 
essentiel est qu’ «iln’y a pas alors frottement » entre ces deux parties 
de la masse du liquide qui se meuvent « l’une à travers l’autre », 
c'est-à-dire que l’une d'elles ne cède pas d’impulsion à l'autre. 

Mais il convient de souligner très nettement que l'assimilation 
du liquide à un « mélange » de ses « parties » normale et suprafluide 
n’est qu'une image pour la description des phénomènes qui se dérou- 
lent dans le fluide quantique. De même que toute description de 


1 Seul l'isotope He, de l'hélium est suprafluide. 
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phénomènes quantiques en termes classiques, elle n'est pas tout 
à fait adéquate. On devrait dire en réalité que dans le fluide quanti- 
que — l'hélium-II — peuvent simultanément exister deux mouve- 
ments, chacun d'eux étant lié à sa « masse efficace » (de sorte que la 
somme de ces deux masses est égale à la masse totale vraie du liqui- 
de). L'un de ces mouvements est « normal », c'est-à-dire qu'il a les 
mêmes propriétés que le mouvement d'un fluide ordinaire visqueux ; 
l'autreest « suprafluide ». Ces deux mouvements s'opèrent sans échan- 
ge d'impulsion. On pourrait parler en un certain sens des parties 
suprafluide et normale de la masse du liquide, ce qui ne signifie 
nullement qu'on puisse réellement séparer le liquide en deux 
parties. 

Ce n'est qu'après avoir fait toutes ces réserves sur le vrai carac- 
tère des phénomènes qui se déroulent dans l’hélium-II qu'on pourra 
user des termes « partie suprafluide » et « partie normale » du fluide 
en tant que mode de description simplifiée de ces phénomènes. Toute- 
fois, nous préférerons nous servir des termes plus exacts « mouvement 
suprafluide » et « mouvement normal », sans les associer aux compo- 
sants d’un « mélange » de deux « parties » du liquide. 

Cette représentation de deux genres de mouvement donne une 
explication simple des propriétés fondamentales de l'écoulement de 
l'hélium-II expérimentalement observées. L'absence de viscosité 
lorsque l'hélium-IT s'écoule à travers une fente mince s'explique par 
la suprafluidité du mouvement dans la fente, ne révélant pas de 
frottement ; on peut dire que la « partie normale » est retenue dans 
le récipient et s'écoule à travers la fente incomparablement moins 
vite, avec une vitesse qui correspond à sa viscosité et à la largeur de 
la fente. Par contre, la mesure de la viscosité de l’hélium-II d’après 
l'amortissement des oscillations de torsion d’un disque plongé dans 
le liquide doit donner des valeurs non nulles: la rotation du disque 
crée autour de lui un mouvement normal du liquide qui l’arrête en 
raison de la viscosité propre à ce mouvement. De la sorte, les expé- 
tiences d'écoulement dans des capillaires ou des fentes révèlent 
le mouvement suprafluide du liquide, et celles avec rotation d'un 
disque dans l'hélium-IT, son mouvement normal. L'existence des 
deux mouvements du liquide est révélée de façon particulièrement 
évidente par la rotation autour de son axe d'un récipient cylindrique 
rempli d'hélium-II. Les parois du récipient, qui créent le mouvement 
normal du liquide, n'entraînent avec elles qu'une partie de la masse 
du liquide, la masse suprafluide restant immobile. Ceci étant, le 
moment d'inertie total Z du récipient tournant est inférieur au 
moment d'inertie 7, calculé sous l'hypothèse que toute la masse du 
liquide tourne avec le récipient, et la mesure du rapport 7/1, permet 
une détermination directe des parties normale et suprafluide de la 
masse du liquide. 
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Outre l'absence de viscosité, le mouvement suprafluide du liquide 
possède encore deux propriétés importantes: il n’est pas accompagné 
de transport de chaleur et il est toujours potentiel. Ces deux proprié- 
tés découlent elles aussi de la théorie microscopique, aux termes 
de laquelle le mouvement normal du liquide est en réalité le mouve- 
ment d'un « gaz d’excitations »; rappelons que le mouvement ther- 
mique collectif des atomes d’un liquide quantique peut être interprété 
comme un ensemble d’«excitations élémentaires » se comportant 
comme certaines « quasi-particules » qui se meuvent dans le volume 
occupé par le fluide et qui possèdent des impulsions et des énergies 
déterminées. 

L'entropie de l’hélium-II est déterminée par la distribution statis- 
tique d'excitations élémentaires. Ceci étant, tout mouvement du 
liquide au cours duquel le « gaz » de quanta d’excitation reste immo- 
bile s’effectue sans aucun transport macroscopique d'entropie. 
Ceci signifie précisément que le mouvement suprafluide n'est pas 
accompagné de transport d’entropie, ou, en d'autres termes, qu'il 
ne transporte pas de chaleur. Il en résulte en retour qu’un écoulement 
d'hélium-I[ où seul participe le mouvement suprafluide est thermo- 
dynamiquement réversible. 

Le transport de chaleur par le mouvement normal du liquide 
constitue un mécanisme de transmission de chaleur dans l’hélium-I1. 
I1 possède donc un caractère convectif spécifique foncièrement diffé- 
rent de la thermoconduction ordinaire. Toute différence de tempé- 
rature dans l'hélium-II y donne naissance à des mouvements inter- 
nes normaux et suprafluides; alors les deux courants (normal et 
suprafluide) peuvent se compenser mutuellement pour ce qui est de 
la quantité de masse qu'ils transportent, et il se peut très bien qu'il 
n'y ait aucun transport macroscopique réel de masse dans le fluide. 

Nous désignerons dans la suite les vitesses des mouvements su- 
prafluide et normal par v, et v,. Le mécanisme de transport de cha- 
leur décrit signifie que la densité du flux d'entropie est égale au 
produit v,ps de la vitesse v, par l'entropie de l'unité de volume du 
liquide (s est l'entropie rapportée à l'unité de masse). La densité du 
flux de chaleur s'obtient respectivement en multipliant le flux 
d'entropie par 7, c'est-à-dire qu'elle vaut 


q=pTsvr. (128,1) 

La propriété de potentialité du mouvement suprafluide s'exprime 
par l'égalité 

rot Vs=0, (128,2) 

qui doit être observée à tout instant dans tout le volume du liquide. 


Cette propriété est l'expression macroscopique de la particularité 
du spectre énergétique de l’hélium-II qui est à la base de la théo- 
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rie microscopique de la suprafluidité: les excitations élémentaires, 
qui possèdent une grande longueur d'onde (c'est-à-dire des impulsions 
et énergies petites), sont des quanta de son — des phonons. De sorte 
que l'hydrodynamique macroscopique du mouvement suprafluide 
ne doit admettre d'oscillations autres que les oscillations sonores, 
ce qui est assuré par la condition (128,2). 

Le mouvement suprafluide du liquide étant potentiel, dans le 
cas de l'écoulement stationnaire autour d'un corps solide il n’exerce 
aucune force sur celui-ci (paradoxe de d'Alembert; cf. $ 11). Par 
contre, le mouvement normal donne naissance à une force de résis- 
tance agissant sur le corps. Si le mouvement du liquide est tel que 
les flux suprafluide et normal de masse se compensent mutuelle- 
ment, on a une image très originale : un corps plongé dans l'hélium-II 
st une force, alors que la masse totale de fluide transportée est 
nulle. 


$ 129. Effet thermomécanique 


Cet effet consiste en ce qui suit. Lorsque l’hélium-II d'un récipient 
s'écoule à travers un capillaire mince, il y a échauffement dans le 
récipient; par contre, on observe un refroidissement à l'endroit où 
il se déverse du capillaire dans un autre récipient. L'explication 
naturelle de ce phénomène est que le mouvement du liquide qui 
s'écoule à travers le capillaire est, pour l'essentiel, suprafluide, 
si bien qu’il n'emporte pas de chaleur et la chaleur contenue 
dans le récipient est répartie dans une quantité moindre d'hélium-II. 
S'il s'écoule dans le récipient, on a le phénomène inverse. 

On trouve aisément la quantité de chaleur Q absorbée lorsqu'un 
gramme d'hélium vient s'écouler à travers le capillaire dans le 
récipient. Le liquide qui s'écoule n'apporte pas d'entropie avec 
lui. Pour que l'hélium contenu dans le récipient reste à sa 
température T', il lui faudrait communiquer la quantité de chaleur 
Ts de façon à compenser la diminution d'entropie par unité de masse 
du fait de l'introduction de 4 g d’hélium d'entropie nulle. Cela si- 
gnifie que lorsqu'un gramme d'hélium s'écoule dans le récipient 
contenant de l'hélium à la température T il y a absorption d'une 


1 Un effet thermomécanique très faible doit, à strictement parler, avoir 
lieu aussi bien dans les liquides ordinaires ; l’anomalie pour l’hélium-II est que 
cet effet est très marqué. L'effet thermomécanique dans les liquides ordinaires 
cest un phénomène irréversible du type de l'effet thermo-électrique Peltier (un 
tel effet s'observe en fait dans les gaz raréfiés). Un effet de ce genre doit aussi 
exister dans l'hélium-II, mais il est recouvert dans ce cas par un autre effet 
de beaucoup supérieur décrit dans la suite, qui est spécifique de l'hélium-II 
et n’a rien de commun avec les phénomènes irréversibles du type effet Peltier. 
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quantité de chaleur 
Q=TSs. (129,1) 


Par contre, lorsque 1 g d'hélium s'écoule d'un récipient contenant de 
l'hélium à la température T, il se dégage une quantité de chaleur 
égale à Ts. 

Considérons à présent deux récipients contenant de l’hélium-I] 
aux températures T, et T., les récipients étant en communication 
par un capillaire mince. En raison de la possibilité d'un écoulement 
libre suprafluide à travers le capillaire, l'équilibre mécanique du 
liquide dans les deux récipients s'établit rapidement. Mais comme le 
mouvement suprafluide ne transporte pas de chaleur, l'équilibre 
thermique (pour lequel les températures de l’hélium dans les deux 
récipients s’égalisent) ne s'établit que beaucoup plus tard. 

La condition d'équilibre mécanique s'écrit facilement si l'on 
se sert du fait que, d’après ce qui précède, cet équilibre s'établit 
à entropies constantes s, et s, de l’hélium dans les deux récipients. 

Si e, et e, sont les énergies internes de l’unité de masse de l’hé- 
lium aux températures T, et T,, la condition d'équilibre mécanique 
(condition de minimum d'énergie) réalisée par l'écoulement supra- 


fluide sera 
Gr), = (5) 
oN si EE aN 8e ? 


N étant le nombre d’atomes dans 1g d’hélium. Or la dérivée 
(F), est le potentiel chimique u. De sorte qu'on obtient la condi- 
tion d'équilibre sous la forme 


Le (Pis Ti) —=h (P2s T2), (129,2) 


Pur Pe étant les pressions dans les deux récipients. 

Par la suite nous entendrons par potentiel chimique u non pas 
le potentiel thermodynamique rapporté à une particule (à un atome), 
comme d'usage, mais le potentiel thermodynamique rapporté à l’uni- 
té de masse de l'hélium ; les deux définitions ne diffèrent que d’un 
facteur constant — de la masse de l’atome d’hélium. 

Si les pressions p,, p. sont petites, on obtient en développant 


suivant leurs puissances ct se rappelant que (SE), est le volume spé- 
cifique (à dépendance faible de la température): 
Ta 
A 
(0, T)—H(0,73= | sa7, 
Ti 


où Ap = p2 — p1. Si la différence de température AT = T,—T, 
est elle aussi petite, on obtient en développant suivant les puissances 
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de AT et notant que (5), = —$, la relation suivante: 
A 
SF = PS. (129,3) 


(H. London, 1939). Comme s > 0, on a aussi Ap/AT > 0. 


$ 130. Equations de l’hydrodynamique du suprafluide 


Venons-en à la déduction du système complet d'équations hydro- 
dynamiques qui donnent du mouvement de l’hélium-II une descrip- 
tion macroscopique (phénoménologique). En vertu des concepts 
exposés plus haut, on doit établir les équations d'un mouvement 
décrit en chaque point non pas par une vitesse, comme en hydrody- 
namique usuelle, mais par deux vitesses v, et v,. Il s'avère que le 
système d'équations cherché peut se déduire de façon univoque 
à partir des seules exigences imposées par le principe de relativité 
de Galilée et les lois de conservation nécessaires [on utilise également 
les propriétés du mouvement exprimées par les équations (128,1) et 
(128,2)1. 

Il faudra avoir en vue que l'hélium-Il perd en fait sa supraflui- 
dité aux vitesses suffisamment grandes du mouvement. Ce phé- 
nomène des « vitesses critiques » est fort peu étudié jusqu’à présent 
sous le rapport aussi bien expérimental que théorique, et la lumière 
n'a pas été faite sur sa nature. Toutefois, du fait même de l’existence 
des vitesses critiques, les équations de l’hydrodynamique de l'hé- 
lium-IT ne sont douées de sens physique que pour des vitesses v, 
et v, non trop grandes. Néanmoins, nous déduirons d'abord ces 
équations sans hypothèses sur v, et v,, car, faisant abstraction des 
puissances supérieures des vitesses, on perd la possibilité d’une 
déduction conséquente des équations à partir des lois de conservation. 
Nous passerons au cas physiquement intéressant des petites vitesses 
dans les équations définitives déduites. 

Désignons par j la densité du flux de masse du liquide; cette 
quantité est en même temps l'impulsion de l'unité de volume (cf. 
nota page 235). Ecrivons j sous forme de somme 


Ï = PeVs + PnVn (130,1) 
de flux liés respectivement aux mouvements suprafluide et normal. 


Il est loisible d'appeler les coefficients p, et p, densités suprafluide 
et normale du liquide. Leur somme est égale à la vraie densité p de 


l'hélium-IT : 
P = Ps + Pn- (130,2) 


Il va de soi que p, et p, sont des fonctions de la température; p, 
s'annule au zéro absolu, alors que l'hélium-Il est « tout entier su- 
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prafluide » !, et p, s’annule au point À, alors que le liquide est «tout 
entier normal ». On aura aussi en vue que p, et p, dépendent, en 
général, également des vitesses du mouvement elles-mêmes ? ; 
ce n’est qu’aux petites vitesses qu’on pourra négliger cette dépen- 
dance et considérer p, et p, comme des fonctions de la seule tempé- 
rature (et de la pression). 
La densité p et le flux j doivent satisfaire à l'équation de con- 
tinuité 
à . ‘ 
+ divi=0, (130,3) 


qui exprime la loi de conservation de la masse. La loi de conserva- 
tion de l'impulsion est donnée par une équation de la forme 


dji , Oir 
ëh + Sn _ 0, (130,4) 


Il;4 étant le tenseur densité de flux d'impulsion. 

Nous ne prendrons pas en considération pour l'instant les pro- 
cessus dissipatifs dans le liquide; alors le mouvement est réversible 
et l'entropie du liquide doit elle aussi être conservée. Notant que le 
«flux d’entropie » vaut psv,, nous écrirons l'équation de conserva- 
tion de l’entropie sous la forme 


2@ + div (psvr) = 0. (130,5) 


Aux équations (130,3) à (130,5) il faudra encore ajouter une 
équation déterminant la dérivée de v; par rapport au temps. Elle 
doit être établie de manière à assurer au cours du temps le caractère 
potentiel du mouvement: c'est dire que la dérivée de v, doit s'ex- 
primer sous forme de gradient d’un certain scalaire. Nous écrirons 
cette équation sous la forme 

ÔVs v? : 
Pe+V(S+u) =0, (130,6) 
u étant un scalaire. 

Les équations (130,4) et (130,6) ne revêtent, bien entendu, un 
sens réel qu'une fois établie la forme des quantités encore indéter- 
minées Il;; et u. On utilisera dans ce but la loi de conservation de 
l'énergie et des considérations basées sur le principe de relativité 
de Galilée. Savoir, il faut que les équations hydrodynamiques 


(130,3) à (130,6) entraînent automatiquement l'observation de la 
loi de conservation de l'énergie, exprimée par une équation de la 


1 Si l'hélium-II contient une substance étrangère (par exemple de l’isotope 
He:), p, est non nulle aussi bien au zéro absolu. 

2 Plus exactement, de la différence des vitesses v, — v,; le mouvement 
d'ensemble du liquide avec la vitesse v, = v, ne saurait, bien entendu, influer 
sur ses propriétés thermodynamiques. 
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forme 
2 + divQ=0, (130,7) 


E étant l'énergie de l'unité de volume du liquide, et Q la densité 
du flux d'énergie. Le principe de relativité de Galilée, lui, permet 
de déterminer la dépendance de toutes les grandeurs par rapport 
à l’une des vitesses (v:) à valeur donnée de la vitesse relative 
Vn — Vs des deux mouvements qui se déroulent simultanément 
dans le liquide. 

Parallèlement au système de coordonnées initial Æ, introduisons 
un nouveau système, Æ,, où la vitesse du mouvement suprafluide 
de l'élément donné du liquide est nulle. X, se meut par rapport 
à Æ avec la vitesse v, du mouvement suprafluide dans le système 
initial. Les valeurs de toutes les quantités dans Æ sont liées aux 
valeurs de ces mêmes quantités dans À, (que nous distinguerons par 
l'indice 0) parles formules de transformation connues en mécanique !: 


= 0Vs+ jo, 
= + jovs+ Eo, 


Q=— ( + joVe+ Ex) Vs+ 2 jo + (Move) + Qo, 


Tin = Psion + Vsijon + Vshjot + Toin ) 


lici (Ilovs) désigne le vecteur de composantes Il, ;xvs1. 

Dans X, l'élément donné du liquide n'effectue qu’un mouvement : 
un mouvement normal avec la vitesse v, — v.. Ceci étant, toutes les 
grandeurs relatives à ce système j,, E+, Qo. Ilosx ne peuvent dépendre 
que de la différence v, — v,, et non pas de v, et v, séparément ; 
en particulier, j, et Q, doivent être dirigés suivant v, — v, [le flux 
de masse j, vaut simplement j, = p, (v, — v.)l. De la sorte, les 
formules (130,8) déterminent les grandeurs cherchées en fonction de 
Vs pour v, — v. donné. 


(130,8) 


1 Ces formules découlent directement du principe de relativité de Galilée, 
si bien qu'elles sont vraies indépendamment du système concret envisagé. On 
peut les déduire en considérant, par exemple, un liquide ordinaire. Ainsi, en 
mécanique des fluides usuelle le tenseur densité du flux d’impulsion est Il;, = 
= puy + pôyn. La vitesse v du liquide dans X est liée à la vitesse vo dans Xo 
par la relation v = vo, - u, u étant la vitesse de Æ, relativement à X. La subs- 
titution dans Il;, donne 


Tin = pÜim + Pvoivor + Pvorur + Puivor + purun. 
Introduisant Toys = Pôr + Pvoivo et jo = PVo, on obtient la formule de trans- 


formation de I1;, indiquée dans le texte. Les autres formules se déduisent de la 
même manière. 
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L'énergie E, considérée en fonction de p, s et de l'impulsion j, 
de l'unité de volume du liquide satisfait à l'identité thermodyna- 
mique 

dEy = dp + Td (ps) + (va — Vs) djo, (130,9) 


x étant le potentiel chimique (le potentiel thermodynamique de 
l'unité de masse). Les deux premiers termes correspondent à l’iden- 
tité thermodynamique usuelle pour un liquide immobile à volume 
constant (égal ici à l'unité), le dernier exprime le fait que la dérivée 
de l'énergie par rapport à l'impulsion est la vitesse du mouvement. 

Nous ne ferons pas les calculs ultérieurs assez fastidieux, nous 
bornant à indiquer la marche à suivre. Dans l'équation de conserva- 
tion de l’énergie (130,7) on substitue E et Q pris dans (130,8), on 


calcule la dérivée 250 à l’aide de l'identité (130,9). Ceci fait, si l'on 


élimine toutes les dérivées par rapport au temps (p, vs, etc.) à 
l'aide des équations hydrodynamiques (130,3) à (130,6), l'équation 
de conservation de l'énergie devra être identiquement vérifiée. Si l'on 
note que les flux Q,, Il,:4 et le scalaire u (130,6) ne doivent dépendre 
que des variables thermodynamiques et de la vitesse v, — v., 
mais non de gradients quelconques de ces quantités (puisqu'on 
n’envisage pas les processus dissipatifs), il apparaît que la loi de 
conservation de l’énergie ne saurait être vérifiée identiquement que 
pour un choix bien déterminé des expressions desdites grandeurs. 

Il apparaît alors que le scalaire u coïncide avec le potentiel 
chimique du liquide (ce qui justifie sa notation anticipée par cette 
lettre), et il vient pour les expressions définitives de la densité 
du flux d'énergie et du tenseur densité du flux d’impulsion: 


Q= (+) + TpSVa + PnVn (Vns Va — Vs), (130,10) 
Ii = PrÜniUnk + PsUsiVsn + Pôins (130,11) 


P= — Eo+ Tps + UP + Pr (Van — Vs)*. (130,12) 


L'expression de IT;, a une forme qui est la généralisation naturelle 
de la formule Il,;, = pviv; + pô, de la mécanique des fluides usuelle. 
Il est alors naturel de considérer la quantité p déterminée par 
(130,12) comme la pression du liquide !. 


1 La définition thermodynamique usuelle de la pression en tant que force 
moyenne agissant sur l’unité d’aire concerne le milieu immobile. Néanmoins, 
en hydrodynamique usuelle la question ne se pose pas de la définition de la 
notion de pression (si les processus dissipatifs ne sont pas pris en considération), 
car on peut toujours passer à un référentiel où l'élément de volume donné du 
liquide est au repos. Mais en hydrodynamique du suprafluide par un choix con- 
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Les équations (130,3) à (130,6), où j et Il,, sont déterminés d'après 
(130,10) et (130,11) forment le système complet cherché d'équations 
hydrodynamiques !. Ce système est très compliqué en premier lieu 
du fait que les quantités p,, p,, u. etc., sont fonctions des vitesses 
(plus exactement, de la différence v, — v,) ; la forme de ces fonctions 
ne peut être déterminée en principe qu’en partant de la théorie micro- 
scopique. 

Toutefois, les équations se simplifient notablement dans le cas 
d'intérêt physique des vitesses non trop grandes *. 

Tout d'abord on peut négliger dans ce cas, comme on l’a déjà 
dit, la dépendance de p, et p, par rapport aux vitesses ; l'expression 
(130,1) du flux j représente alors en fait les premiers termes de son 
développement en puissances de v, et v,. On doit aussi développer 
en puissances des vitesses les autres grandeurs thermodynamiques 
figurant dans les équations. 

Prenons pour variables thermodynamiques indépendantes la 
pression et la température. L'identité thermodynamique pour le 
potentiel chimique stipule: 


du= —saT ++ dp— 28 (iv) d(vn—v) 


{on peut la déduire en dérivant (130,12) et utilisant (130,9)]. Ceci 
montre que les deux premiers termes du développement de a d’après 
les puissances de la différence des vitesses sont : 


Up, T, Va— vs) &u(p, T)— D (va — vi), (130,13) 


avec au second membre les potentiel chimique pu (p, T) et densité 
p (p, T) usuels du liquide immobile. Dérivant cette expression par 
rapport à la température et à la pression, on trouve les développe- 
ments correspondants de l'entropie et de la densité 


SG, Ti Vn—v) © Sp THE nv) LE, (130,14) 


2 , Ô : 

PO Ti vn— vs) & pp, + Env) ÉE. (430,15) 
venable du référentiel on ne peut éliminer qu'un seul des deux mouvements 
existant simultanément, si bien que la définition usuelle de la pression ne 
saurait s'appliquer. 

Dans le liquide complètement au repos, la définition (130,12) coïncide. bien 
entendu, avec la définition usuelle, car, d'après la définition même du potentiel 
chimique, pp + Tps — Eo = p. 

1 Le système d'équations hydrodynamiques peut aussi être déduit sous for- 
me générale pour des mélanges d'hélium-I1 avec une substance étrangère (telle 
peut être en fait l’isotope He.) pour des concentrations arbitraires du mélange 
(Cf. TI Khalatnikov,. Jour. de Phys. 23, 169, 1952 Irtroduction to the 
theory of superfluidity, N.Y., 1965). 

? Le rapport des vitesses à la vitesse de propagation du « deuxième son» 
est supposé petit; cf. 8 131. 


41—406 
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Ce sont ces expressions qui doivent être substituées dans les équations 
hydrodynamiques, qui, après cette substitution, sont vraies aux 
termes du second ordre suivant les vitesses. 

Arrêtons-nous succinctement sur la question des Lermes dissi- 
patifs dans les équations hydrodynamiques du suprafluide. La 
forme de ces termes n’est limitée que par les conditions imposées 
par la loi de croissance de l’entropie et le principe de symétrie des 
coefficients cinétiques. Une analyse détaillée ! montre qu'il existe 
en tout cinq coefficients dissipatifs indépendants (au lieu de trois 
coefficients n, 6, x dans un fluide ordinaire). Savoir, on a un coeffi- 
cient de « première viscosité » n lié au mouvement normal et tout 
à fait analogue à la viscosité d’un liquide ordinaire. En outre, des 
termes supplémentaires proportionnels à div v, et div [ps (v, — v.)l 
figurent dans le flux d’impulsion 11,4 ainsi que dans l'expression sous 
le signe gradient dans (130,6); deux des quatre coefficients de pro- 
portionnalité dans ces termes sont égaux en vertu du principe de 
symétrie des coefficients cinétiques, de sorte qu’on a en tout trois 
coefficients de « deuxième viscosité» distincts 1, GC», 63 Enfin. 
il apparaît au second membre de l'équation d’entropie (130,3) 


4 ,. Se 
un terme de la forme + div (xVT) avec un coefficient x formellement 


analogue à la thermoconductivité d'un liquide ordinaire, ainsi que 
des termes quadratiques suivant les gradients des vitesses, ces termes 
étant des effets d’échauffement liés à la viscosité [comp. équation 
(49,5) de l'hydrodynamique usuelle]. 

Les conditions aux limites des équations hydrodynamiques du 
suprafluide consistent en ce qui suit. En premier lieu, sur toute 
surface solide (immobile) doit être nulle la composante du flux de 
masse j normale à cette surface. Pour établir les conditions aux 
limites imposées à v,, on se rappellera que le mouvement normal 
est en réalité le mouvement d'un «gaz » d'excitations thermiques 
élémentaires. Si le mouvement s'effectue le long d’une surface solide. 
les quanta d'excitation entrent en interaction avec elle, et ce fait 
doit être décrit macroscopiquement comme l’« adhésion » de la 
partie normale de la masse du liquide à la paroi, ainsi qu'il en est 
des liquides ordinaires visqueux. Autrement dit. sur une surface 
solide doit être nulle la composante tangentielle de la vitesse v,. 

En ce qui concerne la composante de v, normale à la paroi. on 
aura en vue que les quanta d'’excitation peuvent être absorbés ou 
émis par un corps solide — ce fait correspond simplement à la trans- 
mission de chaleur entre le liquide et le corps solide. Dès lors, la 
composante de la vitesse v, normale à la paroi n’est pas nécessaire- 
ment nulle; la condition à la limite n’exige que la continuité de la 


1 Cf. article de Xhalatnikov mentionné p. 641. 
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composante du flux de chaleur normale à la paroi. Quant à la tempé- 
rature, elle subit à la frontière un saut proportionnel au flux de cha- 
leur: AT — Ka, le coefficient de proportionnalité dépendant des 
propriétés du liquide et du corps. L'apparition de ce saut est liée 
aux particularités de la transmission de chaleur dans l'hélium-II. 
Toute la résistance thermique entre le corps solide et le liquide est 
concentrée dans la couche liquide à même la paroi, étant donné 
que la propagation de la chaleur par convection dans le volume du 
liquide n’est pratiquement pas liée à une résistance thermique quelle 
qu'elle soit ; il en résulte que toute la variation de température qui 
donne naissance au flux de chaleur a pratiquement lieu à même la 
surface. 

Une intéressante propriélé des conditions aux limites décrites 
est que l'échange de chaleur entre le corps solide et le liquide en 
mouvement donne naissance à des forces tangentielles agissant sur 
la surface du corps. Si l’axe des zest dirigé normalement, et l'axe 
des y tangentiellement à la surface, la force tangentielle agissant 
sur l'unité d’aire est égale à la composante IL,, du tenseur flux 
d'impulsion. Notant qu’on doit avoir sur la surface j, = p,v,, + 
+ palsx = 0, on trouve pour cette force l'expression non nulle 


Ney = Palsal'sy + OnUnxlny = PnUnx (ay = Usy)- 


Introduisant le flux thermique q=psTvn, on peut recopier cette 
force sous la forme 


p x 
x — oT x (ny — Lay) 


g+ étant le flux thermique, continu sur la surface, allant du corps 
solide dans le liquide. 

En l'absence de transmission de chaleur entre la paroi solide et 
le liquide la valeur limite de la composante de v, perpendiculaire 
à la paroi est elle aussi nulle. Les conditions aux limites j, = 0 
et v, = 0 (l'axe des x est dirigé suivant la normale à la surface) 
sont équivalentes aux conditions vx = O0 et v, — 0. En d'autres 
termes, on a dans ce cas les conditions aux limites usuelles d’un 
fluide parfait pour v, et d’un fluide visqueux pour v,. 

Envisageons, enfin, des mouvements de l’hélium-IT pour lesquels 
on peut l'assimiler à un liquide incompressible, ainsi qu'il en est 
d'ordinaire pour tout espèce d'écoulement. Nous tiendrons alors 
également compte de la viscosité du mouvement normal du liquide. 
Il faudra pour cela ajouter dans J1,, un terme qui s'exprime comme 
d'ordinaire d’après le cocfficient de viscosité n et les dérivées de v, 
par rapport aux coordonnées 

Tir = Pôin + PslsiV sh + PnUnitnk — 1 ( Fu 


+ Sox }: (430,16) 


CLR 
41 
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pour un liquide incompressible les coefficients de « deuxième visco- 
sité » sont nuls. Pour ce qui est des termes dissipatifs dans l'équation 
d'entropie, ce sont en l'occurrence des petits termes d'ordre supé- 
Tieur et on peut les omettre. Considérant les densités p,, p,; et l'en- 
tropie s constantes, il vient de (130,5) div v, = 0, et de (130,3) 
-div j = 0, soit autrement: 


div v,=div vs =0. 
Prenant ces égalités en considération et substituant (130,16) dans 
(130,4), on obtient l'équation 
Ve OVn - 
Pa + Pa D + ps (VaV) Va On (VV) Va = — Vp+ Avr. (130,17) 


L'équation (130,6), elle, reste inchangée. 

Le mouvement suprafluide étant potentiel, on peut introduire 
le potentiel de la vitesse conformément à v, = V@,, et comme 
div v, = 0, le potentiel doit satisfaire à l'équation de Laplace 


As = 0. (130,18) 


Introduisant q, dans (130,17) et écrivant (v.V) m=vi on obtient : 


à ( 
Pr Te + Pn (Va V) Va + psV + na PV APE 


Introduisons en tant que quantités auxiliaires les «pressions» p, 
et p, des mouvements normal et suprafluide en vertu de l'équation 

P= Po+ Pr + Par (130,19) 
Po étant la pression à l'infini, et p, étant déterminée par la fsrmule 
usuelle pour un fluide parfait 


Ps 2 r 
Pa= — Ps 7e — V5 . (130,22) 
L'équation pour la vitesse v, devient alors 
2 LR a 
TE + ("V) Van = Pr VPn + Pn AV. (130,21) 


Cette équation coïncide formellement avec celle de Navier-Stokes 
pour un fluide de densité p, et de viscosité n (et respectivement de 
viscosité cinématique n/p;). 

De sorte que le problème du mouvement de l'hélium-IT incompres- 
gsible se réduit à deux problèmes d'hydrodynamique usuelle pour 
un fluide parfait et un fluide visqueux. Savoir, le mouvement 
suprafluide est déterminé par l'équation de Laplace (130,18) avec 


une condition aux limites pour la dérivée normale 2e , ainsi que dans 
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le problème usuel de l'écoulement potentiel d’un fluide parfait. 
Puis, le mouvement normal est déterminé par l'équation de Navier- 
Stokes (130,21) avec la même condition aux limites pour v, (en 
l'absence d'échange de chaleur entre la paroi et le fluide) que dans 
un problème ordinaire d'écoulement d’un fluide visqueux. Après 
quoi, la distribution de la pression est donnée par la formule (130,19). 


Problèmes 


4. Une faible différence de température AT est maintenue entre les extré- 
mités d’un capillaire contenant de l'hélium-II. Déterminer le flux thermique 
qui se propage le long du capillaire. 

Solution. En vertu de la formule (129,3), la différence de pression 
entre les deux extrémités du capillaire est Ap = psAT. Cette différence crée 
dans le capillaire un mouvement normal dont la vitesse moyenne (suivant la 
section) vaut 

— __ R?Ap 


Pa Ent 


{A est le rayon, £ la longueur du pi n la viscosité du mouvement 
normal ; comp. formule (17,10)]. Le flux thermique total est 


— _,,_ nRAprs2AT 
psvnrR “= TB — 


Dans le sens inverse apparaît un mouvement suprafluide dont la vitesse est 
déterminée par la condition de nullité de la masse totale déplacée : 


pong 


Ps 


2. Déduire la formule qui détermine la distribution de la température dans 
un courant d’hélium-IT incompressible. 

Solution. Ecrivant dans l'équation (130,6) [où p a pour expression 
(130,13)] v, = Vo, et intégrant, il vient: 


u(P, Dites (Vn — Vs)? + % — const. 
2 2p ot 


Les variations de température et de pression dans le liquide incompressible 
étant petites, nous écrirons au premier ordre : 


b—ho= — 5 (7 Ta) + (p— po) 


(To, Po sont la température et la pression à l'infini). Substituant cette expres- 
sion dans l'intégrale écrite de l'équation et introduisant p, et p,, on obtient : 


T—To= LE me E 
PS LOn Ps 2 
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$ 131. Propagation du son dans le suprafluide 


Appliquons les équations de l'hydrodynamique de l'hélium-I1 
à la propagation du son dans ce liquide. On suppose comme d'ordinaire 
que dans l'onde sonore les vitesses du mouvement sont petites, et 
que la densité, la pression et l'entropie sont presque égales à leurs 
valeurs constantes d'équilibre. On peut alors linéariser le système 
d'équations hydrodynamiques: dans (130,11), (130,13) et (130,14) 
on néglige les termes quadratiques par rapport aux vitesses, et dans 
(130,5) on peut sortir en facteur l’entropie ps qui figure dans 
div (psv,) (puisque ce terme contient déjà la petite quantité v,). De 
la sorte, le système d'équations hydrodynamiques devient: 


_ 


+divj=0, (131,1) 

: es ps div vi — 0, (131,2) 
À + vp=0, (131,3) 
De + vu 0. (131,4) 


Dérivant (131,1) par rapport au temps et substituant (131,3), 
il vient: 


TP = Ap. (131,5) 


En vertu de l'identité thermodynamique du — — sdT + . dp, on a: 
Vp = psVT +pVu. 


Substituant à Vp el Vu leurs expressions (131,3) et (131,4), 
obtient : 


Pa _ (Va — va) + psVT =: 0. 


Nous appliquerons à cette équation l'opération div, et substituerons 
à div (ve— vh) son expression 


p 0s 


div (vs — Vn) os at 


qui résulle de l'égalité 


Dr SAT oo — —sdivwm + divj-- + —— div (Vs — Vn). 
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11 vient en définitive 
CE LE AT. (131,6) 


de Pa 


Les équations (131,5) et (131,6) déterminent la propagation du 
son dans le suprafluide. On voit déjà du fait que ces équations sont 
au nombre de deux qu’il existe deux vitesses de propagation du son. 

Ecrivons s, p, p, T sous la forme s = s, + s, p = pa + p', 
etc. ; les lettres accentuées représentent les petites variations des 
grandeurs correspondantes dans l'onde sonore, et l'indice zéro 
(que nous omettrons pour abréger l'écriture) spécifie les valeurs 
d'équilibre de ces grandeurs. On peut alors écrire: 


1 DP pr op Sr 1 9 pr 
Pts l" SP HT 
et les équations (131,5) et (131,6) deviennent 
0p Sp AR LL Re 0s @p" ôs OT! Ps? FE 
Op 0 Ap TT ot ?  ôp dt ST oT ot? Pn AT" =0. 
Nous chercherons la solution de ces équations sous forme d'une 
onde plane dans laquelle p’ et T’ sont en raison du facteur e-iv(t-x/u) 


(la vitesse du son est ici notée u). On obtient pour condition de com- 
patibilité de ces deux équations l'équation suivante 


2(s, p) w (+ Des? 40. æ) Le. 
4 > 
# a(T, p) oT ca Pn dP a 9 


(Te D est le jacobien de la transformation faisant passer de s, 


par, p) . Par une transformation simple qui utilise des relations 
thermodynamiques on peut mettre cette équation sous la forme 


a_ et (9P\ , pars 7, psTs® (2) ”_ 
» ” CE). Paco J+ Paco dp r=0 (181,7) 
{e, est la chaleur spécifique de l'unité de masse). Cette équation 
quadratique (en u°) détermine deux vitesses de propagation du son 
dans l’hélium-IT. Si p; = 0, l’une des racines de cette équation 
est nulle, et on a, comme il se doit, l'unique vitesse ordinaire du son 
ne = (© | 
9p 8 

En fait, les chaleurs spécifiques c, et c, de l’hélium-II sont très 
voisines l’une de l'autre pour n'importe quelles températures (du 
fait que le coefficient de dilatation thermique est petit). En vertu 
d'une formule thermodynamique bien connue, les compressibilités 
isotherme et adiabatique sont elles aussi voisines: 


he (Gr), 
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Désignant la valeur commune de c, et « par c, et celle de (SE), el 


(2). simplement par % on déduit de (131,7) les expressions suivan- 
tes pour les vitesses du son: 


Ts?Ps 
u=yÆ, = Tee. (131,8) 


L'une d'elles, v,, est presque constante, et l’autre, u,, dépend forte- 
ment de la température et s’annule avec p, au point À. 

Aux températures les plus basses. alors que presque toutes les 
«excitations élémentaires » dans le liquide sont des phonons, les 
quantités p,, c et s sont liées entre elles par les relations 


cT 
c= 38, Pn = gux P 


et ps=p (cf. V, $ 66, 67). Substituant ces expressions dans la for- 
mule (131,8) de u,, on trouve: 


RE 
V3 


De la sorte, lorsque la température tend vers zéro, les vitesses u, 
et u, tendent vers une limite constante, et de telle façon que leur 
rapport tend vers 3. 

Pour mieux saisir la nature physique des deux types d'ondes 
sonores dans l’hélium-IT, considérons une onde sonore plane (£. Lif- 
chits, 1944). Dans une telle onde les vitesses v,, v, et les parties 
variables 7”. p’ de la température et de la pression sont proportionnel- 
les l'une à l’autre. Introduisons les coefficients de proportionnalité 
par les égalités 

Yan —=@Vs, D'=bvs, T'—=cus. (131,9) 
Un calcul simple fait à l’aide des équations (131,1) à (131,6), avec 
la précision requise, donne pour le «premier son» 
Bo __uiui _ __ __BTui 
Mt Dpu enEge (8110 


et pour le «deuxième son» 


2y2 puu u 


ici B — + est le coefficient de dilatation thermique; comme i] 


est petit, rs quentités qui le contiennent sont petites devant les 
quantités correspondantes qui ne le contiennent pas. 
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On voit que dans l'ar de sonure du premier type v, Æ va, C'est-à- 
dire que dans chaque élément de volume d’une telle onde le liquide 
vibre, en première approximation, comme un tout; les masses nor- 
male et suprafluide se meuvent ensemble. Il est naturel que ces ondes 
correspondent aux ondes sonores ordinaires dans les liquides usuels. 


Dans l'onde du second type on a v, Æ — FE Ve c'est-à-dire que: 
n 
la densité totale du flux de matière 


= PsVs + PnVn & 0. 


Ainsi, dans l'onde du « deuxième son » les masses suprafluide et 
normale du liquide vibrent «en sens inverses », de sorte qu'en 
première approximation leur «centre d'inertie » dans chaque élément 
de volume reste immobile et le flux résultant de matière est nul. 
Il est clair que ce type d'ondes est spécifique du suprafluide. 

Entre les deux types d'ondes il existe encore une autre diffé- 
rence essentielle, ainsi qu'il résulte des formules (131,10) et (131,11). 
Dans l'onde sonore du son ordinaire l'amplitude des oscillations de 
la pression est relativement grande, celle des oscillations de la tem- 
pérature étant petite. Par contre, dans l'onde du « deuxième son » 
l'amplitude relative des oscillations de la température est grande 
devant l’amplitude relative des oscillations de la pression. On peut 
dire en ce sens que les ondes du deuxième son constituent. des « ondes 
de température » non amorties spécifiques !. 

A l'approximation où la dilatation thermique est complètement 
négligée, les ondes du deuxième son représentent purement des oscilla- 
tions de température (avec j — 0), et les ondes du premier son, des 
oscillations de pression (avec vs = v,). Ceci étant. leurs équations 
du mouvement se séparent complètement: on écrira dans (131,6) 


€ . 
s = ee T', ce qui donne: 


PT 4m 
TE = usAT , 


et on pose dans (131,5) pp, ce qui donne: 


d?p! 

or? 

Les procédés mécaniques usuels d’excitation du son (par des 
corps solides oscillants) sont extrêmement désavantageux pour la 
génération du deuxième son, en ce sens que l'intensité du deuxième 
son émis est infime par rapport à l'intensité du son ordinaire émis 
dans le même temps. Toutefois, on peut encore exciter dans l'hé- 


= u?Ap'. 


1 Elles n'ont, bien entendu, rien de commun avec les « ondes de tempéra- 
ture » amorties dans un milieu thermoconducteur ordinaire ($ 52). è 
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lium-T] des ondes sonores par d'autres procédés, spécifiques du supra- 
fluide. Telle l'émission du son par des corps solides dont la tempéra- 
ture varie périodiquement; l'intensité du deuxième son émis est 
ici grande devant celle du premier son, ce qui est naturel, étant donnée 
la différence, ci-dessus mentionnée, du caractère des oscillations de 
température dans ces ondes. 


Problèmes 


1. Déterminer le rapport des intensilés d'émission des premier et deuxième 
sons par un plan qui vibre suivant sa normale. 

Solution. Nous chercherons les vitesses v, (dirigées suivant l'axe des 
- normal au plan) dans la « première » et la « deuxième » ondes émises respecti- 
vement sous la forme 


z z 
Lai = A4 COS © (: +) »  Ps2 = Ào COS & (: — ) : 
LT Us 


A la surface du plan vibrant les vitesses v, et v, doivent être égales à la 
vitesse de ses vibrations (notée cos wt). Ceci donne les équations 


AitAe=vn di +asAa— vo 


les coefficients a4, as sont pris dans (131,10) et (131.11]. La densité moyenne 
(dans le temps) de l'énergie dans l'onde sonore dans l’hélium-11 est 


na RCE 1 2 2 
PSE + Pa = A? (at One?) ; 


1e flux d'énergie (l'intensité) s'obtient ensuite en multipliant par la vitesse 
correspondante du son w. Il vient pour le rapport des intensités des ondes des 
« deuxième » et « premier » sons: 

I2 Au tona ue | BETuS 


D ÀÏ (Ps + Pn ai) ui à cu 


(nous avons supposé ici us << u1, ce qui est légitime jusqu'à même les plus basses 
températures). Ce rapport est très petit. 

2. Même problème pour l'émission du son par une surface de température 
périodiquement variable. 

Solution. Il suffira d'écrire la condition à la limite j = 0 qui doit 
être vérifiée sur la surface immobile. Elle donne 


Ps (A1 + 49) + Pa (@1A1-Hascle) =0, 


d'où 
| = patitps | à 
< Pna2+Ps  Buë 
Un trouve pour le rapport des intensités : 
L La 


T1 TBuiue | 
Ce rapport est très grand. 

3. Déterminer la vitesse de déplacement des points du profil d'une onde 
de deuxième son unidimensionnelle progressive de grande amplitude et la vitesse 
de propagation des discontinuités qui apparaissent dans l'onde par suite de la 
siéformation du profil (7. Khalatnikov, 1952). 
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Solution. Dans une onde progressive unidimensionnelle toutes les 
quantités (p, p, T, vs, v,) peuvent être exprimées en fonction d'un paramètre, 
qui pourra être, par exemple, l’une d'entre elles (comp. $ 94). La vitesse U de 
déplacement d’un point du profil de l'onde est égale à la dérivée F7 prise pour 
une valeur déterminée de ce paramètre. Les dérivées par rapport à z et £ de cha- 
que quantité sont liées par la relation _ = — U . . Les dérivées des quantités 
par rapport au paramètre seront primées. 

Au lieu des vitesses v, et v, nous introduirons pour la commodité v = j/p 
et & —= v, — v,, ct nous prendrons un système de coordonnées où la vitesse v 
au point donné du profil de l'onde est nulle. Les équations hydrodynamiques 
(130,3) à (130,6) [avec IT,,, pu, p, s pris dans (130, 11). (130,13) à (130,15)] mènent 
au système d'équations suivant: 


ap, a 4 fn Ron 
por —Up ap -| pv = (1, (1) 
p+2 nn uw —Upv' —0, (2) 
Un as dt 7 LL o dPs ER RE dPn CE D 
[ eU TT À WT (Pss) | T'+- su 3p p'+ ss ur w' =0, (3) 
. dn , ! À Pn , [ » __ PnPe , 
[ ps+ vue | T + [14 ven 2] + pnt 5 v | es 
— [Up + wpn] v =0. (4) 


Nous avons négligé ici toutes les petites quantités d'ordre supérieur au second, 
ainsi que tous Îles termes contenant le coefficient de dilatation thermique. 
Dans l'onde du deuxième son l'amplitude relative des oscillations de p 
et de v est petite par rapport à celles de 7 et w; ceci étant, on pourra aussi bien 
négliger les termes contenant wp’, wv'. Pour déterminer U il suffit de considérer 
(3) et la différence de (2) et (4); la condition de compatibilité des deux équations 
linéaires pour T’ et w’ ainsi obtenues conduit à l'équation du second degré 


208 ps, [ PPn 95 5. dPn 2 
Pal? — Uu [Se TT "OT | LL 


d'où 


ue vu (es don 
U:-us | w ( P  pne OT ) | 


Ici u. est la valeur locale de la vitesse du deuxième son, qui varie d’un point 
à l’autre du profil de l'onde avec l'écart ÔT de la op par rapport à sa 
valeur d'équilibre. Développant u: en puissances de ÔT, il vient: 


dti 
Ua = Uao- 7 ÔT = uao-t gr Eu 
#»y étant la valeur d'équilibre de us. On obtient en définitive : 


3 
— In =. (5) 
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Lorsque la variation du profil de l'onde est suffisamment forte, des disconti- 
nuités apparaissent dans celle-ci (comp. $$ 94, 95) — des discontinuités de 
température en l’occurrence. La vitesse de propagation de la discontinuité est 
égale à la demi-somme des vitesses U de part et d'autre de la discontinuité. 
c'est-à-dire à 

Witwe PssT d u30c 
DÉS pe UT 


ws, w2 étant les valeurs de w des deux côtés de la discontinuité. 

Le coefficient de w dans (5) peut être aussi bien positif que négatif. Ceci 
étant, les points avec des valeurs plus grandes de w devancent ou bien retardent 
sur les points avec des valeurs moindres de w, et la discontinuité se forme respec- 
tivement soit au front avant, soit au front arrière de l'onde (à l'encontre du son 
ordinaire, où l'onde de choc se forme toujours sur le front avant). 


CHAPITRE XVII 


LES FLUCTUATIONS EN HYDRODYNAMIQUE 


$ 132. Théorie générale des fluctuations en dynamique 
des fluides 


Le calcul de la moyenne quadratique des fluctuations de la 
densité, de la température, de la vitesse, etc., en chaque point d'un 
fluide au repos n’'exige pas une discussion spéciale : ces fluctuations 
(dans le cas classique, c’est-à-dire non quantique) sont données par 
les formules thermodynamiques usuelles, valables pour les fluctua- 
tions dans tout milieu en équilibre thermique (cf. V, $ 114). 

Toutefois, un problème particulier en hydrodynamique est celui 
des corrélations temporelles entre les fluctuations de ces quantités 
et celles dans un fluide en mouvement. La solution de ces problèmes 
doit tenir compte des processus dissipatifs dans le fluide (viscosité 
et conductivité thermique). : 

Le développement de la théorie générale des fluctuations en hydro- 
dynamique se ramène à l'établissement des « équations du mouve- 
ment» pour les quantités fluctuantes. Ceci peut se faire en introdui- 
sant les termes complémentaires appropriés dans les équations géné- 
rales de l’hydrodynamique. 

Les équations hydrodynamiques sous la forme 


dp/ôt + div (pv) =0, (132,1) 
dvi __ ôp , 008 ; 
Pre Tan (132,2) 
Ü Lu: ô à à 
oT (+ v-grads) = + dix (5 2)—diva, (132,3) 


expriment, indépendamment de la forme concrète du tenseur des 
contraintes ox ou du vecteur du flux de chaleur q, la loi de conserva- 
tion de la masse, de l'impulsion et de l'énergie dans le fluide en 
mouvement. Aussi s'appliquent-elles sous cette forme pour n'importe 
quel mouvement, y compris les variations fluctuantes dans l'état 
du fluide. Dans ce cas p, p, v, etc., doivent être considérés comme la 
somme des valeurs des quantités correspondantes du fluide dans son 
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mouvement d'ensemble et de leurs fluctuations; les équations peu- 
vent, bien entendu, être toujours linéarisées par rapport à ces der- 
nières. 

Les expressions générales (15,3) pour le tenseur des contraintes 
et l'expression (49,1) pour le flux de chaleur relient ces quantités 
avec la vitesse et les gradients de température. Toutefois, en présence 
de fluctuations apparaissent aussi des contraintes locales spontanées 
ainsi que des flux de chaleur dans le fluide, ces quantités n'étant 
pas liées à la vitesse et aux gradients de température; nous les dési- 
gnerons par s;, et g et les appellerons quantités aléatoires! 
On peut donc écrire ?: 

dt; 


r Ur 2 dv! dt, 2 
Oin=n ( on ik ) SR Ôin+ sin, (132,4) 


q= —%xgrad? +g. 


Le problème consiste à présent à établir certaines propriétés de 
six et g, à savoir leurs moyennes quadratiques et la corrélation entre 
leurs valeurs en divers points du fluide à divers instants. Ceci peut 
se faire à l’aide des formules générales de la théorie des fluctuations. 
Pour la simplicité, nous envisagerons le cas des fluctuations non 
quantiques, usuel en mécanique des fluides ?, et nous supposerons que 
les coefficients de viscosité et de conductivité thermique sont indépen- 
dants de la fréquence des fluctuations, c’est-à-dire qu'ils sont nou 
dispersifs. 

Dans la théorie générale des fluctuations (V, $$ 113, 124) nous 
avons considéré des séries discrètes de quantités fluctuantes z,, x. . . 
alors que nous avons ici des séries continues (les valeurs de p, p, v, .…. 
en chaque point du fluide). Nous tournerons cette difficulté mineure 
d'une manière purement formelle, en divisant le volume du fluide 
en éléments AV petits, mais finis, et en prenant la moyenne de chaque 
quantité dans chaque élément ; le passage à la limite (pour les AV 
infinitésimaux) sera fait dans les formules finales. 

Nous considérerons les formules (132,4) comme les équations 


re (22,5 


de la théorie générale [V, (124,9)], les Ta étant les composantes du 
tenseur oix et du vecteur q dans chaque élément AV: 


. 


La > Oih qi. (132,6) 


1 Conformément au terme forces aléatoires dans la théorie générale 


des fluctuations. 

? Dans ce chapitre 7 est exprimée en unilés énergétiques, c’est-à-dire que 
la constante de Boltzmann est omise. 

3 Cela signifie que les fréquences © figurant dans les fluctuations sont 
supposées telles que fo & T; cf. V. (112.2). 
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Les quantités aléatoires sy, et g correspondent alors aux quan- 
tilés Ya! 

Ya > Sihr Bi- (132,7) 

La médiation des X, peut s'obtenir d’après les règles générales 

en utilisant la formule pour la vitesse de variation de l'entropie 

totale S du fluide. Ainsi qu’au $ 49, on déduit de l’équation (132.3) 


que 
a Oin f dvi dÙUh qgrad 7 
S— | 2T ( ÔZh 0x; ) (ue T2 } dv 


[pour sx —0, g—0, on retrouve (49,6)] ou bien, en remplaçant. 
l'intégrale par une sommation sur les AV, 


Go Oin f dei dk q-gradT Se 
Nous devons également avoir $ — —Sx aTa : cf. (58,4). Substi- 
tuant (132,6) et comparant avec (132,8) on trouve pour les X,: 
4 [dvi dr . 4 àT Fe 
X: TT ( dz, ) AY, TE on AY. (132,9) 


I1 est maintenant facile de trouver les coefficients Ya, qui 
donnent aussitôt les corrélations cherchées 


Ya (t4) Yo (£2) = (Vab + Yoa) Ô (£4— 2) ; (132,10) 


[ef. V, (124.11)1. La moyenne est ici considérée dans son sens statisti- 
que usuel, c'est-à-dire qu’elle est prise par rapport aux probabililés 
de toutes les valeurs que peuvent prendre les quantités aux instants 
t, et #, ; elle peut s’écrire encore comme la moyenne par rapport à t, 
et {, pour la différence donnée f, — £.. 

Nous remarquerons tout d’abord que les formules (132,4) ne 
contiennent pas de termes reliant 05, au gradient de température et q 
au gradient de vitesse. Cela signifie que les coefficients correspon- 
dants ya sont nuls, et il vient de (132,10): 

Sin (ri ti) £t (ro: t:)=0, (132,11) 
c'est-à-dire que les valeurs de s;; et g; sont sans aucune corrélation 
(r, et r, sont les coordonnées de deux points dans le fluide). 

Puis, les coefficients reliant les g; aux valeurs de (1/7*)(0T/0x,).. 
x AV sont nuls si ces deux quantités sont prises dans des éléments 
de volume AV différents, et sont égaux à xT*6,,/AV si elles sont prises 
dans un même AV. Il s'ensuit que 


gi(ras 1) gn (as te) = 0 Si MF; 


a 
Be, Det, de) = y nd (ti — te). 
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Passant maintenant à la limite AV —>0, on peut évidemment 
condenser ces deux formules sous la forme 


&i (r1, Li) &h (ro te) = 2HT* 0x0 (ti — te) () (ri — 12). (132,12) 


Enfin, on peut obtenir de la même façon les formules pour la 
corrélation entre les composantes du tenseur des contraintes aléa- 
toires : 


Sin (rss €) Sim (F2 te) = 


2 
= 2T [n (OstOum + OëmÔRt) + (+ n) Gwndum | Ô (rs — r2) Ô (ti —t2). 
(132,13) 

Les formules (132,11-13) donnent la solution du problème 
{L. Landau et E. Lifchitz, 1957) !. 

Ces formules peuvent s’écrire encore sous forme de composantes 
temporelles de Fourier desdites quantités. La composante de Fourier 
des quantités fluctuantes x, (£) est: 

ra = (1/22) | re(tetdt, za (t)= Î rout-tot du; (132,14) 


{cf. V, $ 121). Pour les composantes ya et ÿys ainsi définies, on a 


YawYÿbw’ = (1/27) (Yab + Vba) (] (wo + &°) ; 
{cf. V (124,10)]. Ainsi, remplaçant Ô(f;—#,) par (1/2x) Ô (© +"), 
on obtient au lieu de (132,11-13) : 


Siko (ri) £tlw’ (r2) ce 0, (132,15) 
Zi En Bo QD) = On (n—r:) 8 (04), (132,16) 


Sie) Simar (F2) = (7/1) [ n (Oudam + Bimôkt) + 
F3 (—<n) int | 8(rn—r)ô(—+w'). (132,17) 


La généralisation de ces formules pour le cas des fluctuations quanti- 
ques se fait tout simplement par l'introduction du facteur (w/2T) x 
Xcoth (%w/2T) dans les seconds membres des formules (132,15-17) ; 
{cf. V,(127,22)]. Si la viscosité et la conductivité thermique sont dis- 
persives, n, 6, x sont des fonctions complexes de la fréquence. La 
généralisation correspondante des formules (132,15-17) se fait en 
remplaçant n, &. x par les parties réelles des fonctions n (w), & (w), 
%x (w), chose facile à démontrer. 


1 On passe aux unités de température usuelles (degrés) en remplaçant 7 
par 4T et x par #/k, k étant la constante de Boltzmann. 
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$ 133. Fluctuations dans un milieu infini 


Les formules déduites plus haut donnent en principe les fluctua- 
tions dans n'importe quel cas particulier. Le problème se résout 
comme suit. Considérant s;, et g comme des fonctions connues des 
coordonnées et du temps, on résout formellement les équations 
(132,1-3) pour v. p. .... prenant en considération les conditions 
aux limites de l’hydrodynamique. On obtient ainsi v, p, ... en 
tant que fonctionnelles linéaires de s,, et g. En conséquence, toute 
quantité quadratique (ou bilinéaire) en v. p, ... peut s'exprimer 
sous forme de fonctionnelles quadratiques de s;, et g. les moyennes 
étant données par les formules (132,11-13); les quantités auxiliaires 
six et g ne figurent pas dans le résultat final. 

Pour illustrer la méthode décrite, considérons les fluctuations de 
la pression dans un milieu infini au repos, possédant une deuxième 
viscosité grande €(w) dispersive ; les effets dus à la viscosité ordinaire 
et à laconductivité thermique sont supposés négligeables (comme cela 
peut se présenter dans les conditions décrits au $ 78). 

La solution des équations (131,1-3) peut se chercher par dévelop- 
pement de toutes les quantités (déjà représentées par des intégrales 
de Fourier par rapport au temps) en intégrale de Fourier spatiale; 
quelle que soit f (r), on a 


JG)= À fRexplik-r)dk, dk=dk.dkydk,, (133,1) 
1 
h= er [ f(r)exp(—ik-r) dV. (133,2) 


Les fonctions de corrélation pour les composantes de Fourier se 
déduisent aussitôt à partir des fonctions de corrélation des quanti- 
tés elles-mêmes. Par exemple, si 


f(rs)f(r2) = AÔ (r;— r2), (133,3) 
alors 
Fe = 5e || FO  expl—i(keri+k're)] di dVe = 
= À | 6Gi—mexp— ir +k'r)ldVidVr= 


= Sexpl—i+k)-rl dv, 


ou, en définitive, 5 
he = us 0(k +). (133,4) 


h2—406 
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Notamment, au lieu de la formule (132,17) où nous ne retenons 
(en l'occurrence) que le terme en £, on a 


(Sir ok (Sim)wk" = . Re&(w)-ô(w—w’)ô(k+k’). (133,5) 


Sous lesdites conditions (conductivité thermique faible) l'influen- 
ce de la variation de l'entropie sur la variation de la pression est 
relativement petite; les fluctuations de la pression peuvent donc 
être tenues pour adiabatiques. En conséquence, l'équation linéarisée 
(132,1) s'écrit 


4 66p 

cg ôt 
où ôp, ôv sont les fluctuations de la pression et de la vitesse, p est 
là densité d'équilibre, et c, la vitesse du son calculée à partir de 
l'équation d'état à l'équilibre ($ 78). Utilisant les composantes 
temporelles et spatiales de Fourier, on a 


— 7 Opau + Pk-6Vux = 0. (133,6) 


+ p div ôv—0, 


De façon analogue, l'équation (132,2) donne 
— QP (O0i)ok = — A5 Por + 6 (©) ik -Ô Vox + ÉnSins (133,7) 
&(w) pouvant être définie, par exemple, par la formule (78,6). 
Pour trouver ôpwx, on multiplie scalairement l'équation (133,7) 
par k: 
— QPk -Ôvor = — KE 6 par + CA? (KO Var) + kiknSin, 
et on élimine k-ôv,x au moyen de (133,6). Il vient: 
Bpux = kiki (Sie) . 
Enfin, prenons la moyenne du produit ôpoxôPwx à l'aide de la 
formule (133,6); on a 
Tcé Re £ (&)-6 (+ w") 8 (k+k’) 
Sn [cé —(w*/h2) — lo (L/p)] Lcû— (W/A?) + io (E*/p)] * 
Par exemple, si l'on prend &(w) dans (78,6), on obtient 
>. TT tp (er, —ci) ô (ù+w) 8 (k+k’) 
SPukbPek = Be TRE ure te — rep * (133,9) 


ÔPakO Pw’k = (133,8) 


En conclusion, nous allons montrer comment la formule usuelle 
(classique) pour la moyenne quadratique de la fluctuation de la 
pression en un point donné du fluide peut être déduite de (133,8). 
Pour simplifier les calculs, nous supposerons & indépendant de w À. 


1 Le résultat (classique) est effectivement indépendant de la forme de la 
fonction £ (w); seules sont utilisées les propriétés de cette fonction qu'elle doit 
posséder dans tous les cas [cf. V, $ 125). 
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Revenant au moyen des formules (132,14) et (133,2) des dévelop- 
pements de Fourier aux fonctions ôp (r;, t:), ôp (r+, t.) elles-mêmes, 
et posant t, = {, = {, on peut écrire 


ôp (rs, t)Ôp (re, t)= 


© Où © © 


= {| \ Î Ÿ Spaxdpurx expt—i (+0) 11 x 


oo xexpli(k-r;+k'.r2:)] do do” dkdk’, 


où nous avons substitué (133,8). Une intégration sur la fréquence 
annule @ + &w” dans l'expression sous les intégrales, en raison du 
facteur 6 (© + w’). Une seconde intégration donne ! 


œ 


Î (cé /p) do _. 
d, 15 — (w?/42) — (itw/p}] [c8— (w?/4?) + (itow/p)] d 
Ainsi, 

dp (ri, t)0p (ras t)= 


= es à Ô(k+k’)expli(k-r,+k’-r2)] dk dk’ = 


= ( explik-(r—r)]dk= pTetô (ra—r;). (133,10) 


Tel est le résultat cherché: la moyenne de (133,10) dans un petit 
volume AV est 


(dp)* = pTc/AV, 


ce qui est confcrme avec la fcrmule thermodynamique [V, (114,11)]. 


1 L'intégrale se calcule facilement par la méthode des résidus, le chemin 
d'intégration étant un grand demi-cercle dans le plan de la variable complexe w. 
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